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Wis<:en<:ch.  zu  München.  Jahi^.  488S,  Bd.  S,  H.  i.  8.  Jahrg.  4888, 

H.  1—3.  München  1882.  83. 

Kahn,  E.,  Ueber  Herkunft  u.  Sprache  d.  transgangelischen  Vtflker.  Fest- 
rede z.  Vorfeier  des  Allerh.  Geburts-  u.  Namensfestes  S.  M.  Lud- 
wigs II.  Königs  von  Bayern  gehalten  in  d.  oITentl.  Sitzung  der  k. 

bayer.  Akad.  d.  Wiss.  am  25.  Juli  1881.  München  1883. 

Slieve.  Fei.,  Churfürsl  Maximilian  I,  von  Bayern.  Festrede  z.  Vorfeier  des 
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gehalten  in  der  üffentl.  Sitzung  Uet  k.  bayer.  Akad.  d.  Wi&s.  am 
S9.  jQli  4882.  München  188!!. 

W4»irflin,  Edn.,  Gedfichlnissrede  auf  Karl  v.  Halm,  gefaaltan  in  d.  dffantl. 

Sitzung  der  k.  bayer.  Akad  d.  Wiss.  zur  Feier  ihres  484.  Stlflnnga- 
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Vierundzwanziirsle  Plenarversammlnng  der  hislor.  Commission  bei  der  k. 
btiyer.  Akad.  d.Wi>sen>cli.  Bci  ichl  des  Secretariats.  Miinchon  1883. 

Die  iiistoriscbe  Commission  bei  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch.  1858 — 
1883.  Eine  Denkschrift.  München  1883. 

Meteorologische  and  magnetische  Beobachtungen  der  k.  Sternwarte  bei 
München.  Jahrg.  1882.  München  1883. 

Abhandlunizen  der  König!.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  xa  Göttingen. 

Bd.  2<J.  ;ius  d,  J.  1HS;i.  Göttingen  188i. 

Nachrichten  von  der  Koni;:!.  Gesellschaft  der  Wissenschaflcn  und  der 
Georg-Augusts-Univcrsilut  aus  d.  J.  1882.  (iultiiigcn  d.  J. 

Neues  Lausitzisches  Magazin.  Itn  Auflrag  d.  Oberiausilz.  Gesellsch.  d. 
Wissensch,  herausgeg.  von  Prof.  Dr.  S ch n  wft  Ide r.  Bd.  88.  Bd.  59, 
H.  1.  Görlitz  1882.  83. 
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Jahrg.  28  (1882),  H.  1—4.  Jahrg.  29  (1883;.  H.  i'      Dresden  1883. 
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Fortsetzung  d.  Fundameotal-Catalogs  f.  d.  Zonen-Beobachtungen  d. 
astronom.  Gesellschaft.  Publication  d.  astronom.  Gesellsch.  XVII. 
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periode 488S— 88.  Dresden  4883. 

Sitzungsberichte  und  Abliandhiogcn  der  naturwissenschaftl.  Gesellschaft 
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Berlin  IS 83. 
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Potsdam  4888. 

Seehsigsler  Jahresberiebt  der  Schlesfschen  Gesellsehaft  fOr  vaterlindiscbe 
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rungen der  Gesellschaft  im  J.  1882.  Breslau  4883. 
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currosionim.  T.  44.  Halis  1H88. 

LieopDidiaa.  Amtlicties  Organ  der  kais.  leopoldiniscb-carolinisch-deutschcn 
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Vlerfer  Bericht  der  Commission  zur  wissenschaftlichen  Untersuchung  der 
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tbal  d.  fi— 13.  Sept.  1888  (68.  Jahresversammlung).  Jahresbericht 
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Jaarboek  vao  de  Kon.  Akad.  v.  Weteoach.  gevestigd  te  Amsterdam,  voor 
1884. 

Procefsen-verbaal  van  de  gewone  Yergaderingcn  d.  Kon.  Akad.  v.  We- 
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III.  4.2.  V,  4.  2.  VI  (II.  Ser.,  4  ,1.2.  VII,  4.  2.  Utrecht  4  846—63. 

kronyk  van  het  Historisch  Genootschap  te  Utrecht.  Jaarg.2(4846) — 5  (4849). 
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24—25  (V.  Ser.,  4— .V.  är>  (VI.  Ser.,  1— f.  .  l  liecht  4844J— 76. 
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Belglque.  AnnM59  (1884),  8.S6r.  T.4.  8.  Ann^e  84  (4888),  8.  S6r 
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Memorie  della  R.  Accademia  delle  scieuze  di  Torino.  Ser.  II,  T.  84. 

Torino  18H3. 

Bollettino  roeteorologico  ed  astronomico  dell  Usservatorio  della  R.  Univer- 
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matem.,  Vol.  3).  Pisa  1883. 
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Vol.  XXXV,  Nü.  ii4— ie.  London  4 «82.  88. 

Ctlalogiio  of  the  seienlifle  boolu  In  the  library  of  tbe  R.  Society.  Part  2. 
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bridge  issi— 83. 

Transactions  of  the  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  4  3,  P.  2.  Cam- 
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The  scientific  Proceedings  of  the  R.  Dublin  Society.  N.  Ser.  Vol.  a,  F.  5. 
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F.  Ueber  gewisse  Differentialgleichungen  dritter  Ord- 

nung*], 

Die  Theorie  der  elliptischen  l'unclionen  hat  l)ekanntlich 
t  inen  (loy>pe!ten  Kiniinnii,  indem  man  enlwetler  niU  den  dop- 
pell pe  rio  d  isch  e  n  F  u  n  c  l  io  n  on  oder  mit  den  Integralen 
hciiinnen  kann.  Genau  dasselbe  gilt  von  gewissen  neueren 
funelionenlheoretischen  L'nlersuchungen  ,  auf  die  ich  mich  hier 
zu  beziehen  habe.  Einmal  handelt  es  sich  dabei  um  solche 
Functionen  s  einer  Unabhtingigen  rj,  welche  ungehindert  bleiben, 
wenn  man  einem  gewissen  disconlinuirlicheD  Systeme  linearer 
Substitutionen  unterwirft  ^] ;  das  andere  Mal  mag  man  das  ein- 
zelne z  als  independente  Variable  betrachten  und  durch  die 
Differentiaigieicbung  dritter  Ordnung  detiniren,  der  es  in  Bezug 
auf  z  genügt.  Diese  Differentialgleichung  bat  die  übrigens 
wohUielLannte  Gestalt : 

die  dadurch  definirt  ist,  dass  sich  die  aligemeine Ufsung  aus  einer 
beliebigen  Parlicutarltfsung  y]  als  willkürliche  lineare  Function 

*^  ^  ^  zusaiiiiiicnselzt.     Der  so  l>ezeicliüele  Zusammenhang 

iwischen  allgemeiner  und  particulärer  Lösung  übertrügt  sich 
natürlich  auf  die  verschiedenen  Zweige  einer  und  derselben 
i;-FttnctioTi.  Lttsst  man  also  z  in  seinem  complexen  Gebiete 
einen  geschlossenen  Weg  beschreiben,  d.  h.  einen  solchen  Weg, 
bei  dem  s  selber,  wie  auch  /'(^),  die  rechte  Seite  von  (4),  ihren 
tinprttnglichen  Werth  wiedergewinnen,  so  wird  17,  diesem  W^ege 
enlsprecheod,  eine  gewisse  lineare  Substitution  erfahren.  Das 


Vorgelegt  und  zum  Druck  übergebea  in  der  Silxong  am  S9.  Januar 

\m. 

V  Mnr^  votgl.  elwa  meinen  iinierdings  publicirt'Mi  Aufnatz:  -Neue  Rei- 
trage zur  Kiemann'schen  KundiüneotheoriC",  Malhcnialische  Annaien  Bd. 
XXI,  wo  auch  die  «ndeiweitige  Ltleralur  au«-führlich  angegeben  isl. 
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F.  Klein, 


lulegral  Jf(^)  •      würe  auf  diesem  Wege  um  eioeD  Periodici- 

ttttsmodul  gewachsen.  Mnn  kann  das  Wesen  der  neuen  Funotionen 
geradezu  aus  dem  Geaichtspuncte  belrachlen,  dasa  man  durch- 
weg die  PeriodicitatsmodulD  der  Integrale  und  jene  charakter- 
istischen linearen  Substitutionen  der  t/- Function  {Miralleliairt. 

Ich  habe  inieh  nun  gefragt,  ob  man  die  biennit  angedeutete 
Vergleichung  nicht  noch  einen  Schritt  weiter  treiben  kann. 
Schreiben  wir 

(2)  diy -/•(*}.  d», 

so  heisst  dies,  dass  Jedem  Inoremente  ds  von  %  entsprechend 
um  eine  bestimmte  unendlich  kleine  Grösse  vermehrt  wird.  Wir 
Itfsen  die  Differentialgleichung  (S; ,  indem  wir  von  bestimmter 
unterer  Grenze  ausgehend  den  hiermit  bezeichneten  Process 
unendlich  oft  wiederholen;  eben  Dieses  und  nichts  Anderes  be- 
sagt das  bestimmte  Integral 

s 

(3)  jj-yiTW.das  +  V 

Der  PeriodicitHtsinodul  aber,  den  auf  geschlossenem  Wege  er- 
halt, ist  nur  ein  specieller  Werth  dieses  Integrals.  —  Genau 
entsprrrliond  versiK  hc  ich  im  Folgenden  die  DiffereniialgleichuDg 

(4)  aufzufassen.  Und  zwar  werde  ich  zunHchst  zeigen,  daas 
man  dieselbe  so  interpretiren  kann,  als  deßnirc  sie  einem  jeden 
Differential  dz  entsprechend  eine  niif  rj  bezügliche  unendlich 
kleine  lineare  Transformation.  Reibt  man  sodann  mehrere 
Differentiale  djs  aneinander ,  so  Selzen  sich  die  entsprechenden 
linearen  Transformationen  als  auf  einander  folgende  OperationeD 
zusammen,  und  es  erwächst  also  die  allgemeine  Lifsung 
der  Differentialgleichung  (4),  indem  man  von  einer 
willkürlichen  linearen  Function  beginnend  die  letz- 
tere mit  unendlich  vielen  durch  (4)  bestimmten  in- 
finitesimalen linearen  Transformationen  componirt. 
Die  charakteristischen  linearen  Substitutionen  von  if  aber,  die 
geschlossenen  Wegen  entsprechen,  sind  wieder  nur  ein  ape- 
cielles  Ergebniss  des  allgemeinen  Ldsungsprocesses. 

Um  die  hiermit  angedeuteten  Anschauungen  zu  prtfcisiren, 
bedürfen  wir  zunächst,  unter  ij  eine  beltel)ige  Function  von  s 
verstanden,  des  Begriffs  der  im  Puncto  ;s  s  is,,  osculiren- 
den  linearen  Function.  Ich  verstehe  darunter  diejenige 
lineare  Function  von  s : 
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(»)  ^'W-^. 

die  im  Pnnctc  s  =  mit  rj  sowohl  dem  Wert  he  nacli,  als  auch 
iu)  ersten  und  zweiten  DiflferenlialquotienteD  UbereinstinHiit. 
Off.  11  hl  1  hai  liian  (wie  man  durch  HeihenenlwickeiuDj^  uach 
Potenzen  voo  (5  —  s^l  sofort  verificirl)  : 

 ^'^'^-i'^iv^^^y 

Wir  bilden  uns  ferner  den  Begriff  der  auf  zwei  aufeinander 
folgende  Puncte,  2^  und  js^^,  ,  bezüglichen  Uebergangs- 
subslitution.  Ich  definire  als  solche  diejenige  lineare  Sab- 
stitntioD,  welche  entsteht,  wenn  man  in 

Statt  s  den  Werth 

eioträgt,  also  in  Formel : 

Wir  nMtgen  insbesondere  die  beiden  Werthe  %p  und  2^^,, 
wie  es  im  Folgenden  immer  geschehen  soll,  consecotiv 
nehmen,  also 

(7)  3^,^^  s»  3^  +  äz^, 

setzen.  Ich  bezeichne  dann  die  betreHende  UeberLraniissnlisi  1- 
tution,  die  ich  in  der  Weise  berechne,  dass  ich  höliere  Potenzen 
von  dzy  vernachlässige,  schlechtiiin  itiil  dem  Buehstaben  N,.  und 
nenne  sie  die  zu  dem  Werlhe  gehörige  infinitesimale 
Ueberj^anizssubstitution . 

Dies  vorausiiesehiekl  saiie  ich  nun  zunüchsl ,  dass  die 
Differentia  li^leichung  4)  ftir  jeden  Punct  z^,  die  zu 
iliesem  Puncte  gehörige  infinitesimale  Uebergangs- 
substi  tu  tion  de  r  Function}^  bestimmt. 

Zum  Beweise  wolle  man  vor  Allem  beachten,  dass  eine 
Uebergangssubstitution  ungandert  bleibt,  wenn  man  y;,  die  zu 
Grande  liegende  Function ,  durch  irgend  eine  lineare  Function 
von  17,  T{fi)y  ersetzt.  Denn  die  beiden  osculirenden  linearen 
Functionen  A^,{s),  Af,^^{z)  verwandeln  sich  dann  in  J.ily(«), 
T  .  A^^^{z)  und  S^^^,  in         •  I"*)  .  (f ,  was  aber 

nichts  Anderes  ist,  als  das  alte  8,^,,^^. 
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Nun  hilngen  alle  Lösuniion  von  <),  wie  wir  w  issen,  linear 
vitn  finandor  nb.  Si<»  ('ru(  lu  ii  iilso  alle  (iipsp!}>cn  relKTLMni^s- 
Mih^t  itui  innen  iiini  iiisitesoiuln'c  diivsclhcti  i ri Ii iiilesi malen  l  flitT- 
irariiissubstitulionen.  Letztere  müssen  sii-h also a priori  bes(iiinn«Mi 
lassen.  In  der  Thal ,  die  irilini(esimale  Uebergangssubslitulioa 
hangt  nach  dem  l'rdliorcn  von  ,  dz^, ,  rj^,,  rj'\,  und  ij'"^ 
üb,  indem  wir  nümiich,  der  Gleichung  (7J  entsprechend,  setzen : 

fi)  ivV+i  ^  ^'p  +  n'v  •  ^'-»-T 

Nun  gibt  es  aber  keinen  anderen  aus  r;^,  i^'^,  rj'\,  t]"*p  susmn 
mengesetKten  Ausd  ruck|  der  bei  allen  linesrcn  UinfiindGruiigeii 
von  i;  ungeändert  bliebe,  als 

 - 1  ö'. 

die  linke  Seite  unser  Diflerenlialgleichung  Die  infini- 
lesimale  Uebergangssubstitutioo  kann  also  jeden- 
falls  [ev.  nach  geeigneter  ZufUgung  eines  Factors  In  Zahler 
und  Nenner)  so  geschrieben  werden,  dass  sienurvoQ 
und  dem  Ausdrucke  [9)  abhängt.  Dassheisst  aber 
ohne  Weiteres,  dass  sie  fOr  die  durch  1;  bestimmte  17-Fuiiclfon 
von  Vornherein  bekannt  ist,  was  zn  beweisen  war. 

Ich  vervolistHndige  diese  Ueberlegung  durch  wirkliche  Be- 
rechnung der  Cebergangssubslilution.  Am  leichtesten  durfte 
sich  dieselbe  so  gestalten,  dass  wir  unter  allen  I^sungen  von  (1) 
diejenige,  'C,  vorab  herausgreifen,  für  welche  die  an  der  Stelle 
z^,  osculirende  lineare  i  unction  mit  3  selbst  znsanimenfalll,  l'Ur 
welche  also 

»0}  ip^^py  4%  =  ^  r.  =  o 

ist.  Da  allgemein: 
so  wird 

zu  setzen  sein.  Wir  berechnen  jelzl  fttr  £  die  im  Puncto  ^^^^^ 
%y  osculirende  lineare  Function.  Dieselbe  ist  nach  ;5) 

und  (7) : 
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und  iiisü  noch  '8;  unter  Berücksichtigung  der  besonderen  Wertbe 
von  Ti»: 

oder,  unter  Wegwerfung  höherer  Polenzen  von  dz^: 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  an  sich  mit  d er  gesuchten 
Üeberjiangssubsliiiiiion  identisch.  Denn  da  » 
.  /l^^, ,  für  uusor  «  aber  niil  z  zusammenfallt,  sn  stimmt 
6'^,  ohno  Weiteres  mit  dem  bezUizIiehen  A^,_^_^  überein.  Tragen 
wir  nun  noch  für  T",.  seinen  oben  l)esliintnlen  Werth  ein,  so 
haben  wir  als  Detinit  ion  der  Lebergangssubslilution 
die  ailgemeine  Formel; 

,„ .  -  <'-g:-»a')'.^-i-^(g-ia>--"- 

Was  nun  die  Lösung  unserer  Di(Terentialgleicbung  (1)  auf 
Grund  der  hiermit  entwickelten  Formeln  angebt,  so  denke  man 
sich  eine  Reihenfolge  vonPuncten  ~„ .  ,  js,,  .  .  .  .  jj^ ,  ,  ,  , 
ßi^iriy  die  wir  allmählich  unter  Festhailung  der  Endpunete  immer 
dichter  werden  lassen,  indem  wir  n  grttsser  und  grosser  nehmen. 
Sei  A^{z)  eine  beliebige  lineare  Function  von  js,  von  der  wir 
annehmen^  dass  sie  im  Puncto  s  ^  die  zu  berechnende  jj- 
Fnnction  osculirt^  eine  Annahme,  welche  die  drei  willkürlichen 
Constanten  ßxirt,  die  in  der  allgemeinen  Lösung  von  (4)  enthal- 
ten sind.  Dam  haben  wir  der  Reihe  nach  vermöge  (6] : 


schliesslich : 

(15)       .  .    -^n(^.  ^  -^9  '  ^«,1  •  ^i,t  •  •  •  • 

oder  auch ,  indem  wir  n  unendlich  werden  lassen  und  also  die 

einzelnen  Uebergangssubstitulionen  durch  die  infini- 


tesimalen ersetzen: 
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(45)  ,  .  .  ,  Aj|(is)  ^     •     »  Sf  ,  3%  8^, 

(Hm  n  s  oo) 

Divs  ist  die  gesuchte  I.ösung.  Denn  unsere  Formel  liisst 
uns  A„{z)j  jene  lineare  Funnion,  welche  an  einer  beliebig  vor- 
gegebenen Stelle  3  =  3„  oseulirl,  aus  dem  v\  iükdrlich  ange- 
nommenen, ;iur  r  ^  ?Q  bezüglichen  /tois),  durch  Aneinander- 
reihung von  uueudiicb  vielen  unendlich  kleinen, lioeareu  Traoi^ 
fonnationen  berechnen. 

leh  komme  nicht  noch  einmal  auf  den  N'eruleich  dieser 
Formel  mit  der  Begriflsbestimmung  des  bestimmten  Integrals, 
der  auf  der  Hand  liegt,  zurück.  Sowie  man  den  Integrations- 
weg im  complexen  Gebiete  in  hohem  Maasse  abändern  kann, 
ohne  den  Werth  des  Integrals  zu  ändern,  so  in  (15)  die  Reihen- 
folge der  zwischen  und  eingeschalteten  Poncte.  Und  wie 
das  Integral  tlber  einen  geschlossenen  Weg  erstreckl  einen 
Periodicitatsmodul  liefert,  so  Formel  ^45)  die  auf  unsere  i^-Func- 
tion  bezügliche ,  dem  geschlossenen  Wege  entsprechende  cha- 
rakteristische lineare  Substitution. 

Was  die  Convergenz  unseres  Verfahrens  angeht,  so 
braucht  dieselbe  kaum  besonders  erläutert  EU  werden.  Denn 
maleriell  nnterscheidet  sich  unser  Verfahren  nur  unwesentlich 
von  dem  gewöhnlichen ,  eine  Differentialgleichung  dritter  Ord- 
nung zu  intogriren.  Indem  wir  aus  vennittelst  der  Ueber- 
gangssubstitution  8,,  das  berechnen,  erreichen  wir  ja,  von 
Tennen  htfherer  Ordnung  in  dzr  abgesehen,  jedesmal  dasselbe, 
als  wenn  wir  den  Formeln  (8)  entsprechend 

setzen.  Ks  ist  nun  die  Form  unserer  LOsung  und  die  in  ihr 
liegende  Auffassung  von  der  Bedeutung  der  Differentialglei- 
chungen (1),  welche,  wenn  überhaupt,  einigen  Werth  bean- 
spruchen dürfte. 
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Wilhelm  Weber,  Ucher  Consti^ction  des  Bohnenberger' sehen 
Heversionspendels ,  xur  Bestimmung  der  Pendellänge  für  eine  6c- 
stimmte  Schwingungsdauer  im  VerhüUniss  zu  einem  gegebenen 
Längenmaan*)* 

Ausser  EntfernungsmessungeD  auf  der  Erdoberfläche,  wel- 
ebe  für  die  Erdbewohner  die  wichtigsten  sind ,  giebt  es  noch 
viele  andere  fast  ebenso  wichtige  Längeninessungen,  von  denen 
die  Pendelmessungen  ijesonders  hervorgehoben  zu  werden 
pflegen.  Man  versteht  darunter  die  Messungen  der  an  verschie- 
denen Punkten  der  Erdoberfläche  verschiedenen  Secunden- 
pendellänge. 

Diese  S  e  c  u nd  en  p  e  n d  e  1 1  ä  n  ti  e  (für  einen  besüiiimleii 
Punkt  der  Erdoberfläche)  ist  sognr  selbst,  stall  des  Meters  oder 
der  Seemeile,  zum  Langen  maass  vorgeschlagen  und  empfoh- 
len worden. 

Ein  üi)er  die  ganze  l^rdoherflache  sich  erstreckendes  System 
von  PendellHngenmessungen  ist  aber  niemals  wirklich  ausge- 
führt worden,  und  nur  seilen  ist  ein  wirkliches  Secundenpendel 
an  irgend  einem  Orte  hergestellt  und  seine  Lange  genau  ge- 
messen worden;  vielmehr  pflegt  nur  ein  Pendel  von  unver- 
yn  de  rlieh  e  r  Lange  an  verschiedene  Stellen  der  Erdoberflache 
versetzt  und  seine  Schwingungsdau  er  überall  beobachtet 
zu  werden,  die.  wenn  sie  auch  an  einem  Orte  genau  i  Secunde 
betriii:! .  an  den  meislen  andern  Orten  der  Erdoberfläche  melir 
f>(ler  v^('Mi^^•r  davon  verseliieden  ist  Es  handelte  sich  also  bei 
diesen  Peiuirlmessuogen  an  \ersehtedenen  Stellen  des  Erdoher- 
fläche  wesentlich  um  Messunti  v  e ?•  sr In  <m1  t n  e  r  Schwini:- 
ungsdanern  bei  izleieher  rmdi  l  1  uige ,  nicht  um  verschie- 
dene Fe  ndel  1  ii  n  2  en  Vmm  gleicher  Sehwinguniisdaner. 

Was  aber  die  einzijjje  hiernach  zu  niessrnd«»  Pendellan^e 
hetritTl ,  so  kommt  genau  genommen  nichts  darauf  an,  dass  sie 
selbst  unmittelbar  messbar  sei,  sondern  nur  darauf,  dmss  sie  i\x 

Vorgelegt  uiui  übergeben  in  der  Sitzung  atn  i'J.  Januar  1883. 


Digitized  by  Google 


8 


Wilhelm  Wimr, 


einer  enu'in  pli\ tischen  Pendel  dessen  Sciiwingungs- 
daiier  heob.ielitet  worden  ist)  recht  geoau  mes&barea  Länge  in 
bek.innleiM  Verhaltnisse  stehe. 

Ks  ist  nun  zu  diesen  Mossuniien  vorzugsweise  das  Bohnen- 
bergersehe  He\ ersionspendel  nneli  Kater  s  ConstructioD 
gebraucht  worden ,  woran  zwei  parallele  Schneiden  sich  befin- 
den, welche  abwechselnd  als  Drehungsaxen  dienen,  deren  zu 
messender  Abstand  die  PendellUnge  für  die  beoI)a  elitete 
Sthwingungsdauer  darstellt,  wenn  letztere  für  beide 
Schneiden  als  Drehungsaxen  gleich  gefunden  worden  ist .  Doch 
hat  Bessel  gegen  diese  BenuUang  des  SchneidenabsUindes  zur 
Bestiromung  der  Pendellange  gewicblige  Bedenken  erhoben. 

Theorie  dcR  Bohui  iiberger'seheu  KevergioiispeudeU« 

Aus  der  Theorie  des  physischen  Pendels  ist  bekannt, 
dass  das  Verbaltniss  der  DirecUonskraft  zum  Trflgheilsmoment 
gleich  dem  Verbaltniss  von  zum  Quadrat  der  Scbwiogungs- 
dauer  ist,  d.  i. 

gmx  nn 
K    ^  tt  ' 

wenn  gm  das  Gewicht,  K  das  ^ Trägheitsmoment  und  /  die 
Schwingungsdauer  des  Pendels,  x  aber  den  Absland  des  Schwer- 
punkts von  der  Drehungsaxe  bezeichnet. 

FtJr  das  mathemalische  P<  nd.  I  wird  x  gleich  der  Pen- 
dellänge /  und  das  Tragheitsmomeni  A  =  m//;  folglich 

4  «      oder  /  =  '■  -lt. 

Aus  dieser  Theorie  des  physischen  Pendels  folgt  die  Theorie 
des  Reversionspendels,  wenn  man  beachtet,  dass  die  Differenz 
des  wirklichen  Trägheitsmoments  und  d  es  j  e  n  i  g  e  n ,  wel- 
ches dem  Pendel  zukommen  würde,  wenn  seine  Masse  im 
Schwerpunkte  vereinigt  wäre,  d.i.  A'—  mxxy  gleich  dem  Träg- 
heitsmomente ist,  welches  dem  Pendel  zukommen  würde,  wenn 
die  Drehungsuxe  durch  den  Schwerpunkt  ginge.  Setzt  man  das 
letztere  Drebungsmoment  s  macr,  wonach 

K  —  mxx  =  maUf 

80  erhält  man  die  Gleichung  des  physischen  Pendels 
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maa  '+  mxx 


n  n 

TT 


oder,  wenn  darin  "  tt 

'  Tin 


l  gesetst  wird , 


Uierio  sind  uttter  7  und  x  die  VerticalabsUlnde  zu  versieben,  in 
denen  bei  ruhenden  Pendeln  die  coneentrirte  Masse  des  mathe* 
malischen  Pendels  undderSehwerpunkt  des  physischen  Pendels, 
dem  dieselbe  Schwingungsdauer  zukommti  unler  ihren  Drehungs- 
axen  liegen.  Es  folgt  hieraus,  dass  /  und  x  in  obiger  Gleichung 
heide  positiv  sind,  vorausgesetzt  dass  dasjenige  Ende  des 
physischen  Pendels,  welches  zum  Anfangspunkt  genommen  wird, 
der  oberste  Punkt  des  Pendels  ist ;  wollte  man  den  untersten 
Punkt  dazu  nehmen,  so  mttssten  beide,  /  sowohl  als  or,  negativ 
gesetzt  werden. 

Es  ergeben  sich  hiernach,  wenn  bei  gegebenem  Werthe  von 
I  fttr  OS  der  Werth  x*  genügt ,  noch  drei  andere  gleichfalls  ge- 
nügende Werthe  für  x,  nämlich  t 


a  a 


•  0 
B 


a?"'  =  -  x\ 


Stellt  hiemeben  A  den  Schwerpunkt  des  ruhenden 
Pendels  dar  und  wird  BA  =?  .t',  CA  =  x\  DA  ^  x'" 
und  BA  SS  o;'^  gemacht;  so  ergiebt  sich: 


BD  ^  BA      AD     X  -  x"  =  x'  +      =  / 

X 


CE  =  CA  AE 


X"  -  x'" 


aa  ^     ,  , 

^  +  ^'  = 


WO  Bj  Cj  />,  B  die  vier  verschiedenen  Lagen  der  Drehr 
nngsaxe  bezeichnen,  fUr  welche  die  Schwiogungsdauer 
des  Pendels  gleich  ist. 

Für  die  Aufgabe:  »Die  Lange  des  mathematischen 

Pendels  für  irgend  eine  Schwingungsdauer  /  eines  ge- 
gebenen physischen  Pendels  aus  Beobachtungen  der-  [ 
jenigen  Vereetzungen  der  Drehungsaxe  des  physischen 
Pendels  m  bestimmen,  durch  welche  diese  Schwinguniisdauer 
nicht  geändert  wird«,  ergiebl  sich  hieraus  folgende  Autlösung  : 


E 
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Man  suche  eine  zweite  parallele  Axe  in  einer  durch 
die  gegebene  Axe  und  den  Schwerpunkt  des  Pendels 
gelegten  Ebene,  welche  auf  entgegengesetzter 
Seile  vom  Schwerpunkt  und  nicht  symmetrisch 
zu  demselben  Hegt ,  fttr  welche  die  Scfawingungsdauer 
gleich  Ist,  nHmltch  »  so  ist  die  gesuchte  LSnge  des 
mathematischen  Pendels  für  diese  Schwingungsdauer  t 
dem  Abstände  dieser  beiden  Axen  von  einander  gleich. 

Der  Lösunji  (lieser  allaemeinon  Aufgabe,  nüinlich  die  Pen- 
del lütige  für  irgend  eine  gegebene  Sehwingungsdauei*  zu  be- 
stimmen, ist  nun  noch  die  Liisung  der  besoiuieren  Aufgabe 
hinzuzufügen,  nämlich  ;  »diejenige  S  c  h  w  i  n  g  u  n  g  sd  ,i  u  e  r  /  zu 
bestimmen,  für  welche  die  Bestimmung  der  Pendeilange  aui  die 
angegebene  Weise  die  grösste  Genauigkeit  geslciltet«. 

Bei  obiger  aUgemeinen  Aufgabe  war  uUmlich  der  Abstand 
der  ersten  Axe  vom  Schwerpunkt  des  Pendels  nicht  bestimmt, 
und  war  als  beliebig  anzusehen ,  so  lange  als  die  Schwingungs- 
dauer  t  unbestimmt  blieb;  wird  nun  aber  durch  Losung  der 
besonderen  Aufgabe  und  dadurch  die  Lage  der  ersten 
Axe,  bestimmt,  und  wird  femer  durch  Losung  der  allge- 
meinen Aufgabe  auch  die  Lage  der  zweiten  Axe  gefunden, 
so  ist  durch  den  Abstand  beider  Axen  die  PendellOnge  voll- 
kommen bestimmt  und  kann  mit  grOsster  Geuauigkeit, 
wenn  nicht  durch  directe  Messung  dieses  Abständes,  durch 
Messung  einer  mit  diesem  Abstände  in  einem  genau  bekannten 
Verhttitniss  stehenden  LOnge,  gefunden  werden. 

Es  leuchtet  nun  aber  ein ,  dass  die  Pendellänge  l  auf  die 
angegebene  Weise  am  genauesten  dann  müsse  bestimmt  werden 
können,  wenn  ein  kleiner  Beobachtungsfehler  d  t  der  Schwing- 
ungsdauer t  des  physischen  Pendels  den  geringsten 
Ein  f  1  uss  auf  die  Bestimmung  von  /  hat. 

Ein  solcher  Beohachlunusfelder  dl  kann  aber  statt  Hnden 
erstens  bei  Beobachtung  der  Pendelschwingungen  um  die 
Axe  B  (wobei  das  zum  Anfangspunkt  genomtnene  Ende  O  der 
oberste  Punkt  des  in  Buhe  belin<ilichen  Pendels  ist'* .  und 
zweitens  bei  Beobachtung  der  PendelschwingungiMi  \m\  Hie 
Axe  1)  (wobei  das  zum  Anfangspunkt  iienoniTnone  Jinde  U  der 
unterste  Punkt  des  in  Huhe  belindlichen  IN  ndels  ist).  Für 
den  Fehler  dt  ist  der  Einfluss  auf  die  Bestimmung  von 
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l  SS  y  —  x"'  im  ersteren  Falle  =  ^^dt^  io  leUlereai  Falle 
'--TT**' 

Beachtet  man,  dass  in  beiden  Fallen  gleiche  Feiiler,  und  in 
jeriem  der  beiden  Fälle  positive  und  negative  Fehler  gleich 
wahrscheinlirh  sind:  so  ergiebl  sich,  dass  der  Hin fluss  dieser 
Fehler  auf  die  Bestimmung  der  Pendellange  i  der  Wahr- 
scheinlichkeit nach  am  geringsten  sei,  wenn  die  Summe 

iA  H-  (-^j  ^'^^  Minimum  ist. 

^f^f  X  ^  jf  (wo  x'  positiv  sein  soll  und  folglich  auch  i) 
haben  wir  nun  folgende  Gleichung: 

'-'^  +  -=;^«. 

Würaus  durch  Dillei eiiliation  erhalten  wird: 

dx'  ^  ig_ .        x'x'  ^ 


dt       nn      x'x'  —  aa 

Far  X  =  af^  SB  —      [wo  wenn  a:'  wiederum  positiv  sein  soll, 

1  Dei^aiiv  zu  setzen ,  oder  —  /  für  -h  ^  su  schreiben  ist)  wird 
ebenso  folgende  Gleichung  erhalten : 

woraus  sich  durch  Differentiation  ergiebt : 

dxT'^ 


dt  nn       xf"x"'  -  aa* 


oder,  weil  x"'  m  ist, 


dx"'  _  ^  ig  ^ 


dt  7t  7t  '        —  aax' x' 

Suhslituirt  man  nun  in  obiger  Gleichung 

6., 


da/  da?'" 

die  soeben  für      und        gefundenen  Werthe^  so  erhalt  man 

Minimum 


4<ri^//  \^  ^  /  _   y_  V\ 

71*   {[x'x'  -  aa]        \a*  -  aax'x']  ) 
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oder,  weil  —  ein  cooslaiiter  Fdotor  und  —  =  /  «  x'  -.-  — , 


*  y)  =  Minimum. 

Setzt  Diao  — -  SB  ;8 ,  90  erhält  mau 

,     Ii  ,     =  Minimum 
und  hieraus  die  Gleichung : 

Diese  Gleichung  hat  zwei  reelle  Wurzeln,  närolicb : 

z  «  6,97984  und  5  = 
und  zwei  imagintfre  Wurzeln,  nämlich : 


a  «  -  0,561555  ±  0,8334ü  .  V  -  1  . 

Da  js  »       war,  so  ergeben  sich  vier  reelle  Werthe  für  , 

DUlulicii : 

«  +  2,64194 

e 

f  »  +  0,37851 
^«  -  0,3785 < 


folglich 
und 


ir^  ^  2,64194 

/  =  fic'  -  ar"'  «  ,t"  -  x''  =  3,02045  a  =  ^  U 


t  =  >t|/3,02045  " 


IT  ' 

d.  I.  diejenige  Schwiogungsdauer,  für  welche  die  Pendelldnge 
/  am  genauesten  bestimmbar  ist. 

Bei  einem  langen,  homogenen  und  genau  cylindrischen 
Stabe  kann  der  Werth  von  a,  welcher  von  der  Lange  und  dem 
Halbmesser  des  Stabes  abhängt,  als  bekannt  vorausgesetzt 
werden.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  ^  die  Dichtigkeit,  mit  r 
den  Halbmesser  und  mit  x  den  Abstand  eines  kreisscheiben- 
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förmigen  KleiiieiUs  von  der  SlaljtuiLit',  und  liozeichoel  man  iei  iier 
mit  a  den  W  inkel,  welchen  iri:end  ein  liadiu.s  r  der  Seheibe  mit 
ilirtiii  der  Schwingungsaxe  parallelen  Dun  Inncsscr  hildel;  so 
lassen  sich  für  jeden  Werth  von  «  alle  in  gleicher  Enlfer- 
Dung  von  jenem  Durchmesser,  nUmiich  in  der  Rnifernung 
/  sin  a.  Heilenden  Seheibenpunkte,  die  ziiSinmiKii  zwei  Sehnen 
des  Kreise >.  bilden  und  die  Lünj^e  =  4 /•  cos  «  hesilzen,  von  den 
übrirren  unlerseheiden.  Bezeichnet  x  die  Entfernung  des  Schei- 
bt'iuiurchmessers  von  den)  duniil  pandlelen,  durch  den  Schwer- 
punkt de.s  Stalles  ijehenden  Uui  <  Imiesser ;  so  ist  der  Absland 
rill«  r  jener  Sehneupunkle  von  diesem  letxlereu  Durchmesser 
«  \      -+-  #  *  sin  . 

Legt  man  jenen  l>eideQ  Setiiien  eiin  u  kl(  int  ii  (Jaerschnitl 
=  rcof?«  .  (l  (( (Ix  bei,  so  wird  der  ihnen  enls[)rechendcTheil  der 
''irüsse  m  n  n  ;iust;cdrUckt  durch  r*  cos  a*  .  'x*  +  r*  sin  er*)  d a  d  x, 
so  Q  die  Dichiii^keit  der  Sl<d)n)asse  bezeichoel;  der  dem  ganzen 
QuerschniU  entsprechende  Theü  ist 

=  i(fr*dx J  [x*  -t-  r*  sio  a*)  cos  et*  da ^ 

0 

and  der  dem  ganzen  Stabe  entspreobende  Werth  von 


maa  « 

2ä 


as  8^ r*  I dx  I  (flD*  H- r*  sin  «*)  cos  ä^da* 

i  i 


Xao  ist  J [ac*  h-  r*  sin  a*)  cos  da 

0 


2,1 

=  a;*y'cos  a*da  4-  y  f  *y' (sin  ?a)*(/,2a) 
^Iglicb 

Nun  ist  m  s  nqr*L^  folglich 

wo  I  die  gante  Stabiflnge  bezeichnet. 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass ,  anter  Voraussetzung  eines 
im  Verfattltniss  zu  setner  Dielte  r  sehr  langen ,  genau  cylindri- 
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sehen  uud  homogenen  Stabes  L  (wolni  der  kleine  Bruch  -r- 

ebenfalls  genau  bestimmbar  sei),  der  Werth  von  a  nahezu  mit 
gleicher  GeDauigkeii  wie  der  Werth  von  L  besliiDinbar  sein 
werde. 

Nun  isl  aber  oben  gefunden  worden,  dass  a  zur  Pendel- 
lange /  in  einem  genau  bestimmten  Verhältniss  stehe,  nttmlich : 

a  :  /  a  I  :  3,09045; 

also  iol^l  liieraus.  dass  auch  die  Slablange  L  (von  der  voraus- 
gesetzt werden  darf,  dass  sie  entweder  seihst  als  On;:inalmaass- 
Stab  i\  hont  uoiieben,  oder  mit  t  inem  .solchen  auf  da.s  Genaueste 
veriilii  heil  worden  sei)  niil  der  IVndellünge  /  in  einem  tienau 
bestiijimlen  Verhiiltniss  stehe,  nainlieh  nach  ohipej"  (ileicliuiiiz, 
wenn  darin  fUr  u  sein  Werth  aus  folgender  Gleichung  gesetzt 
wird : 

Mit  /  ist  aber  die  der  Schwingungdauer  / ,  nach  der  Gleichung 
^tt  ^  ly  entsprechende  Pendellange  beseichnet  worden,  wo 

wie  oben  gezeij^i  woi  den  ist,  aus  Schwingun^sl>eobachtungon 
des  Stabes  L  sehr  genau  gefunden  werden  kann. 

Ist  also  /  aus  den  mit  dem  Stabe  L,  dessen  Lünge  genau 
gegeben  und  bekannt  ist,  uemaehten,  oben  beschriebenen 
Schwingungsbeobachliingen  besiimmt  worden,  und  kann  femer 
a  aus  L  (unter  üni/.ufUiiunü;  einer  kleinen  von  r  al»iiangigeii 
(jorreclion)  sehr  genau  bestimmt  werden,  nämlich  ans  der  Glei- 
chung aa  B     Xr*     y  r' ,  und  ist  endlich  l  =  3,02045  .  er 

gegeben ;  so  ist  der  Zweck  der  Pendelmessung  vollkommen  er- 
reicht, ohne  dass  es  dasu  einer  direeten  Messung  von  / ,  d.  I.  der 
Entfernungen  der  an  L  angebrachten  Schwingungsaxcn  von 
oT*  oder  von  bedürfte,  welche  wie  Besse l  gezeigt  hat, 
keiner  genauen  Bestimmung  Uberhaupt  fähig  Ist. 

Die  an  dem  Stabe  L  anzubringenden  vier  Scbwingungsaxen 
x'j  x'\  x"  und  sollen  hiernach  nur  noch  dazu  dienen .  die 
Schwingungsdauer  /  zu  bestimnjen  Es  isl  aber  dahei  zu  be- 
merken, dass  zwei  von  diesen  Schw  iniiungsaxen,  nämlich  x  und 
er"',  an  einem  homogenen  cn  iiiHlt  ischen  Stabe  wie  hierange- 
nunnncn  worden  ist,  gar  nicht  angebracht  werden  können.  Die 
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mit  x'  uuii  x*'  l>ezeicbDeten  Entfernunj^en  dieser  beiden  Axen 
vom  Schwerpunkte,  d.  i.  von  der  Mitte  des  Stabes  sind  näm- 
lick  bestimmt  worden : 

af  ^  ^  2,64194  .  o 
•  (b""     -  S,6449i  .  a 

das  ist»  wenn  ~£  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  oabeBU 

af  0,7637  .  l 
oT^  ^  0,76«7  .  L 

(las  heisst  diese  beiden  Axen  liegen  in  iK  u  Verlängerungen  des 
SUibes  nach  Ijeiden  Seilen  um  im  ln-  ;i!.s  um  den  vierten  Tbeil 
der  ganzen  Slnhlaiitie  von  den  St;d»(4idtMi  eiiifernt. 

Da  soli'he  Axen,  ohne  feste  V'erJ)indiin}j;  mit  nicht  existi- 
ren  können^  so  bleiben  nur  die  A\en  und  x'"  übrig,  die  sich 
wirklich  darstellen  lassen  und  deren  jede  /u  Beobachtungen  der 
Schwingungsdjiuor  f  benutzt  werden  kann. 

Es  iiehl  titH  cius  al>o  hervor,  dass.  wenn  ein  h  (»  ni  o  (mi  e  r 
cvlind  rischer  Sta  b  zum  Pendel  benutzt  werden  soll  darum, 
weil  durch  seine  Lange  und  Dicke  eine  genaue  Kenntniss 
von  der  Grosse  a  gewonnen  würde:  andererseits  mit  dieser 
Benutzung  der  Nnehlheil  verl)unden  zu  s»  in  seheint,  dass  die 
Bohnenberiier  sehe  Melhoiie  (mit  Einschluss  der  oben  angegebenen 
Lagenbestimmung  der  vier  Seh  winunngsaxen)  illusoriseh  w  erden 
würde,  insofern  niimlich  zwei  von  jenen  vier  Axen  an  einem  sol- 
chen Stahe  tzar  niehl  ?»nij;el>raeli(  werden  konnten  (sie  würden 
naiiilieh  nach  obiger  Lagenbestimmung  über  die  Grenzen  des 
Stabes  hinaus  liegen),  und  die  beiden  anderen  alleiD  zur  Be- 
stimmung der  Pendellange  nicht  geeignet  waren. 

Da  nun  aber,  wie  gezeigt  worden  ist .  die  gesuchte  Pendel- 
länge rbei  einem  homogenen  cylindrischen  Stabe,  unabhängig 
von  Axen  und  Schwingungsbeobachlungen,  aus  der  Stablange 
ond  Dicke  sehr  genau  bestimmt  werden  kann  ;  so  sind  Scbwing- 
ungsbeobachtungen  nur  zur  BeBlimmung  der  Schwingungsdauer 
^erforderlich,  wozu  jede  von  den  angegebenen  vier  Axen  dienen 
kann,  und  es  ist  dabei  gleichgültig,  ob  eine  gleiche  Zahl  von 
Schwingungsbeobachlungen  mit  gleicher  Genauigkeit  alle  an 
eiDer  Axe  oder  an  mehreren  Axen  verlheilt  ausgeführt  werden. 
Es  bedarf  also  dazu  der  Axen  x'  und  a;"  gar  nicht  und  es  ge- 
nttgen  dazu  vollkonimen  die  beiden  Axen  gf  und  oif"* 
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Es  bleibt  noch  tlbrig,  an  eiDem  solchen  homogenen  und 
cylindnscheii  Slabe  die  beiden  Axen     und      so  anzubringen, 
dass  dadurch  der  Genauigkeit  der  Bestimmung  der  GrUsse  a 
'aus  Stablange  und  Dicke)  kein  Eintrag  geschieht.  Es  soll  vor- 
ausgesetzt werden,  dass  die  Axe  von  der  Kante  eines  gebarleten, 
feingeschliffenen  und  polirten  Stahlprismas  gebildet  wird.  Soll 
der  Stab  an  der  Stelle  der  Axe  nicht  quer  durchbohrt  werdeo, 
um  das  Prisma  durch  den  Stab  hindurcbzufUhren;  so  kann  das 
Prisma  mit  zwei  Stahlspitzen  vertauscht  werden,  welche  sym- 
metrisch zu  beiden  Seiten  des  Stabes  so  befesligt  werden,  dass 
eine  dure!»  die  beiden  Spitzen  gezogene  Gerade  genau  die  Ste//e 
der  Axe  einninrnil.   Unter  der  abwärts  geltehrten  Prismenkante 
oder  imter  den  beiden  Slahls|Mlzen  werden  zu  i)eiden  Seifen 
des  Stühes  auf  festem  Fundymeule  polirlc  Stahl-  oder  Aehal- 
plaiieii  befestigt,  deren  Oberflctcben  genau  m  derselben  liorizun- 
talebene  liegen  müssen. 

Bei  Stiiben  von  grosserem  Gowiehte  verdient  das  I*risr/i.t 
als  Axe  den  Vorzug,  und  wenn  dieses  Prisma  quer  durch  den 
Stab  hindurehgeführl  werden  sull ,  wozu  der  Slah  durehbohrf 
werden  muss,  so  steht  es  frei,  entwi'd(;r  das  Prisma  mit  dem 
Stabe  fest  zu  verbinden  und  nut  den  ausseriialh  des  Stabes 
liegenden  beiden  Enden  seiner  nach  unten  iiekehrien  Kante  auf 
die  von  polirtem  Stahle  oder  von  Achutpialten  iiehildete  Wsie 
horizontale  Unterlage  zu  stellen,  oder  es  steht  frei,  die  eylin- 
drisclie  Durchbohrung  des  Slahs  (zumal  wenn  der  Stab  selbst 
aus  feinem  tiezogenem  Stahle  besteht  fein  auszupoliren,  sodann 
das  Staliljuisma  frei  dureh  diese  Durchbohrung  durchzuführen, 
seine  zur  Axe  bestimmte  Kante  nach  oben  zu  kehren  und  hori- 
zontal gerichtet  \\\\  seinen  Enden  ausserhalb  des  Stabes  zu  befesti- 
gen, was  den  Vorzug  hat,  dass  dadurch  am  Stahe  seihst  am 
wenigsten  iieanderL  wird  und  der  Gennuitrkcit  der  liest inmiunfr 
der  Grösse  n   n;»mlirh  aus  (Jer  Länge  und  Dicke  des  Stahes)  kein 
merklicher  hintra^  iicsehieht.    Nur  muss  erstens  mit  urössler 
Genauigkeit  die  Hori  z  o  n  t  a  1  i  t  ä  t  der  cylindrischen  Durch- 
bohrung, hei  senkrechter  Stellung  des  Stabes,  hergestellt  wer- 
den, zweitens  im  lall  von  zwei  Durchbohrungen,  nämlich  für 
die  Axen       und  cc",  muss  genauer  Parallelisnms  derselben 
hergestellt  werden,  und  drittens  muss  die  Cyiinderoberflüche 
der  Durchbohrung  so  zu  liegen  kommen  ,  dass  sie  die  Axe  x 
oder  x"  eotballe,  indem  diese  Axe  mit  derjenigen  auf  der  Cylio- 
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dwHädte  mit  der  Cylmderaxe  parallel  gezogenen  Linie  lusam- 
menfiilll,  welche  von  dem  Schwerpunlit  dea  Stabes  am  entfem- 
lesten  ist. 

Es  wird  hierdurch  am  Stabe  aonst  gar  nichts  gelindert,  als 
durch  Wegnahme  des  Stahls  aus  dem  Baume  der  l)eiden  Durch- 
bohrungen, an  den  Axen  und  si^*.  Ein  kielner  Planspiegel 
mit  einem  in  die  Durchbohrung  passenden  Holszapfen,  welcher 
das  Gewicht  des  die  Durchbohrung  fallenden  Stahls  besasse, 
würde  sidi  leicht  herstellen  lassen ,  und  dazu  dienen  können, 
bei  den  Schwingungsbeobaehtungen  iilleinal  in  die  offen  blei- 
bende Durchbohrung  gesteckt  zu  werden ,  wodurch  das  durch 
die  Durchbohrung  verMndertP  Trilgheiismouient  des  schwingen- 
den Stabes  wieder  hergcslelil  uini  /ii}ileich  die  Beobachliing 
der  Schwingungen  im  Spiegelbilde  einer  entfernten  Skala  er- 
möglicht werden  würde. 

Was  die  Herstellung  eines  cyliiidrischen  Stabs^  wie  hiexu 
erfordert  wird,  betrifll,  so  kann  dieselbe  in  grössler  Vollkom- 
menheit nach  bekannter  Methode  bewirkstelligt  werden,  indem 
nämlich,  während  der  Stab  um  seine  Längenaxe  gedreht  wird, 
ein  Stück  desselben  von  einer  aus  zwei  mit  hall)cylindrischen 
Vertiefungen  gebildeten  Kapsel  umsclilt^ssen  wird,  welche,  nach- 
dem feiner  SchinirL'el  zwischen  die  halbcylindrisLhen  Kapsel- 
wMnde  und  die  S[,iiM>lii>rflJiche  j^ehracht  worden  ist,  an  dem  sich 
üreheiideo  Stabe  schueU  hin  und  her  geschoben  wird. 


f: 
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Carl  Kenmann,  (Jeher  die  von  (,.  iUmtor  und  P.  du  Huts- 
Hcijmund  Uber  trigonuntelrist/u'  lieihcn  mifffcslelllfn  Sülze ,  etc.  "  ] 
Küi'lseUunj^  uiul  Bericliligung  iWh  in  diesen  IkM-ichleu  piii>li' 
cii'ltiu  gleichnuiiiigeD  Aufs«tlzes  voiu  Jahro  188i}  S.  1 — 25. 

Ueber  trigonometriseke  BeiheB. 

Wir  bexeicbnen  die  Puncle  einer  gegebenen  Kreisperiphei^te 
vom  Radius  ü,  was  ihre  Polarcoordinaten  betrifft,  mit  (Ä,  g>)^ 
und  rechnen  das  Asimuth  q>  von  0  bis  trc.  Es  sei  nun  f{q>]  eine 
beliebig  gegebene  Punotton,  welehe  längs  jener  Peripherie  ttber- 
all  sittig  ifity  und  es  sei  (durch  irgend  welehe  Mittel,  vielleicht 
aueh  durch  Zufall)  gelungen,  diese  Punction  f{ip)  durch  eine  nach 
den  Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  von  ^  fortschreitenden 
Reihe  xu  entwickeln : 

{\ ,}        f{qf)  a     -f.  2 ^  (a„  eosn^     pf«  sinn^). 

r.cnauer  ciusgedrUckt:  Es  sei  gelungen^  die  Cmstanten  a,  der 
Art  ZK  he  stimmen,  dass  die  tormel  (4.)  coftt^enyeni  wul  gültig  ist 
für  jedweden  Puncl  der  Kreisperipherie. 

Verslebt  mau  nun  unter  (r,  fp)  die  Poiarcoordinaten  irgend 
eines  Punctes  innerhalb  der  Kreisperipherie,  mithin  unter  r  eine 
Grosse,  die  ^  H  ist,  und  bildet  man  die  auxiliare  Punction : 

(i.)  Flr,      =  cf,     2  ^(^)"  (««  cosny  ^-  ^  sin  ntp), 

HO  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dnss  diese  zur  Definition  von 
Fiff  tp)  verwendete  Reihe  (2.)  convergenl  ist.  Denn  nach  einem  von 
Canior  bewiesenem  Satz  (Creile's  Journal ,  Bd.  72,  S.  135)  fol^i 
aus  der  vorausgesetzten  Convergenz  der  früheren  Reihe  (4)  mit 
Nothwendigkeit,  dass  slimmtliohe  konstante  a,  (i  swischen  end- 
lichen Schranken  liegen. 

*]  GegtMiwtirllger  Aiilsiitz  >Aur<te  vorgelegt  und  cum  Druck  übergeben 
in  der  (Sitzung  »ui  &.  Mürz  1883. 
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Der  eben  genannte  Cantor'aßhe  Satz  ist  aber,  worauf  ich 
TOD  Du  Bws^Reymond  aufmerksam  gemachl  wurde,  bei  dieser 
Schiussfolgentng  oicbt  zu  entbehren.  Demgemäss  ist,  was  den 
§  3  meines  früheren  Aufsaiies  von  4884  betriffli  folgende  Notii 
erforderlich  : 

Aus  der  Formel  (4.)  ergiebt  sich  mittelst  des  dtirten  Cantor^ 
uheii  Satzes,  äass  die  Constanten  a,  ß  durchweg  endlich  biet- 
ben.  Hieraus  folgt  dann  weiter  die  Convergenz  der  Beihe 
i.),  und  ebenso  auch  die  Correctheit  der  in  jenem  Aufsatz  auf 
S.  47  ausgeführten  Integration.  Dabei  sei  bemerkt,  dass  die 
dortigen  Formeln  (4  •)  und  (S.)  dieselben  sind,  welche  hier  mit 
dieaen  Nummern  beteiehnei  werden. 

Ich  benutxe  diese  Gelegenheit ,  um  den  genannten,  nur  auf 
die  Functionen  Sinus  und  Gosinua  sich  beiiehenden  Cantor- 
sehen  Satz  einer  gewissen  Verallgemeinerung  zu  unterwerfen, 
indem  ich  an  Stelle  jener  trigonometrischen  Functionen  eine 
Mie%  gegebene  periedistAe  Function  f[x)  eintreten  lassen  von 
welcher  jiMloch  vorausgesetzt  sein  soll,  dass  sie  UeUg  ist. 

Ueber  eiae  gewisse  Erweitemng  deg  Cantor'scheB 
8ats68  (CreUe^s  ionnnl,  Bd.  72,  &  lU).*) 

Es  sei  f{x)  eine  beliebig  gegebene  periodische  und  stetige 
Function,  und  L  die  Lünge  ihrer  Periode.  FUr  x  A  sei  B  der 
Werth  der  Function : 

«1  f{Ä)^B, 

Auch  sei  das  A  in  solcher  Weise  ausgewählt)  dass  B  ton  0  ver^ 
schieden  ist.  Alsdann  ist : 

f(A)  =  f{A+L)  =  f{A   ^B, 

oder,  ialls  man  A  s  SL  setzt : 

(la)  f(SL)  =  rt(S+  4)1)  -  f{{S'%'%]L)  Ä, 

und  ebenso  auch : 

iU)  f[SL)  =  f{{S-i)L)  =  2)1)  = 

*)  Jener  Satz  bulet :  Wenn  für  jeden  Werth  von  x  zwischra  gegebenen 
ürenzon  'a<C  v<ib)  die  Formel  statlfindft:  Um  {a„s\nnx+b^C0SHX)  ms  9, 
^  folgt  hieraus,  dass  lim  a„  »  0,  und  ebenso  auch  lim  6^  —  0  ist. 
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Die  hier  auftretenden  Constanten: 


(3.)    ....  (S-¥\),   


mögen  hinfort  knrsweg  als  die  Reihe  (3.)  bezeichnet  werden. 
Wir  wollen  nnn  die  Function  f(x) »  und  ebenso  auch  die  Gon- 
stanten  L,  S  als  gegd>en  betrachten ,  und  uns  folgende 

Aufgabe  vorlegen : 

Aufteile*  —  Bs  ieiefi  /tf, jfif,.  .../!/„,....  in  inf. 
beliebig  ycyebene  Constanten,  Und  msbesondere  sei  bekannt^  dass 
für  jedweden  Wer^  dei*  Variablen  x  die  Formel  staUfindet: 


Auf  (imnd  diesei*  Formel  soUen  die  Eigensdiaften  jener  Consianten 
ft »  /^i  •  A  >  •  •  •  /^« »  •  •  •  *»ÄÄer  untersucht  werden. 

Du  die  Pormel  (i.)  stattfinden  soll  Ulr  jedn&edes  sc^  so  wird 
sie  ft.  B.  auch  stattfinden  fttr    «  0.  Man  erbttlt  also : 


Doch  ist  <I(M'  Uebei'gang  von  [a.)  zu  (%.)  offenbar  nur  dann  er- 
laubt, wenn  das  fid'  rm  0  verschieden  ist.  Ks  scheint  somit 
fraglich,  ob  die  Formel  (v,)  auch  dann  noch  gültig  bleibt,  wenn 
f(0)  B  0  ist . 

Die  Methode,  welche  man,  falls  f{x)  eine  der  Functionen 
sin(a;)  oder  008(a;)  vorstellt,  zur  Beantwortung  dieser  Frage  ein- 
zuschlagen hat,  verdankt  man  Herrn  Cnntor,  So  complicirt 
diese  Metbode  in  Anbetracht  der  einfachen  Dinge,  um  welche  es 
sich  handelt,  auch  erscheinen  mag,  so  sind  doch  alle  Versuche, 
diese  Methode  durch  eine  bequemere  und  schnellere  zu  ersetzen, 
bisher  vei^eblich  geblieben.  Ich  werde  nun  im  Folgenden  zei- 
gen, dass  diese  Cuntorsche  Methode  nicht  nur  auf  sin(.x')  und 
cos(2c),  sondern  miitclst  einiger  sich  leicht  ergebenden  Modifi- 
cationetf  auch  auf  die  hier  betrachtete  Function  f[x)  anwend- 
bar ist. 

Dabei  werde  ich  Gebrauch  machen  von  zwei  ganz  witlkOrlick 
zu  fixirenden  Gonstanten  und  j^,  von  denen  Indessen  die 
erstere  |iosiUv  und  >-  0  sein  soll.  Zur  Absolvirung  der  augen- 
blicklich vorliegenden  Aufgabe  (4.),  würde  es  bequem  sein, 
diese  Constanten     und     etwa  beide  =  4  zu  machen.  Trotz- 


ig.) 


lim 


ß^f(nx]  =  0. 
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dem  werde  ieh  dies  nkkt  tliUD,  sondern  die  Pixirung  der  Gon- 
stanlen  und  Jq  absiohtlioh  in  suspenso  lassen,  um  in  solcher 
Weise  meinen  Betracblongen  eine  Form  zu  verleihen,  in  wel- 
cher sie  iiiclit  nur  für  die  augenblickliche  Aufgabe,  sondern 
gleichzeitig  ;uich  für  die  Lulersuchunjjen  des  nächstfolgenden  §. 
geeignet  sein  vvcidon. 

Um  unseren  Vorste!!unj;en  und  Bctrachtnncen  eine  gewisse 
Festigkeit  zu  j^t  li,  kunnen  wir  uns  im  yanzen  gffjmwärtigen 
§.  fUr     und    folgende  Werthe  festgeseizl  denken  : 

A.  -+3454,  . 

^  *  7o  =  +  oder      -  8733| . 

Während  nUmliob  A«,  wie  schon  gesagt,' po5i^t«  und  0  sein 
soUf  ist  die  Fixirung  von    einer  derartigen  BeiMshi^nkuDg  nichi 

unterworfen 

£s  s(  i  f  ein  ad  lU>Üum  gewüldler  Kletnhoitsgrad*  Mit 
Bemg  auf  dieses  e  wollen  wir  s^mmlliche  Gonstanten 

in  zwei  Kategorien  versetzen ,  in  die  der  höheren  und  die  der 
Ueferm  ß's^  indem  wir  jedwedes  (i  zur  ersten  oder  sweiteo 
Kategorie  zählen,  je  nachdem  sein  absoluter  Betrag  ]>S)'ader 
aber  <  <  ist.  Dabei  sind  verschiedene  UOglicbkeiten  vorhan- 
den. Denn  es  wird  der  die  Reibe  (6.)  von  Links  iiaeb  Itoehts 
Durchwandernde  Mtweder  auf  $ar  ftein  höheru  flf  sondern  stets 
our  auf  tiefere  ß*s  stossen ,  wie  Weit  er  auch  nach  Reebts  forl^ 
schreiten  mag.  Oder,  er  wird  nur  eine  Zeil  lang  auf  htlhere 
stossen ,  s.  B.  nur  bis  w  seiner  Ankunft  in  ß„ ;  sodann  aber 
bei  Durchlaufung  der  folgenden  Glieder  ß^^,  i  ß^ti  *  -  *  • 
bloss  noch  tieferen  ß^s  begegnen,  wie  weit  ersieh  auch  nach  Rechts 
fortbewegen  mag.  Oder  endlich^  er  wird  auf  eine  unerschöpfiidte 
Menge  von  höheren  ß^s  stossen,  der  Art,  dass  die  Begegnung  mit 
bbheren  ß*s  niemais  aufh4(rt,  wie  weit  er  aueh  nach  Rechts  bin 
sich  fortbewegen  mag.  Diese  drei  FttUe  lassen  sieh  94»  Charakter- 
isireo: 

lirsicr  Fall  :  Es  exisliren  gar  keine  höheren  {i'i>  ',  so 
dass  also  die  ganze  Reihe 

^  A»  Ai  A»  A>  •  •  ♦  •  *** 

lediglich  aus  tieferen  ß^9  besteht. 
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iwmter  Fall:  Die  höherm  ß*n  bilden  io  der  Anord- 
nimgy  wie  sie  in  der  Reihe  (6.)  von  Unks  naeh  Rechts 
aufeinattderiblgeD,  eine  endlüÄe  Reihe : 

(7.b)    wo  ^1  <  7,  <;^,  <;  . . .  <^  G  ist,  UDd  G  eine  bestimmte 
endliche  Zahl  vorstellt.  Alsdann  wird  also  die  auf  ßf; 

folgende  Reihe: 

ßG-t-t »  fto^t  minf, 

lediglich  aus  tief  eren  /?'s4i»estehen. 

Dritter  Fall:  Die  hfiheren  ß^a  htlilru  ,  wie  sie  in  der 
Reihe  (6.)  von  F.inks  mch  Hechts  aufeinander  folgen,  eine 
sich  in$  UnenäUche  erstreckende  Reihe : 

^^'"^^  '  ßg,^  ßg^y  ßg^^  m tn/feitftim, 

wo  alsdann  9i  <C  9t*^  9i  -  -  •  •  positive  ganze  Zahlen 
vorstellen,  die  ins  Unendliche  wachsen. 

Dies  sind  ofTenbar  die  einzig  mdgiichen  Fälle.  Ist  man  also 
z.B.  nachzuweisen  im  Stande,  dass  der  dritte¥ä\\  nicht  eintreten 
kann,  so  moss  nothwendiger  Weise  der  ersle  oder  snveite  Fall 
vorhanden  sein.  Einen  solchen  Nachweis  werden  wir  nun  in 
der  That  fuhren,  und  zwar  mittelst  eines  apagogischen  Ver- 
ÜBthrens ,  indem  wir  zeigen,  dass  die  Annahme  des  dritten  Falles 
cu  nhsiirden  Resultaten  hinleitet,  dass  mithin  dieser  dritte  Fall 
unmüglioh  ist.  Dieser  Disposition  entsprsehend  Ist  unser  Ver- 
fahren folgendes: 

Wir  nehmen  an,  der  dritte  Fall  sei  vorhanden,  d.  h.  die 
Reihe  der  höheren  ß^s ; 

(8.)    ßg^f  ßg^y  ßg^,  erstrecke  sich  m  infinäum, 

Die^, ,  Sfi  9ii  '  •  '  •  repräsentiren  alsdann  eine  Reihe  ganzer 
Zahlen  y  von  denen  jede  kleiner  ist  als  die  nttchstfolgende,  und 
swar  eine  Reihe,  die  sich  ebenfietlls  m  inftnUum  erstreckt.  Unter 
diesen  gansen  Zahlen  <7t>  tfi»  *  •  *  •  Fortgänge 
von  Links  nach  Rechts,  h^  die  erste,  welche  ^  Sft«  Ist,  sodann 
sei  bei  weiterem  Fortgang  h^  die  erste,  welche  ^  8*A,  ist,  so- 
dann sei  weiter  die  erste,  welche  ^  %*h^  ist.  U.  s.  w.  Da- 
bei soll  h^  die  In  (5.)  besprochene  Gonstante  vorstellen.  Wir 
haben  alsdann  die  Formeln : 
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;9.)       Ä,  ^         A,  ä  8«  A, ,    A,  >  8»A„  6lc.  elc. 

Hieraus  foigl  sofort : 

^0  ^1  Aj 

(lO.j 


ik,  ~   8  '     A,       8»  '     A,       8»  »  ^^'^■^ 


WO  sümmllichc  ^  positive  ächte  Brüche  \o\s\v\\oi].    Denn  nach 
5.)  ist       positiv;  und  Gleiches  gilt  daher  aiicii  von      .  //^, 
Ä,,  ...   Aus  den  Formeln  (10.)  folijt  nun  weiter  durch  Mul- 
tipMcHtion : 


elc.  etc. 


j    \        8   '  h,        8.8«  » 

Wi        8"*"    A„^.,  ^  8'»+'.8«-^='  '    A«+,  ~"    8«-^«  8''+',8"-^« 

Ferner  folgt  aus  (44.) : 

'  *;  ^  *.  ^  Ä.  ^  —  -  A. (t    -M«    ii:8«:8^  -i-  •  j. 

Niicbdcm  in  solcher  Woi.so,  in  Anlehnung  «n  das  gewählte  f, 
die  Q^1  Q^j  f/z,  '  ■  ■  und  //,,  //^ ,  .  ...  und  ebenso  auch 
die  's  in  völlig  beslininiler  Weise  definirt  sind,  wollen  wir 
nun  an  (iie  //,,  /i,,  A,,  .  .  .  eine  neue  Conslantenreihe  /, ,  j^, 
/, ,  .  .  .  sich  anlehnen  lassen.  Während  aher  ,  fj^^  g^^  .  .  . 
und  //,,  //,,  Äj,  .  .  .  lauter  positive  ganze  Zahlen  sind,  sollen 
i\ '  Jt'  /a  ?  •  •  •  (lit'^^'D  Charakter  nicht  mehr  besitzen,  vielmehr 
der  CoostaDlen reihe  (3.) : 

(43.)   (5-2),  S,  (S+Ä),  

afigehl>reo.  Und  zwar  sei,  beim  ForigaDgo  von  Links  nach 
Reobis»  i,  die  erste  dieser  Constanten  (43.)»  welche  ist; 

sodann  sei  l>ei  weiterem  l  or  i^aiige  die  erste  dieser  Constiinlen, 
weiche       ^  ist.  Sodann  sei  weiter    die  erste  jener  Con- 

stanlen,  welche  >)^^  ist.  ü.  s.  w.  Dabei  soll  dasji«  die  früher 

besprochene  Bedeutung  (5.)  besitsen.  Alsdann  ergiebt  steh 
X.  B.y  wasji  betrifft,  die  Formel: 

i/i-4)  <i; 
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llieraus  (olgl : 

oder,  iails  man  mil  (—1)  muiliplicirt: 
oder,  was  dasselbe  ist : 

7,  ~Jo  II'  =  ^« » 

wo  0,  einen  posilivt-n  aolilen  Bruch  bezeichnet.  Dividirl  man  die 
letzte  Formel  liiireh  /i, ,  so  erhalt  man  die  erste  Gleichung  des 
folgeodeii  Systems : 

■(«  _  tü  -s  ?2 
A,  ' 

elc.  etc., 

7w    Ju  —  t  _ 

*H—  I  * 

etc.  etc., 

dessen  übrige  (iJeichungen  sich  in  Hnalo^^er  Weise  ergeben. 
Dabei  sind  saniiulliche  ^  positive  ächte  Bruche.  Aus  ^14.)  folgt 
durch  Addition : 

Die  Reihe  rechts  convergirt  für  n  =  00  gegen  eine  hesiimmU 
feste  Grwssef  wie  solches  aus  (4S.)  ersichtlich  ist.  Demgemttss 

gilt  Gleiches  auch  von  dem  links  stehenden  Quotienten  Be- 

zeichnet  naan  aber  die  feste  Grenzf,  _:(  u(;n  weiche  dieser  Quo- 
tient bei  wachsendem  n  convergirt,  mit  ; 

(16.)  i2=lim«^^  ^, 

00  ergiebi  sieh  aus  (15.) : 

iNunmchr  fol^t  aus  (45. 1,  (17.)  durch  Subtraction,  und  falls  man 
zugleich  mit  h^^  uiulliplicirl: 
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oder,  mil  Rttcksichl  auf  (41.). 

*'n-«  ^«iTl  sH^a  {^»-»-s-  +  •   •  •  m  wy. 
l>ad  hieraus  endlieh  {oia^l  sofort : 
148.)  lim^^  (hn^-Jn)  =  0. 

Nacbdem  in  soteher  Weise  in  Anlehnung  an  das  gewflhlle  c 
die  Gonstanten  j,  £2,  wie  auch  die       B  in  ganz  be- 

stimmter Weise  gebildet,  und  einige  Eigenschaften  dieser  Con- 
stanten durch  Formeln  ausgedrückt  sind,  kehren  wir  zurück  zu 
den  ursprUnglicli  gegebenen  Constanten  (i.  Diese sind  nach 
'^4j  v  on  solcher  Beschalleaheit ,  dass  iür  jeäweiles  x  die  Fonnei 
stattfindet : 

(49.)  iim^^ßJinx)  «0. 

Es  wird  aiso  x.  B.  diese  Formel  auch  dann  slaitfinden,  wenn 
man  x  ^  SIL  setzt;  so  dass  man  also  erhält: 

(20.)  A«  ß ^)  =  0. 

Nun  idnnen  wir  s.  B.  das  ft  in  der  Art  unendlich  werden  lassen, 
dass  wir  dasselbe  successive  —  ^  i  ?  i  >  ....  macheo  \ 
denn  die  ,  h^^  ,  ...  sind  ins  Unendliche  aufsteigende  posi- 
tive ganze  Zahlen,  wie  solebes  aus  ihrer  Definition  sich  ergicbt. 
Somit  erhalten  wir : 

oder,  was  identisch  dasselbe  ist : 

(21 .)  lim^.^  ß^^  f  j„  L  +  [h^  ß        L)  =  0. 

Beseiobnet  man  nun  für  den  Augenblick  jede  von  n  abhängende 
Grösse,  die  i>ei  unendlich  waciisendem  n  gegen  0  coDvergirt, 
mit  ^  resp.  mit       Xi»>  •  -  •  «  so  ist  nach  (48.): 

und  folglich  nach  (24 .) : 

Die;,,  gehören  sämmtlich  inr  Reihe  (3.j,  unterscheiden  sich 


Digitized  by  Google 


26 


Cabl  Nelmann, 


also  von  der  gegebenen  GonsUnte  S  nur  durch  ^ttMe  Zabten. 
Bemgemäss  ist  also  z.  B. : 

j„L  =  {S-*.J„)L  =  SLA-JnL, 

wo  J„  eine  ganze  Zahl  vorstellt.  Substiiuirt  man  aber  Hiosen 
Werth  von/,,  L  in  22. ),  und  beachtet,  dass  die  Conslante  L  die 
Periodeniänge  der  Function  /'(ar)  bezeichnet ,  dass  mithin  für  jed- 
wedes   die  Formel  slatlfindei:  f{x-^J^L)  ^f\x)^so  erhält  man; 

Nun  ist  aber  nach  (2.äj 

wo  B  eine  von  0  verschiedene  Cionstante  vorstellt.  Auch  Ist  f{x:i 
nach  unserer  Voraussetsung  eine  stetige  Function,  mitbin : 

l\S  L  +  i:„  /.)  =  f?  ^  xn- 
Dies  in  (23.)  substiiuirt,  ergiebt  sich: 
(8*0  ßhni^-^Xn)  *Pn. 

wo  und  Xn  ^•»'<>«sen  vorstellen,  <Jir  nut  unendlich  wachsen- 
dem 71  ctegen  0  converjiircii ,  wHhrend  Ji  eine  feste  und  von  0 
verschieilcnc  (ions(;intc  bezeichnet.  Demgemass  folfii  aus  der 
Formel  (24.)  solorl,  dass  tlic  Grosse  fif,^  bei  unendlich  wachsen- 
dem n  eficnfalls  gegen  0  convergirl;  sodass  man  also  die  For- 
mel erhalt: 

Diese  Formel  (25.)  sagt  aus,  dass  die  [i/,^ ,  ftf,^,  (i/,^,  .  .  ,  bei 

weiterem  Fortgange,  sich  in  infinitum  der  0  nähern,  und  dass  es 
also  z.  B.  unter  diesen  auch  solche  f^eben  rou8S,die  ihrem  ab- 
soluten Betrage  nach  kleiner  sind  als  das  von  uns  zu  Anfang  ge- 
wühlte £.  Die  ßf^  sind  aber  nur  Individua  aus  der  Classe  der 
ßg.*)  Wir  kommen  demgemHss  also  su  dem  Resultat,  dass  in 
dieser  Classe  der  ßg  gewisse  Individua  vorhanden  sein  müssen, 
die  ihrem  absoluten  Betrac;e  nach  kleiner  als  jenes  b  sind» 

Dies  Resultat  aber  ist  absurd.  Denn  wir  sind  ausgegangen 
von  der  Voraussetzung  des  dritten  Falles  (7.c) ;  und  die  ßg  sind 

•)  Die  A, ,  h„,hj,  ...  sind  namlicb  nach  ihrer  Dpfinition  hestinimte 
Individuen  aus  der  Reihe  g^,  g.^,  ....  Lad  deiiieaUpreciitind  sind 
also  aocb  die  ßh, ,  ß/,  ,     .  . . .  zu  beteichneo  als  Individua  aus  der  Reibe 
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also,  zufülsc  ihrer  doiti^^ori  l>t  linilion,  dem  absoluten  Betrage 
nach  (lurchvvciz  </rösser  als  jenes  f. 

So  Nohen  wir  also ,  dass  die  Anoahmo  dos  dnth'n  Falles 
7.c)  zu  ciiiern  Ah.wrduni  liinloilol  ,  dass  mithin  dieser  (h'ilte 
Fall  tmiiuujlich  isl.  üs  bleiben  also  als  möglich  nur  übris  der 
erste  ud«1  zweite  Fall,  l'nd  wir  L'olanj;en  daher  mit  Rtlcksicht 
auf  die  in  7  a,  h'  l:»  lji  Ik  ne  liharakterisiruog  dieser  beiden 
FiUe  zu  folgendem  Resultat: 

Ist  t  ein  ad  Itbäum  gewählter  Kleinheitsgrad,  und  denkt 
mn  sieh  mit  Rttcisicht  auf  dieses  €  die  gegebeneD  Gonstanten 

(16.)  ß^J  ß^,       ßif  .  •  .  •  ininf. 

eingetbeilt  in  die  höheren  und  tieferen  //'s,  so  wird  sieh  stets 
eine  endliche  positive  ganze  Zahl  A  angeben  lassen  von  solcher 
Heschaflenheit,  dass  die  Grössen 

(26.3)      ßjp,  ßjf^^,  ß^t.%i  ßß^ti    •  '  • 

durchweg  zu  den  tieferen  ft's  gehören*). 

Odor  i^rnniicr  iti^Lreddlckl :  Ks  n  frd  s«-fi,  falls  f  einen  hc- 
liebifj  tjLUjehencn  hlri/i/ir/i.Mjrnd  vursteill,  stein  etne  e  n  d  l  iv  h  e  po- 
sitive ganze  Zahl  \  anycben  lassen,  von  solcher  Beschaff enheily 
dass  die  Conslanlen  fSG.a)  ihrem  ahsntutcn  Hei  rar/r  nach  (h/rrh^ 
irerf  K  f  sind.  Demgemiiss  sehen  wir  also,  dass  die  ursprüng- 
lich gegebeneD  Conslaolen  (26.)  der  Formel  entsprechen 

'■"»•l-c« =• 

aod  gelangen  daher  zu  folgenden  Theorem : 

TMoraa.  —  VersM^i  man  unier  f{i3o)  eine  beliebig  gegebene 
Amction,  weiche  stetig  und  periodisch  ist^  femer  unter 

ßi>  ß%>   

beliebig  gegebene  Constanien,  und  ist  bekannt^  dass  für  jed- 
wedes X  die  Formd  stai^mdet : 

rmn^.ßnfn^)  =0, 

in  folgt  hieraus  mü  Nethwendi^seit^  dass 

(28.)  ebenfalls  =  0  isl. 

'  Diese  Zahl  A'' ist  nämlich  =  4  im  Fnl!"  '7  ri  :mf^f>rMMls  «  {G-t-  t) 
im  Falle  (7.b},  wo  G  die  in  (7.b)  angegebene  Bedeuluug  besitzt. 
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§6. 

Fortsoizuug.   Weitere  Ausdeliuuug  de»  erhaltenen 

Resultuies. 

Die  in  dtesom  Sato  gemachte  Voraussetzung,  dass  die  For- 
mel (87.)  stattfinden  solle  fdr  jedwedes  ist  fttr  die  Gültigkeit 
des  Satzes  nicht  in  vollem  Umfange  erforderlich,  in  der  That 
lässt  sich  zeigen ,  dass  der  soeben  ausgesprochene  Satz  auch 
dann  noch  in  Kraft  bleibt ,  wenn  die  Formel  (517.)  nur  erftlllt 
ist  für  »oiche  x ,  die  (geometrisch  ausgedruckt)  ein  kleines  Li- 
nienstttck  stetig  erfüllen.  In  der  That  gilt  folgendes 

Allgemeineres  Theorem.  —  Versteht  man  unter  fix)  eine 

ffetiebig  gegebene  Function^  welche  stetig  und  periodisch  ts/, 
ferner  unter 

beliebig  gegebene  Constanlenf  endUdi  unier  x^  <Z^%  eben- 
falls %wei  beliebig  gegebene  Constanten,  und  ist  Manul, 
dass  die  Formel 

(29.)  \iw^^^fij{na')  =  0 

stattfimlet  für  jedwedes  der  Bedingung  j\  x  <^  entspre- 
chende X ,  so  folgt  hieraus  mü  Nothwendigkeit,  dass 

(30  .)  liTOn«»  ßn  iibenfalls  =  0  ist. 

Der  Beweis  dieses  Salzes  lässl  sirli  i?i  geuau  derselheu 
Weise  führen,  wie  der  des  vorher^eheinien  Salzes  (27  ),  (28.); 
nur  mit  dem  einen  Unfeischiede ,  dass  in  diesem  Kall  die  tlon- 
sUmten  //^  und  iiu  lir  holiehij^ ,  sondern  mit  Kflcksieht- 

uahme  auf  die  get^ubeucn  Consl;inlen  t,  und  .r^  zu  (ixiren 
sind.  Und  zw  ar  sind  A,,  und  /^^  in  diesem  Fall  so  zu  wäblen,  dass 
deu  (ileichungeo  entsprochen  wird  : 

/o-' 

(3<.) 

woraus  sich  ergiebt : 

(3raj 


.1,  -  ^-157' 


,  <  L 

If       SS    —  , 
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Dabei  beieichnet      ebenso  wie  wie  frtther,  die  Periodenlflnge 

der  gegebenen  Function  f{x),  also  eine  gegebene  positwe  Gon- 
stante.  Beiläufig  seigen  die  Formeln  (34  .a),  dass  von  den  so 
deleiminirten  Gonstanten  und  j\  die  erstere  posäw  und  0 
iU,  Dorn  L  ist  positiv,  und  ebenfalls,  weil  nacb  der 

in  unserem  Satze  gemachten  Voraussetzung  ir,      a?,  sein  soll. 

Wiederholt  man  nun ,  nach  Festsetzung  dieser  Constanten 
A,  und  ,  Schritt  für  Schritt  genau  dieselben  Betrachtungen 
wie  vorhin  S.  24 — 25,  soerliült  man  j;enau  dieselben  Formeln  wie 
damals,  bis  zu  dvw  l  oi  nieln  (19.),  (20.  Iiin  auf  S.  25.  Denn  der 
lebergani:  von  19.^  zu  (20.)  ist  olfenbar  im  gegeiiwai  ti^en 
Falle  üicht  mehr  erlaubt,  oder  bedarf  wenigstens  noch  einer 
besonderen  Molivirunu.  Um  nHher  hierauf  einzugehen,  wieder- 
holen wir  zunächst  dii^  Formel  [17.]  : 

ß      #  -  T        /  +  +  

*o        *i        /'a        As  ^ 

Wir  können  dieselbe  auch  so  schreiben : 

h^U  -  j,  =  6/,  ^  +  6^,  ^  +  Ö,  ^  +  in  inf. 

oder,  mit  Bflcksicht  auf  'II .)  aueh  so : 

=  ö.  ^-  +  «,        +  ^*-ik^'-  *  -  -  inmf. 

Hieratis  .'tber  folgt,  weil  die  &  lauter  positive  ächte  Brüche 
sind,  .soiort: 

ahs  (Ä,12-y,)  <  (  ■  +    +     +  •  •  +  I»  tV  ) . 

diese  Formel  kann  man  auch  so  schreiben :  abs  (A,  $i  ~  j^]  <;  ~* 
Folglich  ist: 

Hieraus  folgt  weiter 

mithin  a  fortim  i : 

<A.i2  <;.-»-<, 

o(ier,  falls  man  iuii  ^  muiliplicirt,  und  d^hei  beachtet,  dass  L 
«ad     beide  positiv  sind : 
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also  mit  Rücksicht  auf  (34.): 

(3«.)  x^  <  ßl  <  a?,. 

Nun  soll  aber  für  jedwedes  der  Bedingung  .x,  <C  x  or^  «Mit- 
sprechende X  die  Formel  ^^9.)  stnlttinden.  lud  es  imiss  «laher 
diese  Formel,  wie  ans  (32.)  folgt,  z.  H.  auch  sUiU linden  lUr  den 
Spucialwerth  x  =  i-'  A  .  Demgeiiuis»  ergiebt  sit  li ; 

(33.)  liiii„.^/?,/(»ÄX)  «0. 

DeiDgeiDAss  ist  also  die  Richtigkeit  jener  früheren  Formel 
S.  85  im  gegenwärtigen  Falle  ebenfalls  constatirt.  Und  ir 
übersehen  nun  sofort,  dass  von  (80.)  aus  all*  unsere  früheren 
Betrachtungen  S.  85^27  in  völlig  ungeanderter  Weise  von 
Neuem  wiederholt  werden  können,  und  dass  man  in  solcher  Art 
ztt  dem  Beweise  des  zuletzt  aufgestellten  allyememerenTheoretns 
(29.),  (30.,  hingelangt.  Q,  e.  d. 


§7. 

Ueber  die  PotenttalftuictioneiL  einer  Kreisfläclie. 

Es  sei  eine  Function  von  [x,  y],  welche  mit  Hezuj;  auf 
eine  um  den  Anfan^spuncl  mit  dem  Uadius  H  be.schriebene 
Kreisllüche  folgende  Eigenschaften  besits&l: 

\üie  Werthe  von  F  sittd  au/'  der  (fonsen  KreisfUtche^  ihren 
^  [Rand  miteingesdtlosxen,  übertdl  stetig. 

Für  jedweden  Pun<  t  (;r,  y),  drr  in  n  erhnlb  der  KreisfUiche 
(also  nidit  etwa  hart  am  Rande  deravibi'n)  liegt,  sind  Ff 

Wir  wollen  die  Polarcoordinaten  der  inneren  Puncte  mil 
;  / ,  (p) ,  die  der  ilaii(/puncte  mit  (H,  (p)  bezeichnen,  also  für  die 
ersteren  Puncte 

X  —  r  cos  tff    y  ^  r  ü\n  tf> , 

für  die  letzteren : 

X  SB  A  cos        y  B  H  smip 

setzen ,  wo  r  <^  R  ist,  und  H  den  Hadius  der  KreislKiche  vor- 
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sieill.  Vnd  denenlsprechond  wollen  wir  die  Function  F  inil 
f'(r,  fp]  bezeichnen.  Alsdanu  gilt,  wie  ich  iu  §  (Berichte  von 
1881,  S.  15)  gezeigt  habe,  folgender  Solz: 

Sind  längs  des  Randes  der  Kreisfläche  irgend  welche 
stetig  zusammenhUngende  Wertbe  f{fp]  vorgeschrieben, 
so  kann  stets  nur  eine  Function  F(r,  ^)  existiren^  welche 
den  Bedingungen  (!.],  (II.)  entsprichti  und  welche  ausser- 
dem am  Rande  die  vorgeschriebenen  Wertbe  f  [rp]  besittt. 

Verirei^enwürligt  auiii  sirf»  den  damals  von  mir  für  diesen 
Sülz  (in  §  2)  geflohenen  Beweis,  so  entsteht  fast  von  selber  die 
VtTFniiiiiuni^ ,  <l;iss  man  iii  j^cuau  dei'selbeu  Art  auch /ü/^er«/e« 
Salz  beweisen  könne : 

Sind  am  Rande  der  KrcisflUehe  irgend  welche  stetig  zu- 
sammenhängende Wertbe  f(fp)  vorgeschrieben,  so  kann 
immer  nur  etite  Function  F(r,  9)  existiren,  welche  die 
B  I  Bedingungen  (II.)  erftlUt*],  und  welche  ausserdem  fttr 
jedwedes  9)  der  Formel 

entspricht. 

Denkt  man  sich  nüoiüch  irgend  eine  den  Anforderungen 
dieses  Satzes  (B.)  entsprechende  Function  F(r,  q>)  wirklit^  con- 
strutri**),  bezeichnet  man  ferner  alle  Puncto  der  gegebenen 
Kreisfläche,  ihren  Rand  einbegriffen,  mit  x ,  und  versteht  man 
unter  ügg  fiar  jeden  Punot  X  das  demselben  zugehtfrige 

F(r,  qf]f  andererseits  ftlr  jeden  Aandpunet  x  das  demselben  zu- 
kommende ^(9),  —  so  lassen  sich  auf  dieses  Werthsystem  Uj. 
Sehritt  ftar  Schritt  dieselben  Retraehtungen  anwenden,  welche 
in  §  S  mit  Resug  auf  die  Pj.  angestellt  sind.  Und  diese  Retraeh- 
tungen, welche  bei  ihrer  Anwendung  auf  die  zum  Satze  (A.) 
mhrten,  werden  alsdann  bei  ihrer  Anwendung  auf  die  zum 
Salze  (B.)  hinleiten. 

Dabei  ist  indessen  ttbersehen ,  dass  die  früheren  und 


*)  Ich  sage:  »die  Bedingungen  (II.)«;  —  nkhi  (I.)  und  (It.). 
**}  Dass  mindestens  eine  Function  F(r,  ^)  analytisch  construlrbar  ist, 

welche  den  Anfordcriiugen  des  Sataes  (B.)  entspricht,  geht  nus  §  1  (Bf>- 
richtp  von  4  881')  ohne  Wcilcres  hervor.  l'iMf^lich  hlrihf  Anhn  nhcr,  oh 
aoHser  dieHer  einen  Kuuction  ffr.  fp]  noch  andere  derartige  Fuuctiunen 
e!iistiren. 
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die  gegenwärtigen  einander  nicht  völlig  parallel  stehen. 
Denn  jene  in  §  S  behandelten  sind  (ihrer  dortigen  Definition 
zufolge)  auf  der  Kreisfläche,  inclusive  des  Randes,  überall  sielig, 
und  besitzen  daher  auf  der  Kreisflache  einen  besHtnmIen  Maxu- 
malwertk.  Bei  den  gegenwärtigen  hingegen,  welche  theils 
durch  die  F(ry  <p)y  theils  durch  die  f(g)]  definirt  sind,  ist  die 
Existenz  eines  solchen  besHmtnlen  MaoDmalwerthes  nicht  ohne 
Weiteres  klar,  sondern  fraglicher  Natur,  und  jedenfalls  noch 
des  Beweises  bedttrftig.  Hiermit  aber  httngt  zusammen,  dass 
jene  in  §  2  bei  den  angestellten  Ueberlegungen,  welche  sich 
auf  die  Existenz  eines  bestimmten  Maximums  der  F^.  wesentlich 
stutzen*},  nicht  ohne  Weiteres  auf  die      idterlragbar  sind. 

Nehmen  wir  für  den  Augenblick  an,  es  sei  auf  Irgend  wel- 
chem Wege  gelungen,  die  Existenz  eines  bestimmten  Maximum* 
der  wirklieh  nachzuweisen,  so  wflrde  alsdann  durch  die  Be- 
trachtungen des  §  %  nicht  nur  der  Satz  (A.],  sondern  gleichzeitig 
auch  der  Satz  (B.)  bewiesen ,  und  hiermit  den  Untersuchungen 
des  nächstfolgenden  §  3  die  ausreichende  Grundlage  gegeben 
sein. 

Deiuficiniiss  ist  in  Betreff  meines  früheren  Aufsatzes  (von 
1881)  Folgendes  hinzuzufügen:  Die  (Jorfiyen  §  \  uud  §  2  sind 
völlig  correct.  Hingegen  ist  in  dem  §  3  insofern  ein  gewisser  De- 
ferl  vorhanden^  als  derselbe  auf  dem  nach  unbewtesenen  StUze  (B.) 
beruht.  Gelänge  es,  diesen  noch  fraglichen  Satz  (H.)  teir/didi  zu 
beweisen,  so  würden  hierdurch  die  Betrachtungen  des  §3  ihr  mts- 
7  eichendes  Funduinent  erhalten,  und  zu  <h'H  darf  angegebenen  Enä- 
resultaten  f(25.),  (26.)  S.  221  in  du/ilniit'/-  Weise  hinleüen. 

Ks  dreht  sich  also  Alles  itar  m/t  i/rii  noch  fraylichm  Satz  fB.)- 
Dieser  aher  u  urde  vullstiinduj  hewtesen  sein,  wenn  es  gelänge  zu 
zeigen,  dass  ilie  virrhin  yenamUen  Werthe  U^ein  bestimmtes 
Maxi m  u  m  besitzen . 

Möglicherweise  ist  es  bequemer  ^  den  Satz  (B.)  in  un  derer 
Art  zu  beweisen.  Und  mit  Bezug  hierauf  sei  l)emerkt,  dass  man 
denselben  leicht  auf  ein  fu  c/i  e  re  Satze  reduciren  kann,  z.  B.  auf 
die  Satze  (C.)  und  (D.),  von  denen  im  folgenden  Paragfraphen 
(§  8)  die  Hede  sein  soU, 

*)  lu  der  Thal  heisst  es  x.  B.  in  jenem  §  t  auf  S.  43:  »Exi^tirl  also 
überkmtpt  ojiler  den  Wertben  einer»  der  alle  ttbrigeo  an  Grösse  über- 
trifll  {und  das  wird  immer  der  Fott  eein^  wenn  nicht  etwa  F  auf 
der  ganien  Kreiaflttc&e  constant  ist),  so  mussti  etc.  etc. 
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Einstweilen  ist  Jedenfalls  der  Satz  (B.)  als  ein  noch  unbe- 
wiesener Satz  zu  bezeichnen^  also  als  ein  Satz^  der  möglicher- 
weise auch  falsch  sein  liunn. 

Aus  den  Uarleizungen  des  gej^enwiirlitieii  §.  sind  zugleich 
diejenigen  Überlegungen  und  Scblussfolgeningen  zu  erselien, 
welche  mich  bei  der  .Niederschrift  meines  Aufsatzes  von  1881 
in  Wirklichkeit  geleilet  haben.  So  z.  B.  erinnere  ich  niicli  niil 
Bestimmtheit,  dass  mir  bei  der  Ausarbeitung  des  §  ^  die  Satze 
A.)  und  i'B.;  yleichzetiiy  vorschwebteu.  Ich  hielt  es  damals 
nicht  lür  besonders  nothwcndig.  zwischen  diesen  beiden  SHtzen 
zu  unterscheiden ,  weil  ich  damals  der  Ansicht  war ,  dass  der 
eine  wie  der  andere  ntit  genau  ilenselben  Milteln  sich  beweisen 
Hesse  ,  oder  genauer  ausgedrückt ,  weil  ich  damals  atif  den 
Exisl^nzbeweis  für  ein  bestimmtes  Maximum  der  F,  rcsp.  der 
noch  kein  sonderliches  Gewicht  legte.  Wie  nothu endig  ein 
solcher  Existenzbeweis  in  Wirklidikcit  i*-t.  habe  ich  erst  s])ater 
erkannt  aus  den  vielen  reryeblichen  Bemühungen ,  denen  ich 
mich  nachtraglich  zur  Auflinduog  eines  solchen  Beweises  unter- 
zogen  habe. 

Schliesslich  habe  ich  Herrn  Cantor^  der  mich  auf  tlas 
Mangelhafte  meiner  Schlussfolgerungen  im  §  3  meines  Aufsatzes 
.von  4881)  durch  mehrere  briefliche  Mittheilungen  (vom  April 
1882)  aufmerksam  zu  machen  die  Gute  hatte,  hieftlr  meinen 
ganz  besondern  Dank  auszudrucken.  Es  wird  mir  stets  er- 
wünscht sein,  etwaige  Incorreetbeiten  in  meinen  Publioationen 
entweder  zu  berichtigen,  oder,  wo  dies  nicht  möglich  sein  sollte, 
wenigstens  als  solche  zn  bezeichnen.  Und  ich  wünschte  nur, 
dass  andere  Autoren  betreffs  ihrer  Publicationen  nach  dieser 
Richtung  hin  dieselbe  Bereitwilligkeit  an  den  Tag  legen  mochten. 

§  8. 

BeilftQflge  Bemerknngeii. 

Der  vorhin  aufgestellte  und  noch  fraijliche  Satz  (B.)  nimmt 
für  den  Specialfall  f\(p)  =  0  die  einfachere  Gestalt  au ; 

Mit  Bezug  auf  die  gegebene  KreisHüche  kann  stets  nur 
eine  Function  F(r,  (f)  existiren,  welche  den  Bedingungen 
,    II.)  Genüge  leistet,  und  ausserdem  für  jedwedes  der 
Formel 

limy_^  f  r,       =  0 

entspricht. 
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Den  in  diesem  Satze  fC.  gestellten  Anforderungen  wird 
nun  offoidHir  entsprochen,  wenn  num  die  P'unction  F(r.  (p) 
alleiUhulbcn  =  0  setzt.  Tnd  demgenriüss  kann  man  also  dem 
Satze  (C.)  auch  folgende  Gestalt  .uel)i'a: 

Eine  Function  F(r,  <jpj,  welche  die  Bedingnnizen  (II.)  er- 
fulliy  und  welche  ausserdem  fttr  jedwedes  q>  der  Formel 

onispricht.  wird  notliNN  t  ridiger  \\  eise  aiil  der  gegebeoeu 
K.rcisflacbe  alleiUhulOen  =  0  sein. 

Auch  bemerkt  man  sofort,  dass  die  Sätze  (B.),  (C.)^  |D.] 
unter  einander  äquivalent  sind.  Denn  gelingt  es  z.  B.  den  Be- 
weis des  Satzes  (D.)  zu  finden,  so  würde  hiermit  der  Beweis  des 
Satzes (B.)  ebenfalls  erbracht  sein.  Es  w8re  daher  sehr  zu  wün- 
schen, dass  es  glücken  milchte,  diesen  durch  besondere  Ein- 
fachheit ausgezeichneten  Satz  (D.}  entweder  wirklich  zu  be- 
weisen, oder  aber  durch  irgend  welches  Beispiel  seine  Unrich- 
tigkeit zu  documenttren. 


Inhaltsübersiciit  des  früheren  Theils  des  Auisatzes  (in  den  Ber. 

▼on  1881). 

Seite 


Angabe  der  von  Cantor  und  Du  Bott-Rvynumd  aufgestellten  Sätze  .  « 

}  4.  Aufstellung  einer  Potentialfunction  der  Kreisfläche,  welche  am 

Riiiidc  derselben  vori-'<'«^<  hri»'b(*nt'  Warthe  besitzt   S 

§  S.  Es  wird  gezeigt,  dass  ausser  der  ^ofinuh'iieri  Poteiilialfunclioii 
keine  andere  oxistiroa  kann,  welche  am  liande  die  vorgeschriebe- 
nen Werths  besitzt  40 

S  Z.  Ableitung  der  (zu  Anfang  genannten)  von  Cantor  und  Du  Boit- 
Reynumd  aufgeateilten  Satze  45 

Macbscbrift  tS 

Inhaltsübersicht  des  gegenwärtigen  Theüs  des  Aufsatzes. 

Seite 

§  4.  Ueber  trigonometrische  Reihen   48 

f  S.  Ueber  eine  gewisse  Erweiterung  eines  Gmtof^schen  Salzes  (Crelle*s 

Journal,  Bd.  71,  S.  ISS}   19 

§  n.  Fortsetzung.  Weitere  Ausdehnung  des  soeben  erhaltenen  Heaultats  38 

§  7.  l'eber  di(*  Potentinirunctionen  einer  Kreisflttcbe   3o 

§  8.  BeilttuÜgc  Bemerkungen   33 


Digitized  by  Google 


W.  Hankel,  \eue  Beobachtungen  über  dif  Thermo-  und 
Aktinoelektricilüt  des  Bei'gkry Stalles ,  als  Eriviederuny  auf  einen 
Auf  nutz  der  Herren  C,  Priedel  und  J,  Curie.  *) 

Id  zwei  Abbandlongen  (»Uber  die  thermoeleklriscben  Eigen- 
schallen des  ßergkrystallesa  4866  *)  und  iOber  die  alLtino-  und 
piezoeiekirisehen  Eigenscliaften  des  Bergkry Stalles  und  ibre 
Beziehung  zu  den  Ihermoelelilrischen«  1884  ^ )  sind  von  mir  in 
Betreff  des  elektrischen  Verlialtens  des  Bergkry  Stalles  bei  Ände- 
rung der  Temperatur ,  der  auf  ibn  fellenden  Wännestrahlung 
and  des  Druckes  folgende  Gesetze  nachgewiesen  worden. 

I.  Thermoelektridtilt 

1'  Die  Bildung  der  Burgk ryslalle  ist  durch  das  Auftreten 
der  trigonalen  Trapezoeder  und  der  trigonalon  Pyramiden  eine 

nach  den  Nebenaxen  hpiniiüorphe. 

2;  Au  den  beiden  Knderi  jeder  der  lieiniruorphen  Neben- 
axen ireteii  ]>ei  Teniperaluranderunüt'n  entgegengesetzt  elektri- 
sche Pole  auf,  so  dass  am  Uuifauge  einfacher  KryslaUe  stets  po- 
sitive und  negative  Pole  abwechseln. 

3)  Bei  steigender  Teiuperalur  sind  die  Polaritäten  die  um- 
gekelirleu  wie  bei  sinkender. 

4  Hei  sinkender  Temperatur  liefen  die  positiven  Pole  an 
denjenigen  A\t  netiden.  an  weit  lien  die  Flüelien  der  trigun,)!«Mi 
Pyramiden  und  TrapezordtM"  auftreten,  die  nriiativen  an  dci\ 
entuet;"  Hersetzten.  Bei  steigender  Teruf)enit m  orseheincn  die 
erstgenannten  Kndi  ii  nt  gativ,  die  zuletzt  genaniilt  ii  positiv. 

5^  Bei  ringsum  normal  ausgebildeten  einfaehen  Bergkry- 
stallen  zeigt  sich  in  der  Ausbreitung  der  beiden  elektrischen 

*)  Vorgetragea  in  der  Sitzung  am  5.  Murz  täb3,  zum  Druck  ubergeben 
am  ao.  Httrs. 

I]  Abhandl.  derK.  SKclis.  Ges.  d.  Wiss  Bd.  XIII.  S.  819—392. 
9;  Ebeadas.  Bd.  XX.  S.  «57-^47. 
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Polaritäten  auf  der  Oberfläche  ein  Unterschied,  je  nachdem  die 
Krystalle  zu  den  sogenannten  linken  oder  rechten  gehören.  Bei 
den  linken  erslreckrn  sich  beim  iü'kallen  im  Alli;emeincn  die 
negativen  Zonen  Non  den  grossen  Pyramidenfliichen  des  oberen 
Endes  über  die  Seiten  kanten,  welche  keine  trigonalen  Gestalten 
tragen,  hinweij  zu  den  am  unteren  Ende  nach  rechts  {zelegenen 
grossen  Pyraiiudenniiehen,  wilhrend  sieh  die  positiven  Zonen  in 
gleicher  Richtung  von  den  kleinen  Pyraniidenflächen  des  1»  i  «»n 
Endes  über  die  mit  trigonalen  Fläelien  versehenen  Kam  in  zu 
den  am  unteren  Ende  rechts  liegenilen  kleinen  l'waniuit'üll.u  iien 
iunabzieiien.  Hei  den  rechten  krs stallen  gehen  die  negativen 
Zonen  von  den  grossen  P\  ramidenflaehen  des  olx-ren  Endes  Ul)er 
die  nicht  mit  trigonalen  Gestalten  versehenen  Kanten  zu  den  am 
un leren  Ende  links  liegenden  grossen  Pyramidentlaclien  ,  und 
die  j)osiliven  von  den  kleinen  Pyramidenflilchen  des  oberen 
Endes  (Iber  die  Irigonale  Gestalten  tragenden  Kanten  zu  den 
Uaks  JiriiiMiilrn  klfMfH'n  Pyramiden ll;iclirn  des  unteren  Endt's. 
Eine  L'mkelirunu  (ies  Kr\stalles,  wobei  das  untere  Ende  zum 
olleren  geniaefit  wii'd,  iMsst  selbsiverstäudiich  die  schielen 
Lagen  der  Zonen  ungeiindert. 

6j  Abweichungen  von  der  normalen  Bildung  haben  Ände- 
rungen in  der  Ausbreitung  der  elektrischen  Zonen  auf  der  Ober- 
fliiche  im  Gefolge.  Solclie  Abweichungen  entstehen  namentlich 
durch  Verwachsungen  zweier  Individuen.  Jedes  der  in  einem 
scheinbar  einfadien  Krystalle  vorhandenen  Individuen  zeigt  auf 
seinen  an  die  Oberfläche  trel enden  Flächenstttcl^en  möglichst 
die  denselben  entsprechende  Polarität. 

7)  An  den  Enden  der  Hauptaxe,  nach  welcher  keine  hemi- 
morphe  Bildung  statt  bat,  erscheinen  ebenfalls  elektrische 
Spannungen,  aber  von  gleicher  Art.  An  normal  gebildeten 
Kryslallen  sind  beide  Enden  derHauptaxe  beim  Erkalten  positiv. 

8]  Bei  Temperaturen  über  200**  verschwindet  die  wahrend 
der  Erhitzung  aufgetretene  elektrische  Spannung. 

IL  Iktinoelektridtftt 

\  TrefVen  Wärmestrahlungen  einen  einfachen  Hergkrystall, 
so  entstehen  an  den  Enden  der  hemimorph  gebildeten  Neben- 
axen,  also  auf  den  sechs  Kanten  des  Prismas,  elektrische  Pole. 

2)  Die  elektrische  Spannung  wächst  bei  der  Bestrahlung 
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aDfaoi^s  rasch,  dann  langsamer,  und  erreicht  in  40  Secunden 
oach  deren  Beginn  ihr  Maximum. 

3)  1d  dem  gleichen  Zeitrauiiit'  von  40  Secunden  verschwin- 
den nach  dem  Aufhören  der  Bestrahlung  die  elektrischen  Span- 
nungen, indem  sie  anfangs  rasch,  d.mn  langsamer  abnehmen. 

4:  Auf  den  mit  den  Flachen  der  trigonalen  Gestalten  ver- 
sehenen Kanten')  treten  bei  der  Hestrahluog  positive,  auf  den 
tlbrigen  drei  Kanten  negative  Pole  auf.  Bei  der  Bestrahlung 
zeigen  also  die  Kanten  dieselbe  elektrische  Polarität,  welche  sie 
ibeniioelektrisch  bei  der  Abkühlung  annehmen. 

5  /  Die  RichluDg,  in  welcher  die  Wärmestrahlung  den  Kr\- 
stall  trifft,  isl  io  Bezug  auf  die  Art  der  auf  den  Kanten  auftreten- 
den Elektricitat  gleichgiltig ;  die  Strahlen  können  seibat  parallel 
mit  der  Hauptaxe  durch  den  Krystall  geben. 

6)  Die  Quelle,  aus  welcher  die  Strahlung  l^omml,  kann 
jede  beliebige  sein :  Sonnenlicht,  elektrisebes  Kohlenitcht,  Gas- 
flamme, Kersenflamme,  mit  heissem  Wasser  gefüllter  Metall- 
wttrfel,  erwärmte  Metallkugel  u.  s.  w. 

7)  Die  Starke  der  auf  derselben  Kante  eines  Ki  shtalles  er- 
regten elektrischen  Spannung  ist  proportional  der  Intensität  der 

Bestrahhing. 

S;  Die  Strahlen,  welche  die  Aklinoeiektricitüt  hervorrufen, 
sind  nicht  genau  dieselben,  welche  von  dem  henissten  Ende 
einer  ThermosMule  abüorbirt  werden  Ht  i  tlcm  Durchgänge  (hirch 
farblose  und  peHirl»!»'  (ilasplallen  werden  (iie  nktinoelektri- 
schen  Strahlen  mehr  ge^hwUcbt,  als  die  auf  die  Thennosäule 
wirkenden. 

9^  Bei  zusammengesetzten  Rrystallen  zeigt  jedes  auf  der 
Oberflüche  erscheinende  StUck  möglichst  die  ihm  entsprechende 
Polarität. 

40'  Der  Vorgang  fUr  die  Erzeugung  der  AktinoelektriciUt 
ist  umkehrbar.  Beim  Annähern  oder  Auflegen  einer  kalten 
Hetallkugel  auf  die  Kante  eines  erhitzten  Bergkrystalles  entsteht 
infolge  der  Strahlung  seitens  des  Krystalles  auf  die  genäherte 
Kugel  eine  elektrische  Erregung,  wie  sie  thermoelektrisch  bei 
steigender  Temperatur  sich  zeigen  wttrde. 

ii  Oder  auf  den  Kanten,  aufweichen  die  Flttcheo  der  trigonalen  Ge- 
sltlten  Hegen  würden,  wenn  sie  vorlianden  wflren.  , 
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III.  PiezoelektricitHt. 

4)  Bei  Ausübung  eines  Druckes  in  der  Richtung  einer 
Nebenuxe  des  Bergkry  stall  es  entstehen,  wie  J.  und  P.  Curie 
gefundeo  haben,  polarelcktiische  Spannungen  an  den  Enden 
dieser  Axe,  und  swar  sind  dieselben  an  den  trigonale  Gestalten 
tragenden  Kanten  negativ,  an  den  anderen  positiv.  Beim  Nach- 
lassen des  Druckes  treten  die  entgegengesetzten  Polaritäten  auf. 

2)  Ich  habe  nun  gezeigt,  dass  die  in  der  angegebenen 
Vertheilung  auftretenden  Polaritäten  der  von  J.  und  P.  Curie 
aufgestellten  Regel,  wonach  Druck  und  Abkühlung  (Ni^hern  der 
Moleküle),  und  ebenso  andererseits  Nachlassen  des  Druckes  und 
Erwärmung  (Entfernung  der  Moleküle  von  einander)  dieselbe 
Modification  der  Elektricittft  hervorrufen  sollen,  widersprechen. 

3)  Beim  Zusammendrücken  in  der  Riobtung  der  einen 
Nebenaxe  leigen  die  Endpunkte  der  anderen  beiden  Nebenaxen 
die  einer  Ausdehnung  entsprechenden  Polariutten ;  ebenso  beim 
Druck  in  der  Richtung  einer  Zwiscfaenaxe  (Verbindungslinie  der 
Millen  zweier  gegenüberliegenden  Seitenflachen]  die  Enden  der 
darauf  senkrechten  Nebenaxe. 

4]  Bei  zusammengesetzten  Krystallen  zeigt  jedes  an  der 
Oberflache  erscheinende  Stück  möglichst  die  ihm  entsprechende 
Polarität. 


Gegen  eine  Anzahl  der  im  Vorstehenden  aufgeführten  Satze 
haben  nun  in  einem  Aufsatze  «Sur  la  pyro^lectricit^  du  quartz« ') 
die  Herren  G.  Priedel  und  J.  Curie  Einwendungen  erhoben, 
die  sich  im  Wesentlichen  darauf  reductren,  dass  die  von  mir  an- 
gegebene thermoelektrische  Vertheilung  nur  Polge  einer  unregel- 
massigen  Eriultung  sei ,  dass  die  thermoelektrischen  Pole  auf 
den  Kanten  des  Bergkrystalles  vielmehr  das  umgekehrte  Zeichen 
erhalten  müssen,  und  sonach  die  am  Bergkrystalle  auftretenden 
piezoelektrischen  Vorgänge  mit  der  von  Curie  aufgestellten 
Hegel  Ubereinstimmen.  Schliesslich  sollen  nach  ihnen  auch  die 
aktinoelektrischen  Vorgänge  als  besondere  nicht  existiren.  son- 
dern ebenfalls  nur  unregelmUssigen  Erhitzungen  ihre  Entstehung 
verdanken. 

Ich  werde  indess  den  sliengen  Nachweis  führen ,  dass  die 

I)  Balletin  de  la  soci^t^  min^ralogiqae  de  France.  Deoembre  fSSS. 
Tome  V.  p. 
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obigen  Einweodtmgen  in  Jeder  Beiiehting  durchaus  onbegrttn^ 
det  sind. 

Zur  Zartickweisung  dieser  Einwendungen  bedürfte  es 
etgenüicb  nur  des  Hinweises  auf  die  in  meinen  Abhandlungen 
mitgetbeilten  speciellen  Beobachtungen.  Da  jedoch  gerade  in 
der  leisten  Zeit  der  Bergkry stall  in  elektrischer  BcBiebung  viel« 
lach  in  Ansprach  genommen  worden,  so  will  ich,  nm  aach  nicht 
das  geringsie  Bedenken  gegen  meine  Versache  und  die  daraas 
gezogenen  Schlflsse  besleben  zu  lassen,  durch  gans  speeielle 
Versuche  die  Ansichten  der  Herren  Priedel  und  Curie  als 
irrthflmlicb  nachweisen. 

Adl. 

aj  Best  ii  .1 1  i  LMi  Ii  e  i  l  d  t  r  l  Ii  e  r  nio  i' 1  c  k  Ir  i  sch  e  n  Pole. 

Nach  meinen  Beobachtuni;on  lioiit  n.  wie  ich  oben  angeführt 
habe,  beim  Erwärmen  die  Ihermoeiektrisch  positiven  Pole  auf 
den  Kanten,  welche  keine  trigonalen  Gestalten  tragen,  die  nega- 
tiven auf  den  mit  solchen  FUichen  versehenen  Kanten;  beim 
Erkalten  sind  die  elektrischen  Spannungen  auf  den  ersteren 
Kanten  negativ,  auf  den  letzleren  positiv.  HerrFriedel  hat  nun 
in  einer  früheren  Mittheilung  ^}  die  Beschaffenheit  der  elektri- 
schen Pole  auf  den  Kanten  gerade  entgegengesetzt  angegeben, 
und  hillt  diese  Ansicht  in  dem  zuvor  S.  38  citirten  Aufsatze  vom 
Jahre  aufrecht. 

Bei  meiner  ersten,  in  meiner  Habilitationsschrift  vom  Jahre 
1840  veröffentlichten  Untersuchung  der  thermoelektrischen  Vor- 
gänge am  Bergkr\ stall  hatte  ich  den  Krystall  auf  einer  Metall- 
platte  frei  liegend  erhitzt  und  ebenso  abkühlen  lassen,  und  zur 
Bestimmung  der  elektrischen  Spannungen  die  Spitze  eines  iso- 
lirten,  durch  einen  sehr  dünnen  Draht  mit  dem  Goldblättchen 
eines  Elektrometers  verbundenen  Platindrahtes  den  verschiede- 
nen Punkten  der  Oberfläche  bis  zur  BerOhrung  genähert.  Da 
jedoch  bei  diesem  Verfahren  die  Beobachtung  der  auf  dem  be- 
rührten Flachenstttcke  vorhandenen  Polarität  durch  die  Yerthei- 
lungs Wirkung  der  auf  den  benachbarten  TheHen  befindlichen 
entgegengesetzten  Elektricitäten  oft  sehr  wesentlich  gestört 


I)  Cb.  Priedel,  sur  la  pyroölectricitö  dans  la  topaze,  la  blende  etle 
quarU.  Bulletin  de  la  SocMte  mln^ralogiqoe  de  Fraoee.  Tome  II.  IS79. 
Nr.  S.  p.  34. 
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wurde,  so  httUte  ich  spMter  den  Kryslall  bis  anf  die  lu  prüfende 
Flflctie  oder  Kaote  in  Eisen-  oder  Kupferfeilicbt  ein.  Hiedurch 
wurden  alle  auf  den  bedeckten  Theilen  befindlichen  elektri- 
schen Spannungen  unwirksam  gemacht»  und  es  übten  nur  noch 
die  anf  den  freien  Tbeilen  vorhandenen  eine  Yertheilung  auf 
den  mittelst  einer  HebelvorrichtuDg,  jedoch  nicht  biszurBerttb- 
rung,  genäherten  Draht  aus. 

Die  Herren  Gh.  Friedet  und  Curie  haben  nun  nach  die- 
sem Verfahren  meine  Versuche  am  Bergkry  stalle  wiederholt,  und 
die  von  mir  gemachten  Angaben  besteigt.  Sie  sagen:  »Nous 
avons  obtenu  ainsi  des  r^sultats  s^acoordant  en  gendral  avec  eem 
de  M.  Hankel.« 

Die  auf  diese  Weise  beobachteten  Polaritäten  sollen  nun 
aber  nach  der  Ansicht  der  Herren  Priedel  und  Curie  nicht 
wahre  thermoelektrische  Spannungen  darstellen,  sondern  nur 
durch  eine  unregelmässige  (irregulier]  Abktlblung  des  Kry- 
slnlles  hervorgerufene  piezoelektrische  sein.  Die  von  dem 
Kupferfeilichl  bedeckten  seillichen  Theile  mUssten  rascher  er- 
kalten, ;ils  (iif  frei  jm  der  Luft  liegenden;  infolge  dessen  trete 
eine  seilliche  Zusaiiiinenpressuni;  ein,  welche  in  der  Richtung 
der  verlical  gestellten  Nebeiiaxe  eine  Ausdehnung  und  soniil 
eine  dieser  enlsprechenile  Pülaritiit  erzeuizc. 

Der  UiUerscliu'd  in  der  TeniperiiUii-  der  freiliegenden,  und 
der  bedeckten  Theile  der  Krssi.tlloberflache  iMssl  sich  nun  aber 
sehr  vernuudern,  wenn  man  den  Krystall  in  eine  grössere 
Menge  Kupferfei  licht  einsetzt.  In  einem  kupfernen  Kasten  von 
93""  Lilngp  und  .s.)"'™  Üreite  wurde  ein  BergkrystalP)  in  das 
Kupfei li'ilichL  so  eingesplz! .  dass  eine  Kante 2)  frei  blieb,  und 
die  in  ihi-  endigende  Nei>etia\e  \  ertical  stand.  Die  Lünge  dieser 
Nebenaxe  betrug  23""°:  der  Abstand  der  beiden  mit  ihr  paral- 
lelen Prismenlliichen  mnss  19""".  Die  am  untern  Ende  der  ver- 
lical gerichteten  Nebenaxe  befindliche  Kante^)  war  3  bis  4"" 
von  dem  Beulen  des  kupfernen  Gefiisses  entfernt,  und  dis 
Kupferlediciit  in  solcher  Menge  eingeschiiltet ,  dass  seine  Uber- 

<)  Es  war  der  in  der  Abh.  von  488*  unirr  Nr.  k  autgeführte.  Icli  werde 
die  prismatischen  SeitcnflächeOf  ebenso  wie  iu  jener  Abhandlung  mit  den 
Zahlen  4  bis  6,  «od  die  Kanlen  durch  Zusammenstellung  der  Flachen, 
welche  in  ihnen  zum  Durohsohnitl  kommen,  bezeichnen. 

2}  Die  Kaote  (l.i). 

3}  Die  Kante  (4.5. .  .  . 


Digitized  by  Google 


NeIK  BbOBACUT.  LH.  I>.  LLKkTKlCITAT  1).  ÜLHi.kHYSTAl.LKä.  41 

flaebe  im  Niveau  der  freigelasseneB  Kante  lag.  Auf  jeder  Seile 
der  Kante  war  ein  4  bis  5"*  breiter  Streifen  von  dem  Feilicht 
befreit. 

Der  kupferne  Kasten  mit  seinem  Inhalte  wurde  lAngere 
Zeil  in  einem  Ofen  auf  einer  Temperatur  von  435^  gehalten. 
Kach  dem  Herausnehmen  drückte  ich  ein  Thermometer  mit 
cylindriscliem  Gefüsse  dicht  an  der  einen  verticalen  Prismen- 
fliicfae  des  Krystalles  in  das  Kupferfoilicht ,  und  stellte  den 
Kasten  lur  Abkttblnng  aaf  den  Rand  eines  anderen  kupfernen 
Geftoes.  Auf  die  frei  stehende  Kante  wurden  winzig  kleine 
Brocken  eines  bei  51,8"  schmelzenden  Stearins  gebracht.  Als 
das  dicht  neben  dem  Rrystall  stehende  Thermometer  52"  zeigte, 
schmolz  (las  Stearin  noch,  behielt  aber  seinen  festen  Zustand, 
als  tias  Thermonieler  54"  angab.  Im  vorlieizendon  Falle  ist  also, 
selbst  unter  der  Annahme,  dass  die  l)edeckte  Krvstallüache 
nicht  noch  etwas  warmer  gewesen  als  das  anliesende  Thermo- 
meter, der  Unterschied  zwischen  den  freien  und  bedeckten 
Tbeiien  ein  ^dir  fteniii^t  r. 

Es  ist  nun  aber  auch  nicht  schwer,  die  TemperalurvorhiUi- 
nisse  umzukehren,  und  die  bedeckten  Theiio  warmer  zu  erhal- 
ten als  die  freien.  Zu  diesem  Zwecke  \\  m de  anstatt  des  Kupfer- 
feilichts Sand  genommen  und  der  kryslall  in  gleicher  Weise 
einiiehiillt.  Der  Kasten  mit  seinem  Inhalte  war  liinoere  Zeil 
einer  Temperatur  von  90"  ausL'esr(/t  L'cwesen  Als  bei  der 
AbkUhluni:  das  nel)en  der  prisiuatischen  Seitenll.K  lic  stehende 
Tlu^rmoineter  ö3'*  zeitite.  scinnolz  das  auf  die  freie  Kjinic  L:rK  i:ie 
Mearin  nicht  mehr,  .letzt  warfen  also  die  freien  iiieile  kalter 
als  die  1  MMitM  kl«  ii .  es  musste  also  uuitrekcfu't  wie  zuvor,  eine 
Ausde(]?iii iiij  ^inkreeht  */u  der  vertir.tl  iierictiteien  Nebenaxe. 
vivtd  nUo  nach  dieser  eine  /iis;uiiiii<'ii/i<'h(ini!  ^!;t(f finden.  Ware 
die  MeinunL'  der  Herren  i- r  i  e  li  e  i  und  (^nrie  liclilig.  so  liiilte 
bei  dem  im  Sande  abkühlenden  Krystalle  aul  der  frei  iiei^enden 
Kante  die  entjietieniieselzte  Polarität  von  der  auf  dem  im  Kupfor- 
feilicht  erkaltenden  Krystalle  auftreten  müssen. 

Als  nun  die  Kante  auf  ihr  elektrisches  Verhalten  untersucht 
wurde,  zeigte  sie  dieselbe  elektrische  Spannung,  sowohl  wenn 
der  iÜ7StaU  in  der  oben  angegebenen  Weise  in  Kupferfeilicht, 
als  auch,  wenn  er  in  Sand  einjiehüllt  ward.  Befand  sich  der 
Krystall  in  Sand  eii^^ehulll,  so  lies  sich  nicht  nur  die  Kiekiri* 
ciUit  der  freiliegend^  Kante  l)eobachten,  sondern  auch  links 
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und  rechts  neben  ihr  koDDten  Über  dem  Sande  die  entgegenge- 
setzten, den  benachbarten  Kanten  angehörigen  elektrischen 
Spannungen  wahrgenommen  werden,  weil  ihre  Vertheilungs- 
Wirkung  auf  den  genSherten  Platindrahi  durch  den  Sand  nicht 
gehindert  wurde. 

Sonach  hat  alao  der  Umstand ,  ob  das  freiliegende  Flachen- 
stttck  etwas  wUrmer  oder  kMtter  ist  als  der  bedeckte  Theil  der 
Krystalloberflache,  keinen  £influss  auf  die  nach  meinem  Verfah- 
ren beobachteten  thermoelektrischen  Spannungen ,  und  es  sind 
dieselben  also  nicht  durch  eine  unregelmUssige  Abkttblung  her- 
vorgerufene pieioelektrische. 

Die  Herren  Priedel  und  Curie  suchen  die  Ursache  der 
thermoelektrischen  Spannungen  allein  in  dem  Auftreten  unglei- 
chen Druckes,  und  kommen  su  dem  Schlüsse,  dass  die  durch  eine 
regelmässige  Erhitsung  auf  seiner  Oberfläche  entwickelte  Elek- 
triciUltsmenge  auf  irgend  einer  Fläche  gleich  Null  sein  müsse 

Um  diese  Folgerung  su  prOfen ,  erhitzten  sie  einen  Berg- 
kr)  stall  längere  Zeit  auf  480*>  bis  200  ^  fassten  denselben  In 
eine  Pincette,  die  Ihn  nur  in  swei  Punkten  berührte,  und  Hessen 
ihn  dann  in  der  Luft  frei  erkalten,  um  die  Abkühlung  müglichst 
regelmässig  [aiisst  röguli^rement  que  possible)  zu  gestalten. 
Als  sie  dann  den  Krystall  mittelst  eines  angenäherten  Platin- 
drahtes  untersuchten,  fanden  sie  keine  Elektricität  oder  nur  auf 
ganz  unregelmüssige  Weise  vertheilte  Spuren  derselben  ob- 
wohl an  dem  Elektrometer  noch  Vioo  Spannung  eines  Daniell- 
sehen  Elementes  beobachtet  werden  konnte. 

Dieser  Ausspruch  setzt  mich  in  Verwunderung ;  es  müssen 
höchst  unglückliche  Umstände  bei  den  Versuchen  der  Herren 
Fr  i  e  d e  1  und  Curie  obgewaltet  haben,  wodurch  es  ihnen  uu'^ 
mäglich  geworden,  die  auf  den  frei  in  der  Luft  erkaltenden  Berg- 
krystallen  auftretenden  elektrischen  Spannungen  wahrzuneh- 
men. Ich  werde  durch  specielle  Versuche  beweisen,  dass  auf 

1)  II  sernit  du  rrsfe  farüp  d't^tahlir,  que  la  ([unutifi^  d'elecitM  iit'  t!«^- 
s;ag^e  par  un  ci  haullcDicat  rej^ulicr  sur  une  surface  quelconque  Uui(  de 
inöruc  ölre  nulle. 

2}  En  opdrant  ainsi  oous  o^avons  point  troovö  d'ölecUlcitö  sor  les 
crislaux,  oo  seulement  des  traces  distrlbu^es  d'une  facon  tout  ä  foit 

irrt^L'uliero.  Nous  nvons  opöre  de  mömc  sur  los  lautes  laillöes  perpondi- 
«  ulaiierDcnt  ii  Tun  do«;  a\es  dhdmimorphisme  et  nous  n'avons  pas 
dovanlage  trouv^  d'61eclricil6. 
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dao  frei  in  der  Luft  erkaltenden  Bergkrystallen  «elektrische 
Spannungen  entelehen,  und  dass  die  Pole  gerade  dieselbe  Lage 
haben,  wie  bei  der  Prüfung  der  in  Knpferfeiliöbt  oder  Sand  ein- 
gebauten Krystalle.  Bei  den  Beobachtungen  auf  dem  ringsum 
freien  Kryatalle  kann  natttrlich  der  Fall  eintreten ,  dass  ein 
ififolge  der  Bildung  des  Krystalles  aehwacber  Pol,  welcher  swi- 
sdien  xwei  entgegengesetit  elektrischen  starken  oder  auch  nur 
neben  einem  solchen  sehr  starken  Pole  liegt,  bei  der  Prüfung 
mittelst  des  angenäherten  Platindrahtes  nicht  in  seiner  eigent- 
lichen Beschaffenheit  wahrgenommen  werden  kann ,  weil  die 
starken  entiieurimeselzt  eleklrischon  seitlichen  Pole  die  schwä- 
chere  Verilieilungswirkiing  des  unterhalb  der  Spitze  des  Platin- 
drahtes liej^enden  überbieten.  Wie  schon  oben  erwHimt.  ist  es 
gerade  dieser  Umstand  gewesen,  der  mich  zur  Einimiiung  der 
Kristalle  in  eine  leitende  Substanz  bewogen  hat. 

Kin  Bergkrystall  M  vvurdp  mit  seinem  unteren!  ndc  luittelst 
ijuiiHiii  iiidhieuin  nuf  einem  Korke  hefesligt,  und  Liüiiere  Zeit 
bis  < 90°  erhitzt.  Der  korlv  war  unten  in  der  Richtung  seiner 
Äie  mit  einer  Durchbohrung  versehen,  miuelst  welcher  er  auf 
einen  neben  der  zur  AnnitherunL'  des  Platindrahtes  dienenden 
HehelvcuTielitung  bermdlielien  hon/onlalen  starken  cyiindrischen 
Mes-sint:(lrahl  aufi^esteekl  wurden  konnte.  Der  Bergkrystail  lag 
dann  mit  seiner  ilauptaxe  horizontal  unterhalb  des  mit  dem 
Goldhiitilchen  des  Elektrometers  verbundenen  Plalindrahtes, 
Uli  1  dureh  Verschieben  und  Drehen  des  Messini^drahles  in  der 
Hülst'  -eines  Trailers,  ^ri\vi(»  dureh  N  <  rsrhieben  der  Sehütlen 
der  Hei)elvorrichtun|i  Hess  sich  mit  Leu  litiukeit  jeder  Punkt  einer 
Kante  oder  Fläche  des  Kryslalles  nniielsl  Annnherun^  des 
Klatindrahtes  auf  seine  elektrische  Spannung  untersuchen.  Die 
Fmpfindlichkeit  des  Elektrometers  war  so  yross.  dass  die  Spnn- 
uuüt;  an  dem  einen  Pole  eines  Danlell  sclieti  Idt  riientes ,  dessen 
amlerer  Pol  zur  Knie  abizeleitet  \Nar.  einen  Ausschlag  des  Gold- 
blättchens von  ;i9  Skalentheilen  hervorbrachte  7>  =  39),'^ 

Ich  will  der  Kürze  wegen  nur  die  auf  einem  in  halber  Hohe 
durch  den  Kryatall  gelegten  Querschnitte  beobachteten  elektri- 

1'  Der  in  meiner Abtiaiullung  \oo  4866mitNr.  IV  hezeichnelc  und  aul 
Tafel  1  unter  Fig.  U  und  \  Q  abi^ebilUete.  Die  Seiteoilächen  sind  oben  mit 
(leoselben  Ziffern  bezeichnet,  wie  in  jener  Abhandlung. 

%)  lo  dieser  Welse  D  i«  werde  ich  im  Folgenden  kon  die  Empfind- 
lichkeit des  Elektrometers  bezeichnen. 


Dlgitized  by  Google 


44 


W.  Hanebl, 


sehen  SpannuDgen  anfahren.  Es  werde  der  linke  Endpunkt 
einer  Seite  dieses  Querschnittes  mit  die  Hüte  derselben  mit 
6,  und  der  rechte  Endpunkt  mit  f  t>ezBiehnet.  Der  Punkt  f  der 
Flache  I  und  der  Punkt  d  der  Fläche  2  liegen  also  dicht  neben 
der  Mitte  der  Kante  [i .  2).  Die  folgende  Tabelle  gibt  die  auf  den 
verschiedenen  Punkten  dieses  Querschnittes  einige  Zeit  nach 
dem  Beginn  des  Erkaltens  beobachteten  elektrischen  Span- 
nungen. 


f 

Kante 
<Xltte) 

Fläche  i.  --84 

4-42 

(4.2)+50 

(2.3)+  8 

-  3.-4 

+13 

# 

(3.4)  ^ 

"TT* 
TT 

—  i 

(4.0)— 44 

-     5.  —40 

—37 

(5.6+29 

-     6.  4-53 

# 

—48 

,6.4—33 

Dor  auf  die  Kante  (5.3  falleode  nefzative  Pol  vt  rmaji  nur 
am  linken  Rande  der  Flache  ;i  aufzutreten;  auf  der  Kaiile  f2.3 
selbst  ^ibl  er  sich  nur  durch  die  geringe  Stürke  der  positiveu 
Spannung  kund. 

Ein  anderer  BergkrystaiP)  wurde  ebenso  behandelt,  und 
die  folgenden  Spannungen  beobachtet* 


d 

e 

r 

kante 
(Kittel 

Flüche  1.  = 

+  5 

+50 

(4.2+44 

-     i.  +44 

(2. 3, —70»^ 

-     3.  —68 

+42 

+70 

(3.41+70 

+37 

+28 

(4.0)4-35 

5.  +ö3 

# 

+4;i 

(ÖJ> +22 

-     6.  +13 

Bei  diesem  Krysi.i! 

It»  vermai; 

aui  der  Kante 

fi.5)  die  ihi 

entsprechende  negälive 

Spannung  nicht  sichtbar 

zu  werden 

4 )  Die  Ze{clien4t  und  ssbedeaten  eine  so  slarke  elektrisch«  Spannung, 
dass  das  Goldblättchen  gaos  aus  dem  Gesichtsfelde  des  Mikroskops  hinan» 

getrieben  wurde. 

1)  Der  in  der  Abh.  von  4  881  raii  Nr.  k  bezeichnete  und  io  Fig.  4  auf 
Taf.  1  derselben  ab^^ebildet«  Ivrv stall. 

8)  Die  Hikrometerskale  enthielt  beiderseits  nur  50  Skth. ;  hlleb  das 
Goldbliittclien  überhaupt  noch  »icbtbar,  so  worden  die  grosseren  Ans^ 
schlage  als  50  nur  geschiitxt. 
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dieselbe  Irilt  aber  sehr  besliriiiui  aul,  wenn  der  KryslaU  bis  auf 
die^e  Kante  in  Kupferfeilicht  cingeselzl  wird. 

Die  beiden  mit^etheilten  Beobai  Ijiungsreihiui  w  trden  genü- 
gen, um  die  Behauplung  der  Herreu  t  riedel  und  Curie,  dass 
auf  der  Oberfläche  eines  reiiehnassig  erkaltenden  Bergkrystalles 
elt'kiriM'iie  Spannungen  (heutetisch  niciil  erwarten  wären 
QDd  aucli  ibatsächlich  sich  nicht  /.eisten,  als  unbep;ründet  zu 
widerlegen.  Der  mit  seineui  unteren  Ende  au  dem  sehr  schlecht 
ieilendeu  Korke  befestigte  Ber^ikrystali  kühlte  sich  sicherlieh 
noch  regelmässiger  ab,  als  der  in  der  melaiiischen  l^incette  an 
iwei  Punkten  gefasste. 

Aus  allen  im  \ Orsiehenden  aniiefilhrlen  Versuchen  ergibt 
sich  ako  das  unnin-iüSsliL'he  Hesiillat,  dass  die  von  mir  ange- 
gil  iir  thermoeiektrischc  VcrlheiluDg  in  Wirklichkeit  vor- 
baudeu  ist. 

b]  Verbreitang  der  elektrischen  Polaritäten  auf 
der  Oberflache  der  Bergkrystalle. 

Oben  S.  36  habe  ich  die  eigenthünilich  schief  von  oben 
nach  unten  gehende  Richtung  der  elektrischen  Zonen  auf  kurzen 
ringsum  normal  ausgebildeten  Bergkrystallen  beschrieben ,  und 
angegeben ,  wie  diese  Richtung  bei  den  sogenannten  rechten 
und  linken  JKrysialien  verschieden  ist.  Die  Herren  Priedel  und 
Coric  meinen,  dass  ich  durch  eine  vorgefasste  Idee  Uber  einen 
Zusammenhang  der  plagiedrischen  nemiedrie  und  der  nicht 
deckbaren  rechten  nnd  Unken  Gestalten  mit  den  elektrischen 
£rsobeinuQgen  zu  jenem  Ausspruche  gekommen  sei.  Diese 
Äusserung  muss  ich  jedoch  mit  alier  Bestimmtheit  zurück- 
weisen; nicht  eine  vorgefasste  Idee,  sondern  die  Betrachtung 
derauf  dem  Krystall  Nr.  XI  (einem  sogenannten  linken)  meiner 
erslen  Abhandlung  (4866)  beobachteten  und  in  das  Taf.  11  Fig.  89 
^zeichnete  Netz  desselben  eingetragenen  elektrischen  Span- 
nungen wies  deutlich  auf  die  schiefe  Lage  der  elektrischen 
i^en  hin,  und  die  Vergleichung  dieser  Vertheilung  mit  der  auf 
Taf.  I.  Fig.  4  derselben  Abhandlung  abgebildeten  Vertheilong 
»uf  einem  rechten  Krystalle  seigte  hinlänglich  den  Unterschied 
in  der  Richtung  der  elektrischen  Zonen  bei  linken  und  rechten 
Bergkrystallen.  Eben  diese  schiefe ,  mit  dem  Gegensatze  von 
rechten  und  linken  Krystallen  susammenhüngende  Richtung  be- 
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sUitigen  auch  die  in  die  Netze  der  KrystaUe  Nr.  4,  8  und  3  der 
zweiten  Abhandlung  (1882}  eingetragenen  BeobaeliiungeD. 

Jedem,  der  die  in  diese  Kryatallnetze  eingetragenen  Beob- 
achtungen betrachtet,  muss  der  Unterschied  iwiachen  aogenann- 
ten  rechten  und  linken  Krystallen  auffallen,  und  ich  kann  mich 
daher  hier  mit  einer  Hinweisung  auf  jene  Zeichnungen  vollstän- 
dig begnügen ;  und  dies  um  so  mehr,  da  auch  die  Herren  Friede! 
und  Curie  die  gedrehte  Lage  der  Zonen  auf  den  ringsum  ausge^ 
bildeten  Krvstallen  mit  kleinen  Prismenflächen  anerkennen ; 
nur  scheint  sie  ihnen  rein  zufällig  und  vielleicht  aus  der  äusse- 
ren Form  der  Pyramiden  und  aus  der  daraus  entstandenen  ün- 
gleichlieit  der  Teniperiilur  hervorf^egani^on  zu  sein.  Nun.  die 
Anzahl  der  in  beiden  Abhandlungen  gegebenen  /Aivor  angeführ- 
ten Abbildungen  der  eben  bezeichneten  Krystalle  dtlrfte  hin- 
reichen, um  blosse  Zufälligkeit  auszuschliessen. 

Dass  durch  die  Kinschiebuiiu,  längerer  PrismenflMchen  und 
durch  eine  infolge  kleinerer  eingefügter  um  180"  gedrehter 
Stücke  bewirkte  anomale  Ausbildung  der  P^raiuidenllaeheu  die 
schiefe  Lage  mehr  oder  weniger  undeutlich  wird,  ist  wohl 
selbstverständlich. 

Aus  der  angegebenen  Verbreitung  der  beiden  Elektricitäten 
auf  der  ObrrflJlche  der  rinesum  normal  ausnebildeten  Krvstalh» 
folgt  nicht,  das.s  die  elekirlschen  Axen  nur  A\en  im  geometri- 
schen Sinne  sein  können.  iJer  Bergkrv stall  ist  in  der  l^iohtung 
seiner  Nebenaxen  heminioqyh,  und  infolize  (iie>>er  iiildung  ist 
wohl  zu  erwarten,  dass  ebenso  wie  Ijeirn  lurmalin  jedes  Bruch- 
stück in  der  Uidilung  der  liemimorphen  Axen  seine  Pole  be- 
wahrt Dieser  Salz  gilt  aber  nicht  mehr  für  <las  thermoelek- 
trische  Verhalten  synnnelrischer  Substanzen,  bei  denen  .  w  ie 
ich  an  vielen  Heispielen  ff opas ,  Schwerspath,  Apophyliil, 
Brucit ,  (J\ps,  Orthoklas,  Pennin  u.  s.  \v.'  gezeigt  habe,  die 
elektrische  Vertheilung  auf  Bruchslücken  eine  andere  sein  kann, 
als  auf  dem  ganzen  Krystalle. 


1)  Ich  selbst  habe  bis  jetzt  keine  Beobachtungen  an  parallel  mit  der 
Hanptnxe  zerschnittenen  Bergkr\stallen  angfstelll.  Aus  den  von  lienu 
Krieüel  mit  senkrecht  gegen  die  elektrischen  Axeo  geschuitieoeo  Platten 
angestellten  Versuchen  ergibt  sich  keine  Abweichung  voo  den  an  vollstlln- 
digen  anverletzlen  Krystallen  von  mir  gemachten  Beohachtungen. 
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Ad  II. 

Es  ist  den  Herren  F  r  i  e  <l  e  I  und  C  ur ie  nicht  geluiü^t  n.  die 
von  mir  entdeekieo  uktinoelrktrischen  Spannungen  zu  l>*  ohaeli- 
ten.  Sie  hnben  die  StriihluQii;  einer  rinsflanniic  durch  eine 
Flussspalhlinse  auf  den  Berpkryslnll  Lidciht.  um\  dabei  nur 
schwache  und  unresielrntlssige  Anzeichen  von  Kleklricität  erhal- 
ten. Da  keine  weiteren  Details  von  ilnien  ani;egehcn  werden, 
so  vermag  ich  natürlich  den  Grund  dieses  Misserfolges  nicht 
nachzuweisen.  Flussspath  ist  wohl  nie  in  sehr  lirossen  reinen 
Sttlcken  zu  haben  ,  und  iässt  auch  weniuer  voiikonunen  die 
Wärme  durch,  als  Steinsalz.  Weit  besser  wäre  es  gewesen,  den 
von  mir  meistens  benutzten  Hohlspiegel  oder  auch  selbst  einfach 
die  directe  Strahlung  der  Flarome  zu  benutzen.  Bei  empfindli- 
chen Krystallen  reicht,  wie  ich  in  meiner  Abhandlung  schon 
erwähnt,  ein  in  die  Nllhe  des  Bergkrj-stalles  gehaltenes  bren- 
oendes  Streichhölzchen  oder  die  Flamme  eines  Wachsstockes 
hin,  um  sehr  beträchtliche  Ausschläge  im  Elektrometer  hervor- 
zurufen.  Die  Herren  Priedel  und  Curie  sprechen  selbst  die 
Vennuthung  ans,  dass  es  ihnen  vielleicht  nicht  gelungen,  sich 
genttgend  dem  von  mir  angewandten  Verfahren  zu  nähern. 
Sie  fordern  den  Nachweis,  dass  die  aktinoelektrischen  Erschei- 
nungen eine  von  der  ThermoelektriciUit  verschiedene  Ursache 
haben,  und  nicht  einfach  durch  eine  unregelmassige  Erwärmung 
hervorgerufen  werden. 

Die  Beweise  fttr  die  Verschiedenheit  der  Aktinoeiektricitai 
imd  der  Tbermoelektridtät  habe  ich  in  meiner  Abhandlung  be- 
reits niedergelegt,  und  ebenso  Bnden  sich  Versuche  darin, 
welche  darthun,  dass  eine  infolge  der  Bestrahlung  eintretende 
iroregelmllssige  Erwärmung  nicht  die  Ursache  der  Aktinoelek- 
tricitüt  sein  kann.  Ich  will  indess  hier  dieselben  nochmals  su- 
saoimenstellen  und  durch  neue  Beobachtungen  weiter  sttttzen. 

a)  Die  in  meinen  beiden  Abhandlungen  und  ebenso  die  im 
vorhergehenden  Abschnitte  mitgetheilten  Beobachtungen  be- 
weisen, daas  diejenigen  Kanten,  welche  trigonale  Gestalten 
tragen,  beim  Erwärmen  negativ  und  beim  Erkalten  positiv  wer- 
den, wahrend  die  drei  anderen  Kanten  beim  Erwarmen  positiv 
und  beim  Erkalten  negativ  werden.  Bei  der  Bestrahlung  tritt 
jedoch  auf  den  ersteren  Kanten  positive,  auf  den  letzteren  nega- 
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tive  Polarität  auf  >),  aJso  dieselbe^  welche  auf  diesen  Kanten  bei 
der  Abkühlung  sieb  zeigt.  Wäre  die  Aktinoelektridtfit  thenno- 
elektrischen  Ursprungs,  so  mttssten,  weil  die  Bestrahlung  doch 
unbedingt  eine  Erhöhung  der  Temperatur  des  Krystalles  her- 
vorbringt, die  Elektricittften  gerade  die  enti^egeogesetsten 
sein.  Die  Aktinoelektricitttt  kann  also  nicht  durch  denselben 
Vorgang  entstehen,  wie  die  Thennoelektricitttt. 

b]  Dies  Letztere  geht  femer  daraus  hervor,  dass  die  Akti- 
noelektricitat  in  ungefilbr  40  Secunden  nach  dem  B^inn  der 
Bestrahlung  ihr  Maximum  erreicht,  und  ebenso  auch  wieder  in 
einem  solchen  Zeiträume  nach  dem  Aufhtfren  der  Bestrahlung 
verschwindet  2),  wahrend  die  thermoelektrischen  Spannungen 
sich  nur  sehr  langsam  mit  der  Erwärmung  und  Abkühlung  der 
Masse  des  Kry Stalles  entwickeln. 

c)  Die  aktinoelektrisclien  Spannungen  entstellen  uiclit 
durch  ungleiche  Eruai  aiungen. 

In  meiner  Ahlwiiullunp:  habe  ich  bereits  angef^eben ,  dass 
lilr  (i;is  Aulii  eten  der  Aktinoeleklritiiai  überhaupt  die  Richtung, 
in  weicher  die  \\  arint'sli  nhleu  auf  den  Kryslall  treffen,  gleieh- 
gUltig  ist.  dasis  die  Strahlen  selbst  parallel  mit  der  llauptaxe, 
also  senkreeht  uegen  die  Nei»eiiaxen  gehen  können^). 

Um  eine  niügliclisl  ^leicbfurnii^e  He.shahUiiig  zu  erhalten, 
wurde  jetzt  ein  BergkrystalM  ,  ähnlich  wie  im  vorhcrcehenden 
Absehiiitle,  mit  seinem  unter«'n  Ende  auf  einem  Korkt*  iK-festigt, 
und  mit  diesem  auf  den  >le.s.siugstab  gesteckt,  sd  da.ss  seine 
Hauptaxe  lutrizontal  laij.  In  der  Verhintieriinti  der  Ilauptaxe 
stand  ein  üohlspieLN'].  welcher  die  von  zwri  «lirht  hintereinan- 
der brennenden  (jübtiammen  aiisiieht  iKirii  ^^  ;iriin  si r.ililrii  inim- 
lichst  parallel  mit  dei- Ilauptaxe  muI  Irii  kr\siaü  sandte.  Es 
wurden  zwei  Flamn  n  ^i  rK  imnen ,  um  ein  sehr  grosses,  nahe 
gleichmüssiu  bestraiiii  >  1  ♦  !<i  /u  erhalten.  Der  krystall  konnte 
■  mittelst  de^  e\  lindrischen  Messiugstabes  um  seine  A\e  gedreht, 
und  die  an  der  Hebelvorrichtiing  angeschraubt«'  und  mit  dem 
Gk)ldbIUttchen  des  Elektrometers  in  Vj'rbindung  stellende 
Kugel  auf  die  jedes  Mal  obere  Kante  desseiben  aufgelegt 
werden. 

1;  S.  die  Abh.  S.  5ü9ff. 
S.  die  Abh.  S.  51 8  ff. 

3)  Ebend.  S.  507. 

4)  Der  in  der  Abb.  von  tSSl  mit  Nr.  IS  beseichnele. 


Digitized  by  Google 


Neue  Beobacht.  üb.  d.  Elkktbicität  d.  Hekgkrystalles.  49 


In  einer  solchen  Versuchsreihe,  bei  welcher  /)  =  55,  wurde 
beobachtet  auf  der  Kante 

der  Ausschlag 
(1 .8)  +90 
(2.S)  —50 

(3.4)  +54 

(4.5)  ~60 

(5.6)  -f-81 
((iJ)  —49 

Es  traten  also  (li«\sel]»en  Klektiiciläten  an  den  einzelnen 
kanten  ^uif,  wio  solche  hei  der  Bestrahlung  in  der  Hichtung 
einer  Nei)en»i\ e  sit'h  ^czeiLzi  lullen'  . 

d)  Tn  riieiiit'i  AhhnndhiiiL' ^  ii  ihc  icfi  fevTier  ant^efUlirl,  dass, 
wpnn  du*  Hestralilunj*;  einige  Minuten  iorli^eselzt  wird,  sieh 
ialol^e  dei-  Krwärinung  der  Masse  des  Kr}st;dles  neben  der 
AktinoelektriciUit  gleichzeitig  auch  die  ihermoeiektricit^it  zu 
entwickein  beginnt.  Letztere  ist  nf)er  der  ersteren  entgegen- 
liesetzt ;  es  beginnt  also  der  durch  die  AktiDoelektricitHt  hervor- 
gerufene Ausschlag  abzunehmen ,  oder,  wenn  man  das  Elektro- 
meter entladen  bat,  dasGoldblüttchen  nach  der  entgegeni:esetzten 
Seite  zu  gehen.  Dabei  besteht  aber  die  Aktinoelektncitüt  im 
Krystalle  fort,  so  lange  die  Bestrahlung  anhMil.  Gesetzt,  die 
kupferne  Riigel  wäre  an  die  Kante  (1.^)  des  zuvor  benutzten 
krystalies  angelegt,  weiche  bei  der  Bestrahlung  positiv  wird. 
Hat  man  das  Elektrometer  entladen,  so  bleibt  auf  der  Kugel  die 
entsprechende  Menge  negativer  RIektricitat  gebunden ;  während 
durch  die  entstehende  schwache  negative  ThermoelektricitHt 
umgekehrt  in  der  Kugel  eine  entsprechend  sohwache  positive 
gebunden  wird.  Wäre  die  Thennoelektricitttt  allein  vorhanden, 
80  würde  In  den  ersten  Seounden  nach  dem  Auslöschen  der  be- 
ttrablten  Flamme  das  Goldblättchen  seine  U^ge  nicht  oder  nur 
sehr  wenig  ändern ,  indem  die  Eiitaltung  der  Masse  des  Kry- 
stalies erst  allmäh  1  ig  sich  einstellt;  infolge  der  durch  das  Ver- 
aehwinden  der  Aktinoelektrieität  auf  der  Kugel  frei  werdenden 
negativen  Elektricität  zeigt  dagegen  das  Goli&lättchen  einen  fast 
ebenso  grossen  negativen  Ausschlag ,  wie  zuvor  beim  Eintritt 
der  Bestrahlung  positiven. 


1/  Ebend.  Taf.  11.  Fig.  Ii.  C. 
S)  Ebend.  8.  540. 

MML-fkit.  ClMM.  1889. 
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e)  Eben  diese  Vorgänge  lassen  sich  auch  ohne  Flamme 
blos  durch  das  Auflegen  einer  warmen  MetaUkiigel  auf  die  Kante 
eines  Bergkrystalles  erhAlten,  wie  ich  gleichfalls  in  meiner  Ab- 
handlung*) schon  angegeben  habe.  Mittelst  der  Hebelvorricb- 
tung  wurde  eine  ungefttbr  70^  warme  Ifessingkugel  von 
Durchmesser  auf  die  mit  trigonalen  Fltfchen  versehene  Kante 
eines  Bergkrystalles^,  welcher,  um  ihm  eine  feste  Lage  zu  geben, 
bis  auf  diese  Kante  In  Kupferfeilicht  eingesetzt  war,  aufgelegt. 
Es  entstand  ein  Ausschlag  -|-  45  Skth.  Das  Elektrometer  wurde 
40  Secunden  nach  dem  Auflegen  entladen  und  wieder  isolirt. 
Das  Goldblttttcben  ging  jetzt  nach  der  negativen  Seite ,  in  einer 
Minute  bis — 40.  Das  Elektrometer  wurde  wieder  entladen, 
Würe  nun  blos  die  negative  Tbermoelektricitlfi  an  der  Kante 
vorhanden  gewesen,  so  hMite  die  Kugel  nur  gebundene  positive 
ElektricitSl  enthalten  können,  und  beim  Abheben  der  Kugel  von 
der  Kante  iWitte  das  Goldblättchen  einen  positiven  Ausschlag  von 
untEefähr  10  Skth.  zeitigen  müssen.  Thatsiichlich  entstand  aber 
beim  Abheben  ein  starker  negativer  Ausschhii;  von  — 25  Skth., 
ein  Beweis  ,  dass  die  positiv  e  Aklinoelekh  icilUt  fortbestanden, 
und  nur  in  ihrer  Verliieiluuizsw irkiiui^  durch  die  jirnngere  ne- 
gative rheriudelektricilat  elwns  j^eschvsilchl  worden  war. 

Es  ist  dies  ein  iianz  anderes  Veriiailen,  als  <iie  nui*  ilM»rmo- 
eleklrische  SpannmiLMMi  aufweisenden  Krystalle.  /..  B.  der  Tur- 
malin,  darbieten.  \V  ird  /.  R  auf  das  l)ei  steiii<  iuit'r  Tf'rnperaf ur 
negative  Knde  eine  s  1  u  i  iniilins  die  zuvor  beschriebene  auf  HO 
bis  40"  ei\\;lrinle  kiijzel  aufiielei;!  ,  so  uelit  das  Goldblätlelien 
langsam  un<i  ^il  ti^  nach  tler  negativeii  Seite.  Entladet  mau  uuu 
das  Elekfn>nn  i«  r,  isollrj  es  wieder,  und  hehl  (he  Kugel  ab,  so 
entsteht  ein  eutspredu'uder  positiver  Ausschlag. 

f)  Die  aktinoelektrischen  Vorgänge  sind,  wie  ich  ebenfalls 
in  meiner  Abhandlung gezeigt  habe,  umkehrbar:  d.  h.  bei 
Annäherung  eines  kalten  Körpers  an  die  Kante  eines  Bergkry- 
stalles entstehen  ebenfalls  aktinoelektrische  Spannungen  auf 
diesen  Kanten,  nur  mit  entgegengesetzter  Polarität,  als  wenn 
den  Kanten  ein  warmer  Körper  genähert  wird. 


I)  Ebend,  S.  520. 

3)  Der  in  der  Abb.  von  1884  mit  Nr.  8  beieicboele;  Kante  (S.l). 
8)  fibend.  S.  590  ff. 
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Ich  erhitzte  bei  den  früheren  Versuchen  die  bis  auf  diL'  /u 
prüfende  KaiUe  in  Kupferfeilichl  einf^ehülllon  Ht  i  ukr\  slnlle, 
und  niiluMü'  dor  freiliegenden  Kante  die  zuvor  h('s<  hrjebenc 
auf  der  Temperatur  des  Zimmers  belindiichc  Messinukngel  bis 
zur  Bertlhrunj;.  Bei  diesefii  Vorfahren  wirkte  aber  f?leichzeitii» 
die  nui  dieser  Kante  vorlünidene  thenrioeleklrische  Spanming 
auf  die  Kugel,  un«!  mussic  Imm  der  Beurtheiluog  des  Besuitaies 
m  lieehnung  gezogen  werden. 

Irh  habe  jetzt  diese  umj^ekehrlen  aktinoelektrisi  lien  Vor- 
^üniit'  in  etwas  abgeänderter  Weise  wiederholt,  indem  ich  die 
Teiiiperalurunlersehiede  dadurch  hervod>ra('hfe ,  dass  ieh  den 
HtTgkr} stall  auf  der  gewöhnlielieii  Zinmicrlemperalur  beiiess, 
dagegen  aber  den  genHherl*  n  korpt;r  ahkülille.  Als  solcher 
diente  zunMf'hsl  ein  hohler  iMe;si>jn|4WÜrfel ,  der  auf  einer  Scilr 
gescliw iir/l,  und  mit  einer  Mischiini^  aus  Kochsalz  und  Schnee 
iiefullt  war,  so  ddss  seine  Tempcrülui*  bi^  — 7"  oder  — 8" 
sank. 

Bei  diesem  Verfahren  war  zwar  die  Störung  durch  rbe  Ther- 
moeiektricilüt  des  Kryst^dles  ausgeschlossen ,  dafür  trat  aber 
eine  andere  ein.  Es  waren  der  Kr\  stall  und  die  an  seiner 
KaDte  stehende  kupferne  Kugel  nebst  der  Leitung  xum  EUtklro- 
meter  möglichst  nn't  Melallschirmen  bedeokl;  dessenungeachtet 
wurde  doch  durch  das  blosse  Hinstellen  eines  mit  der  £rde  ver> 
hundenen  Leiters,  (des  durch  einen  Kupferdraht  stets  zur  Erde 
abgeleiteten  MessingwUrfeis  von  der  Temperatur  des  Zimmers), 
die  Vertbeilungsvs  irknn:;  der  in  der  Zinuncrluft  vorhandenen 
filekiricitat  auf  die  Kupferkugel  und  ihre  J^itung  zum  Elektro* 
meler  so  geändert,  dass  mehr  oder  weniger  grosse  Ausschlüge 
im  Elektrometer  entstunden.  Als  sc.  B.  sufUUig  ein  Bunsen'scber 
Brenner  einige  Minuten  im  Zimmer  gebrannt  hatte,  rief  das 
Hinstellen  des  auf  Stubentemperatur  befindlichen  Messing- 
Würfels,  einfach  durch  seine  Beschattung  (wie  ich  es  kurz 
nennen  will)  einen  Ausschlag  von  38  Skth.  hervor.  Werden 
alle  Veranlassungen  eu  betrüchtlicher  Ladung  der  Luft  im  Zim- 
fner  vermieden,  so  lässt  sich  jener  Ausschlag  sehr  vermindern ; 
gaoz  zu  beseitigen  ist  er  aber  ohne  grossartige  Vorrichtungen 
nicht.  Wird  jedoch  das  Elektrometer  abgeleitet  gehalten,  wUhrend 
der Wttriel  von  Stnbentemperatur  in  die  Nahe  der  Kryslallkante 
gestellt  wird,  und  dann  erst  isolirt,  so  bleibt  das  Goldblättchen 
nibig  in  seiner  Lage:  die  Änderungen  in  den  VerUieilungswir- 
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kuDgen  verlaufen  eben,  da  nur  gute  Leiter  in  Frage  koinmen, 
augenblicklich. 

Ufii  nun  die  Linkelirimg  der  .ikliooeleklrischcn  Vortj'finsie 
nacli/iivvoiseii,  wandte  ich  ein  die  vorstehenden  Bern«  t  kungen 
berücksichtit;ciu1cs  Vcrfalin'u  an.  Der  bis  —  7"  ali^^ckiihUe 
und  durch  einen  Kupferdraht  mit  der  Erde  in  .sirtci  Vci  hinduTit; 
bleilM'iuh»  Mcssingwürfel  wurde  mit  seiner  !>f  l  ussicn  Seite  der 
Kante  eines  Beriikryslalles  in  3  l>is  ;>"^"'  Altstaiid  uet^euUlier  a\ifein 
gleichfalls  zur  Erde  abgeleitetes  Melallhleeh  ^jcsJelll .  während 
das  Kleklromeler  abgeleitet  bliel»  Krsl  nach  (iem  /uriick/.iehen 
der  Hand  vom  Wtlrfel  wurde  dann  die  Ableitung  des  Elektro- 
meters aufgehoben. 

ich  will  die  an  den  sechs  Kanten  eines  Bergkryslaües  in 
dieser  Weise  ausgeführten  Beob.-u'htungen  mittheilen ,  bemerke 
aber,  dass  die  an  geführten  Zahlenwerthe  nicht  streng  vergleichbar 
sein  können,  weil  der  Würfel  mit  seiner  berussten  Fläche  nicht 
immer  in  genau  denselben  Abstand  von  der  Krystallkanle  hin' 
gestellt,  und  die  Ableitung  dos  Elektrometers  nicht  iimner  in 
gleichem  Zeilintervalle  nach  dem  Hinstellen  des  Würfels  auf- 
gehoben worden.  Die  Zahlen  sollen  nur  dienen,  um  eine  aoge- 
nUberte  Vorstellung  von  der  Grösse  der  Wirkungen  zu  geben. 

Derselbe  Krystall*),  an  welchem  die  S.  49  beschriebenen 
Versuche  bei  Bestrahlung  angestellt  wurden ,  stand  mit  seiner 
Hauptaxe  vertical.  Einer  seiner  Kanten  wurde  die  berosste 
Seite  des  Würfels  genähert;  an  der  gegenüberliegenden  Kante 
stand  die  mit  dem  Elektrometer  verbundene  kupferne  Kugel. 

Der  —  7«  kalte  W  m  fel  stand 


vor  der  Kante       Kugel  an  der  Kante       beobachtete  Ausschlttge 

(4.r,)  (1.2)  — 28  Sktb. 

(5.6)  ;'2.3) 

(6.1)  (:i.4)  —22,2 

(1.21  (4.5)  H-28 

(2.3)  (5,6)  —25 

(3.4)  (6.1)  -f-U. 


DieVergleichung  mit  den  auf  8. 49  angeführten  Beobachtan- 
gen  «eigt,  dass  bei  Aonübening  des  kalten  Würfels  stets  dieentge- 


4j  Krystall  Nr.  t2  der  Abb.  von  4  88t. 
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gcDgesetxte  Spannung  als  beim  Bestrahlen  durch  eine  Flamme 
aneugt  wurden. 

g]  Eben  diese  Umkebrung  der  aktinoelektrischen  Vorgänge 
gelang  auch,  als  eine  auf  ungefähr  ü"  abfjekllhlle  Messingkugei 
aul  Ulf  kaiiLc  eines  Her^kryslalles  von  der  leniperalur  des  Zim- 
mers aufgelegt  wurde. 

Ais  z.  B.  dieüe  Kugel  auf  die  Kante  (1.2)  des  zuvor  benutz- 
ten Krystalles  gelegt  N>urde,  entstand  ein  Ausschlag  von 
—  34  Skth.  Als  die  Kugel  auf  die  Kante  (?.3)  nufgelegt  wurde, 
entstand  ein  Aussehlag  von  -f-  28  SkUi.  u.  s.  w.  Blieb  die 
Kugel  nachdem  die  entstandene  Aktiuuelektricilal  abgeleitet, 
war,  ein iiie  Minuten  liegen,  so  erschien  auf  der  ersten  Kante 
der  Abkilhiuug  entsprechend  positive,  und  auf  der  zweiten  ne- 
gative Thermoelektricintl. 

h)  Das  Entstehen  und  das  Versehwinden  der  Aktinoelek- 
tricitäl  zeigen,  wie  ich  nachgewiesen  habe,  gleichen  Verlauf. 
Ich  will  hier  die  an  der  Kanle  eines  Bergkr^stalles  nach  dem 
Bestrahlen  und  dem  Auslöschen  der  Klamme  gemachten  bereits 
in  meiner  Abhandlung^)  mitgetheiiten  Beobachtungen  neben 
einander  stellen.  In  der  ersten  Columne  steht  die  Anzahl  Se- 
cunden,  welche  seil  dem  Anzünden  oder  Auslöschen  der  Flamme 
verflossen  sind ,  die  zweite  und  vierte  enthalten  die  zu  dieser 
Zeit  beobachteten  Spannungen,  die  dritte  und  fünfte  die  Zu- 
wachse oder  Abnahmen  in  je  fünf  Secunden.  Da  kun  vor  dem 
Auslöschen  der  Flamme  das  Elektrometer  entladen  war,  so 
geben  die  Zahlen  der  vierten  Columne  ein  Maass  fUr  das  Ver- 
schwinden der  AktinoelektricitcU.  ThatsUchli<'h  sind  sie  die 
durch  dieses  Verschwinden  in  deren  derKrystalikante  stehenden 
Kngei  frei  werdenden  Elektrieitflten. 


Bei  Besirah- 

Zunahme  io 

Nach  dem  Aus- 

ZunahiDe j 

verilo.ssen 

lODg 

&Sec. 

löschen 

5  See. 

0 

0 

■ 

0 

5 

+  18,7 

—  18,5 

10 

-1-28,5 

—  H'kO 

7,5 

15 

4-:u,5 

— :m,o 

—  5,0 

20 

—36,0 

—  5,0 

2S 

4-39.5 

H-  2,0 

—38,0 

—  2,0 

30 

+41,0 

l|ö 

—40,0 

-  2,0 

35 

—41,0 

-  1,0 

I)  KrysUll  Nr,  It  der  Abk.  von  1884.  S.  SiafT. 
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Ware  die  AkUnoelektrlcitat  nur  eine  Folge  der  Thenno- 
elcktriditfti  also  erzeugt  durch  das  Steigen  und  Sinken  der 
Temperatur  der  Masse  des  Krystalles,  so  konnte  der  Verlauf  der 
Zunahme  der  aktinoelektrischen  Spannungen  und  ihres  Ver- 
Schwindens  unmöglich  derselbe  sein.  Die  Erwärmung  erfolgt 
durch  die  auffallenden  Strahlen  der  Lampe,  die  Erkaltung  naeh 
dem  Auslöschen  dagegen  durch  die  Ausstrahlung  des  Krystallea 
gegen  die  Umgebung ;  beide  Vorgänge  mttssen  aber  nothwen- 
dig  einen  sehr  verschiedenen  Verlauf  haben. 

Dagegen  ist  die  Entwickelung  und  ebenso  das  Verschwin- 
den der  aktinoelektrischen  Spannuni?en  iiiil  der  von  mir  über 
ihre  Eulstehuni^  aufgestellten  Ansieht  in  vollem  lMuki;ini»e.  Die 
VVürmeschwinijnnsrn  setzen  den  im  Krystall  i)elindliehen  Äther 
unter  Hetheili-un-  <ler  materiellen  Moleküle  des  KrvsUdles  in 
elektrische  Schvsingungen ;  dabei  ist  infolge  der  Theilnahme  der 
materiellen  Moleküle  ein  Widerstand  zu  überwinden,  der  mit 
der  Eulfernung  vom  ursprünglichen  Zustande  wächst,  weshalb 
er  durch  eine  ge{j;eliene  Bestrahhiii^sintensitilt  auch  nur  bis  zn 
einer  gewissen  Höhe  überwunden  werden  kann ,  so  dass  also 
für  jede  InlensitJit  der  Bestrahlung  ein  Maximum  der  aktino- 
elektrischen Sp.innun.L:  exi^tirt.  Die  Zun.«)ime  der  Gesehwinditr- 
keit  der  elektriseiien  Schwininmi^en  oder  der  elektriselien 
Spannung  ist  in  jedem  Augeiiltlicke  dem  Unterschiede  zwischen 
jenem  Maximum  und  der  bereits  eiuLrelretenen  elektriseiien 
Spannung  (mau  künute  sagen,  der  uuch  vcrlügbarcn  Kraft} 
proportional. 

Redeutet,  l)ei  Anwendung  einer  bestimmten  Bestraldung,  >' 
das  erreichbare  Maxinmm,  unti  »/  die  i  Secunden  nach  dem  Be- 
ginne der  Bestrahlung  bereits  eingetretene  elektrische  Spannung, 

so  ist^  =  a  |k — wo  a  eine  Gonstante  darstellt.  Durch 

Intecration  erhält  man,  da  für  /  =  0,  //  =0  ist.  y  =  >'  —  )V'~*''. 

Naeh  dem  Aufhören  der  Hestrafilnng  wirkt  das  Streben,  in 
den  ursprün.uli<-lien  Zustand  /.m m  k/ukehren  :  dasselbe  ist  der 
noch  vorhandenen  elektrischen  Spaimung  f/  proportional ,  und 

die  Abnahme  —  ^  =  ay.  Hieraus  folgt,  da  tiXr  t  =  0,  y  s=  K, 

Das  Wachsen  und  das  Verschwinden  der  aklinoclcklrischen 
Spannung  geschiebt  also  nach  demselben  Gesetze. 
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Die  oben  S.  aus  meiner  Al>li.iii(iluug  iiiit^cliicillcn  Ver- 
suche aind  damals  gar  nicht  zu  doiii  Zwecke  angoslollt  worden^ 
um  als  Grundlage  für  eine  liereclumiit:  /ii  dioiien  ;  sie  w.n  en 
nur  l)Ostinimt,  eine  .illeomcine  ÜbersiclU  über  den  Verlauf  der 
akiiiiüt  icktrischen  Spamiungen  zu  gehen.  Die  Beobachtungen 
folgten  in  5  Seeuiiden  auf  einander,  und  mussten  an  dem  forl- 
NYuhrend  in  Be\vef;ung  beiiriffeneii  (ioldblHllclieii  Lzeniaeht  wer- 
den; es  war  also  nicht  luöglich,  den  in  dem  ht  trcflt  ndcn  Zeit- 
punkte verhandrnon  Ausschlaii  bis  auf  Sklii.  ab/ niesen. 
Nauienllich  war  .mch  das  Aiiue  l)ei  der  zweiten  Beobachluni^s- 
reihe  nach  dorn  Auslöschen  der  Flainnie  schon  crmfldet.  so  dass, 

die  Zahlen  der  lel7(*'n  Cohinine  ausweisen,  die  Me$SUU|jeu 
beim  Verschwinden  weniger  genau  ausgefallett  sind. 

Dessenungeachtet  will  ich  aber  die  Beobechtungen  beim 
Eolstehen  der  thermoelektrischen  Spannung  nach  der  oben 

gegebenen  Formel  y  ^  Y  —  Fe  einer  Berechnung  unterwer- 
fen. Es  ist  also  Ks  44,  und  a sei  angenähert  zu  0,19  bcstimml. 
Die  Berechnung  nach  der  vorstehenden  Formel  liefert  dann  die 
in  der  dritten  Colunme  verzeichneten  Werthe. 


Secunden. 

Beobachtet 

Berechnet 

Berechnet  nach  der 
«weiten  Formel 

0 

0 

0 

0 

5 

+  48,7 

+  48,5 

+  48,5 

4a 

+  28,5 

+  ««,7 

+  88,8 

45 

+  34,5 

+  34,2 

+  34,6 

20 

+  37,5 

+  37,3 

+  37,9 

25 

+  39,5 

+  30,0 

+  39,7 

30 

+  44,0 

+  39,9 

+  40,7 

Die  Formel  //  =  V  —  Ye  liisst  das  Maximum  erst  na<'h 
unendlich  langer  Zeit  erreichen ;  thatsiichlich  tritt  es  aber  infolge 
von  gewissen  Gegenwirkungen  schon  in  begrenzter  Zeit  ein. 
Uioselbe  kann  daher  die  Messungen  in  der  Nilhe  des  Maximums 
Dicht  genau  darsteilen,  wie  auch  die  Vergleichung  der  berech- 
Deten  Werthe  mit  den  beobachteten  nachweist. 

Solche  Gegenwirkungen  bestehen  schon  in  der  infolge  der 
Er\i'ännung  der  Hasse  auftretenden  Thermoelekiricitäi,  welche 
der  AktinoelektricitAt  in  ihrer  Polarität  entgegengesetzt  Ist. 
Nehmen  wir  z.  B.  an ,  dass  das  eigentliche  Maximum  42  be- 
trage, und  durch  die  Entwickelung  einer  en^egengesetzten 
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Spannung  auf  4 1  iierabgedrUckt  sei  (was  ungefHhr  der  Wirk- 
lichkeii  enlsprichl) ,  so  wUrde  sich  die  obige  Formel  umwaDdein 

In  ^=  (r+  i]  (i-«"^')s=  i)  e"^—  \],  wo  y 

das  beobachtete  Maximuni  44  bedeutet.     Ebenso  wUrde  y  =s 

(y  +  i)  6'  —  1  die  aach  dem  Auslöschen  der  Flamme  zur 
Zeit  t  vorhandene  Spannung  ausdrücken.  Setzt  man  0=0,4  46, 
und  berechnet  die  Werlhe  von  y  nach  dieser  zweiten  Formel, 
so  ergeben  sich  die  in  der  ^  inten  Colnmne  der  vorher- 
gehenden Seite  verzeichneten  Werthe. 

Nach  den  S.  53  mitgetheilten  Beobachtangen  sobeint  das 
Verschwinden  der  Äktinoelektricität  einige  Secunden  mehr  be- 
ansprucht zu  haben,  als  das  Wachsen  bis  zum  Maximum.  Diese 
geringe  Verzögerung  Ist  entweder  eine  Folge  der  durch  die  vor- 
hergegangene Bestrahlung  etwas  erwärmten  Metallschirme, 
welche  den  Krystall  umgeben ,  oder  der  durch  die  Bestrahlung 
erzeugten  Thermoelektricität,  welche  erst  in  einiger  Zeit  ver- 
schwindet. 

Wie  Hesse  sich,  wenn  die  AktinoelektrtcitSt  nur  Thermo- 
elektricität wäre,  das  Maxiaunn,  welches  nach  30  bis  40  Secun- 
den eintritt,  erklaren,  da  ja  doch  bei  weiterer  Beslrahluni;  die 
Erwärmung  dor  Masse  des  Kryslalles,  also  die  HedinguDf;  für 
das  Entstehen  der  Thermoelektricität,  f<(t  id  hkmI,  und  auch,  wie 
ich  {gezeigt  habe,  liiatsächlich  sehr  allniaUlij;  wai  h sende  aber 
entgegengesetzte  Ihcrmoelektrisclu'  Spannungen  hiTvorrufl? 

i)  Die  Aklinoelektricital  liahe  ich  nur  an  den  Herukr\ stallen 
l)eol)aclilen  können;  an  de?»  ilbrigeu  auf  ihr  theniiücloktrisches 
Verhallen  nntersuchten  hcinimorphen  und  symruetrisehen  Kry- 
stallen  habe  ich  keine  Spur  derselben  nachznwcisi  n  vermocht. 
Dieser  Unistand  weist  also  auch  m  aller  H( -ti nnntheil  darauf 
hin,  dass  die  Aklinoelektrieitül  und  Tbermoeiükthcität  auf  ver- 
schiedenen Vorgangen  beruhen. 

Es  existirt  indcss  eine  Substanz,  auf  welcher  aktinoelektrische 
Spannungen  sich  zeii^en  müssen,  der  Zinnolier,  der  ebenso  wie 
der  Borgkrystall  nach  den  Nebenaxen  hemimorph  ist,  und  in  der 
Richtung  seiner  Ilauptaxe  eine  Drehung  der  Polarisationsebene 
des  Lichtes  zeigt  *J «  Leider  stehen  mir  keine  hinreichend  grossen 


1)  Wenn  die  Herren  Friedet  und  Curie  meinen,  aus  meiner  AufTassung 
Uber  die  Sntslehiing  der  AktinoeieictrIciUit  im  Bergkrystelle  folge  noth- 
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Krystiiile  zu  (iebole,  an  wolchon  ich  mit  lloüiiung  auf  Erfolj;  die 
Unlersiichimi:  hiitto  aiisluhren  koniien.  Die  dunklo  FUrbung 
würde  küiu  ilinderniss  sein,  da  auch  di<*  braun  gefärbten  Berg- 
krysialie  sehr  gut  aktinoeieklrische  Spaimungeo  zeigen. 

AdlU. 

Wie  schon  S.  38  erwähnt »  stimmen  die  elektrischen  Vor- 
gänge bei  Druckttnderungen  an  Bergkrystallen  nicht  mit  der  von 
J.  und  P.  Curie  aufgestellten  Regel  (gleiche  elektrische  Polarität 
bei  Druck  und  Erkaltung,  und  wiederum  gleiche  bei  Nachlassen 
des  Druckes  und  Erwärmung)  ttberein.  Wenn  die  Herren  Priedel 
und  Curie  in  ihrem  Aufsatze  annehmen,  dass  diese  Regel  auch 
fUlr  den  Bergkrystall  Geltung  habe ,  so  Hegt  dieser  Annahme 
eben  die  unrichtige  Ansicht  Uber  die  Beschaffenheit  der  thermo- 
elektrischen  Pole  auf  diesem  Krystalle  zu  Grunde.  Nachdem  ich 
nun  im  ersten  Abschnitte  nochmals  nachgewiesen  habe,  dass 
die  von  mir  angegebene  Lage  der  elektri^hen  Pole  die  richtige 
ist,  steht  also  das  plezoelektrisehe  Verhalten  des  Bergkry Stalles 
mit  jener  Regel  im  bestimmten  Widerspruche. 

Die  Herren  Priedel  und  Curie  suchen  sämmtliche  thermo- 
elektrische  und  aktinoelektrische  Vorüjänsie  ani  Hergkrystallo  auf 
die  piezoelektrischen  zurtlekzulülueu.  Dies  ist  aber  nicht  niüg- 
lich,  denn,  wie  ich  seliou  früher  gezeigt  habe*),  sind  ausser 
beim  Bergkryslalle ,  die  bei  dein  Slruvit  und  (lern  neutralen 
weinsauren  Kali  enlstehonden  Ihcnuoelektrischen  Pole  gerade  die 
entgegengesetzten,  als  sie  nach  derCurie'schen  Regel  sein  sollten. 

Ferner  entstehen,  wie  ich  durch  meine  UntersuchunL;eii 
gezeigt  habe,  auch  auf  vollkommen  symmetrisch  gebildeten 
Kr\stallen  tbermot  leklnsche  Spannungen.  Es  sind  dieselben 
von  mir  bis  jetzt  genauer  bestimmt  bei  folgeadou  Substanzeu : 

w«odig,  dass  auch  i.  B.  der  Tarmalin  nach  setner  Hanplaxe  eine  Drehung 

der  Polarisationscbene  bewirken  müsse,  so  hcrulil  dieser  Avsapruch  auf 
pinem  Vt-rschen  dor  beiden  Herron.  Im  Bcrgkrv sUiUo  Hocen  die  hemi- 
morphcn  .\\»*n.  um  wolchc  ich  den  Äther  leichter  in  dor  einen  Richtung 
aih  III  der  entgegengesetzten  drehbar  betrachte,  senkrecht  gegen  die  Itich- 
ang,  in  welcher  die  Strahlen  gehen  mflesen,  wenn  eine  Drehung  ihrer 
iSchwiBgnngflebene  eintreten  soll.  Die  Herren  Priedel  und  Curie  lassen 
aber  beim  Turmalin  diese  lelzlere  Richtung  mit  der  Richtung  der  hemi- 
norphen  Axe  Sfll)st  zusanitnetifaüen. 

t    Berichte  der  riiath.-phys.  Classe  «ler  K.  Sftchs.  Ges.  d.  Wiss.  4880.. 
(44.  Wiedem.  Aunal.  der  Phys.  u.  Chem.  Bd.  13.  S.  640. 
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1)  Wttrfelsystem :  Flussspath. 

2)  Tctragonales  System:  Idokras,  Apophyllil  und  Mellit. 

3)  Hexagonalcs  System:  Kalkspath,  Beryll,  Brutil,  Apatit, 
Pyromorphit,  Mimelesit ,  Pheuakil,  l'emiiii  uiid  Dioptas. 

i)  Rhombisches  Syslein  .  Topas,  Schwerspat  Ii,  (ioicstin,  Ara- 
gonit,  Strontianit,  Witherit,  Ceriissit,  Prehnit  und  iNalrolilh. 

5)  Monoklincs  System:  Oyps ,  Diopsid,  Orthoklas,  Skolecit, 
Dalolilh,  Euklas  und  Tilanit. 

6)  Triklines  System:  Albit,  Periklin  und  Axinit. 

Auf  diesen  symmetrischen  Kryst.ilion  iielinfjt  es  a!)er,  wenn 
jede  fremde  Klektricitat  iiii.si;eschlussen  ist,  nicht,  durch  Druck- 
veränderungen piezoelektrische  Sf>;umiini^en  liervorziirufen . 

Diese  Spannungen  trotf^ii  s(  Ihsi  nicht  an  solchen  Krysinll- 
bruchstücken  auf,  welche,  cl)en  weii  sie  nur  ßiuchstticke  eines 
Krystailindividuums  sind,  an  den  Knden  einer  Axe  enliiegengc- 
setztc  PolnritlHcn  zeigen.  Z.  B,  wiid  ein  rinirsum  ausi;ei)ildeter 
s;ichsischer  Topas  auf  den  an  den  Enden  der  Sauienaxe  gele!j;enen 
Flachen  0/M)cim  Erkalten  positiv  elektrisch.  Wird  jedoch  derselbe 
in  der  Milte  zersprengt,  so  iieiudten  zwar  die  natürlichen  Knd- 
nUchenOf  beimErkallen  ihre  posiliveSpannung, dagegen  erscheint 
auf  den  Durchgangsflüchen  negative.  Ein  solches  Bruchstück 
zeigt  also  in  der  Richtung  der  Süulenaxc  eine  polare  elektrische 
Vertheilung.  Eine  Pressung  dieses  Bruchsttickcs  in  der  Kichlung 
der  Säulenaxe  ruft  aber  keine  piezoelektrische  Spannunghervor  . 

Wenn  nun  die  synunetriscben  K.ry stalle  tliermoelek irische 
Spannungen  zeigen  (oft  viel  stürker  als  die  heaiimorphen),  piczo- 
elektrische  Spannungen  aber  auf  ihnen  nicht  entwickelt  werden 
können,  so  muss  nothwendig  der  Vorgang,  durch  welchen  die 
Thermoelektricität  erzeugt  wird,  ein  anderer  sein,  als  der, 
welcher  die  Piezoelektriciiät  hervorruft. 


\)  Hoi  r  Kl  iodol  betnichtfl  in  dem  oben  S.89  flii"<'fMhi  i»'n  Aufsul/*'  v«»n 
4879  den  Idp.is  riacli  den  nuf  Uruchstücken  angeslelltcii  VciMiclien  ah  iiuch 
der  ^iiuleiiuxe  lieuiiiiiorph  und  üudcl  nach  dieser  Hictiluiig  oiuu  elektri!i»ch 
polare  Axe.  In  meiner  Abhandlang  Ober  die  Ihermoelektrischen  Eigcnscbaflen 
dea  Topases  (Abb.  d.  ILSttcbs.  Ge8.d.  Wiss.  Bd.  XIV)  vom  Jahre  4  870  habe  ich 
aber  gezeigt,  dass  der  Topas  nicht  heiniiDorph  gebildet  ist  und  in  normal 
iici?»surn  ausj^ebildcten  KrysUdlen  na(  Ii  iler  Saulenave  keiiu'  |><'lare  Axc  be- 
sitzt, dass  vielmehr  beide  Knden  cii(?üt'i  Axo  dioselbo  l'oljmlat  /x'v^cn  ,  und 
dass  der  tiei  halben  Kryütallen  auf  der  nHlurii«  heii  Lud-  und  dt>r  Durctigangs- 
flttche  encheinendo  Gegensalz  eben  nur  Folge  der  Verletzung  des  Indi- 
viduums isl. 
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Friedricli  Schur,  Ihc  Ijisunr/  eines  Paradoxons,  welches 
b**i  der  Cmistrttction  der  FUirhcn  Ordnung  aiis  gegebenen 
Punkim  aul'U-iU,  Vorgeiegt  vod  Prof.  Dr,  Klein  *) . 

In  einer  im  23.  Bde.  der  malhcm.  Annalen  zu  publicirendon 
Arbeit  beschäftige  ich  mich  mit  der  Aufgabe,  die  Fläche  (n  +  4 

Ordnung  zu  construiren,  welche  durch (n-t-3)  (n-hi)-—! 

gegebene  Funkle  geht,  il.  h.  niit  Hülfe  dieser  Punkte  die  Daten 
iweier  die  Flache  erzeuüeiicieii  limulel,  iianilieh  eines  Strahlen- 
bündels  und  eines  ihm  rccijuoken  Flachenl)ün(icls  n^^^  Ord- 
nung: zu  bestimmen.  Hierbei  tritt  nun,  sobald  n  =1  oder  2 
i),  (^in  ei£»enttuiuiiiches  Paradoxon  ,iiif,  dessen  Lösung 
ich  mir  i>cbün  an  diciser  Stelle  mitzulheilen  ci  laube.  Ist  nämlich 
n  =  0  oder  3  (niod  4  ,  so  genügt  obiger  Aufgabe,  sobald  einer 
der  gegebenen  Punkte  als  Cenlrum  des  StrahlenbUndels  und 

j  (a -I-  4)  (n H-    (n  -f-  3)  —  i  —    it  (n  «i-  5)  andre  als  Basis» 

punkte  des  zu  suchenden  Flächenbttndels  Ordnung  gewählt 
sind,  gerade  ein  Bflndel,  dessen  Construction  1.  c.  angegeben 
wird. 

Ist  aber  n  s  4  oder  S  (mod  \) ,  so  können  nur 

~  [n     \]  (n  +  2)  (/I     ;i ;  -  1  -  J      ("  +  'ö, 

von  den  gegebenen  Punkten  als  fiasispuokte  des  Fläelienbttn- 
dels  gewählt  werden ,  und  es  genügen  dann  noch  oo^  BUndel 
der  Aufgabe ;  es  kanu  daher  unter  diesen  eins  ausgesuciit  wer- 
M.  in  vN  elehem  einem  Strahle  durch  einen  weiteren  belieliigen 
Punkt  eine  Flüche  durch  diesen  entspricht,  sodass  die  durch 
das  Strahleobündel  und  dies  ihm  reciproke  Flächeid)Undel  n^^ 
Ordnung  erzeugte  Fläche  (n  -i- 1)^'  Ordnung  scheinbar  durch 

^  (ii  H-  S]  (»  -h  3)  (it     4)  beliebige  Punkte  des  Baumes  geht. 

*  ]  Zum  Druck  übergeben  um  U.  Nov.  1883. 
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Dies  Paradozon  Iflst  sich  nun  dahin  auf,  dass  diese  Fläche 
(n  H-  1)^'  Ordnung  eben  aus  allen  Punkten  des  Raumes  be- 
sieht, d.  h.  dass  jedem  Strahle  eine  Ihn  enthaltende  Flache  des 
Btlndels  entspricht;  dies  Bündel  ist  specieller  Natur,  da  alle 
seine  Flachen  durch  eine  gewisse  Raumcurve  von  der  Ordnung 
—  n  +  1  gehen. 

Ist  X.  B.  n  SS  1,  ist  also  auf  ein  StrshIenbOndel  einEbenen- 
bttndel  mit  gegebenem  Gentrum  so  reciprok  zu  besiehen,  dass 
den  Strahlen  durch  7  gegebene  Punkte  Ebenen  durch  diese  be- 
ziehungsweise entsprechen,  so  hat  diese  Aufgabe  cx:)tLösungeni). 
Unlor  den  so  resultireiulun  El)enenl)ilntleln  gibt  es  aber  drei  in 
Büschel  ausarleiule.  Die  Axen  von  zwei  derselben  sind  Kr- 
zeiiaende  der  durch  die  OPuncte  l)eslimniton  FLaiie  2.  Ordnung, 
\N.ihrend  die  dritte  dun  Ii  das  Cpiiiniin  des  RtrHhIenbUndels 
gehl,  und  es  enlsprirhl  jedem  Strahle  dieses  die  ihn  onthaltende 
Ebene.  So  löst  sich  in  diesem  einfachsten  Falle  d.«s  Paradoxon, 
wonach  scheinbar  durch  iO  beliebige  Punkte  eineFlüche  2.  Ord- 
nung möglich  wlire. 

Ist  fernem  =  4,  ist  also  auf  ein  Strahlenbündel  ein  Flüchen- 
bUndel  2.  Ordnung,  von  dessen  Basis[)unkten  fünf  gegeben  sind, 
so  reciprok  zu  beziehen  .  dnss  den  Strahlen  durch  13  gegebene 
Punkte  FlJlchen  durch  diese  Ijeziehnngsweise  ontsf)rechen  .  so 
hat  auch  diese  Aufgabe  oo'  Lösungen,  woljei  UhriL^ms  die  Flä- 
chen, die  einem  festen  Strahle  snccessive  entsprechen,  ein 
Büschel  bilden.  Zu  diesen  der  Aufi^abe  genügenden  Bündeln 
gehört  aber  auch  das  Flächenbündel  Ordmine:  tbirch  die 
Raumcurve  3.  Ordnung,  welche  durch  die  5  gegebenen  Basis- 
punkte und  das  Centrum  des  Sirahlenbündels  bestimmt  ist, 
wenn  jedem  Strahle  dieses  die  ihn  enthaltende  Flüche  zugewie- 
sen wird.  Diese  Lösung  kommt  natürlich  nicht  in  Betracht. 

Für  n  K  5  u.  s.  w.  ist  der  Beweis  schwieriger,  sodass  auf 
meine  oben  citirte  Arbeit  verwiesen  werden  muss. 

1)  S.  Scbroeler,  Problemaiis  etc.  Jottm«!  f.  r.  u.a.M.  Bd.  62,  p.  i45. 
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Waltlwr  Byek»  Vcrlilufi^  MiWieäungm  über  die  durdi  Grup- 
pen tinearer  Tranrfcrmatumm  gegebenen  regfulären  G«Me/«emtfte»- 
lungen  des  Raumes,  Votigelegt  von  Prof.  Dr,  Klein*). 

HU  4  Tafel. 

§1.  ElBleitimg. 

r^gt  man  die  Kugel  als  Tragorio  der  complexen  Wertbe  u» 
fttr  die  geometrische  Deutung  der  linearen  Transformationen  * 

y  öl  +  cf 

zu  Grunde,  so  lassen  sich  von  hier  aus  unsere  Transfonn;»tioii(Mi 
in  doppeUer  Weise  durch  Bewegungen  des  Raumes  versinn- 
liehen. 

{{)  Einmal  legen  wir  unsere  Kugel  als  FitndamentalfUiche 
einer  nichleuklidischen  Massbestimmung  zu  Grunde  und  haben 
dann  die  allgemeinste  linpnr«^  Transformation  als  eine  Sehrau- 
beDl>e\vegung  vor  uns,  bei  weicher  zwei  Punkte  der  Funda- 
mentalkugel  fest  bleiben  und  übrigens  deren  Verbindungs- 
gerade, ebenso  wie  ihre  sugeordnete  Polare,  in  sich  verschoben 
wird. 

(2)  Indem  man  aber  andererseits  die  lineare  Transforma- 
tion auf  der  cü-Kugel  entstanden  denkt  durch  eine  gerade  An- 
tahl  von  »Spiegelungen«  nach  dem  Princip  der  reciproken  Ra- 
dien an  gewissen  Kreisen  A^i ,  k'-j.  .  .  .  A'2,t  der  Kugel  (eine 
Entstehung,  die  noch  in  mannigfachster  Weise  abgeändert  wer- 
den kann),  lassl  sich  ihr  eine  Rewegung  des  Raumes  an  die 
Seite  setzen ,  welche  ihrerseits  sich  aus  den  Spiegelungen  su- 
sammenselst,  die  nach  dem  Princip  der  reciproken  Radien  an 
den  durch  jene  Kreise  ITj,  K^i  -  f^2n  fi^i'i^n ,  zur  Fundamen- 
talkugel normalen  Kugeln  vorgenommen  werden.  Diese  Be- 
wegnng  erweist  sich  gleichfalls  als  eine  fttr  jede  gegebene 

*)  Zum  Druck  übergeben  aoi  5.  Decemt)er  1888. 
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lineare  Traosformatioii  eindeutig  beslimnite  und  stellt  sich  im 
allgeiDeinen  Falle  als  eine^Schraubenbewegiing  dar,  bei  welcher 
der  durch  die  beiden  festbleibenden  Punkte  der  Fundamental- 
kugel  gehende  und  auf  dieser  senkrecht  stehende  Kreis  in  sich 
verschoben  wird.  Auch  hier  hat  man  es  also  mit  einer  beson- 
deren Art  nicbteuklidischer  Massbestimtnung  zu  ihiin ,  welche 
sich  auf  jene  FundatnenUiIkugel  bezieht  und  für  welche  die  geo- 
dätisclien  Linien  durch  Ortbogonalkreise  zur  Fundamental  kugel 
vertreten  sind. 

Die  lieiden  Reprjlsont;itionon  lassen  sieh  sofort  in  einander 
überführen,  wenn  man  im  Hauuie  von  vi««r  Dimensionen  die  im 
Haume  von  diei  Dimensionen  gelegene  erste  Dar>l*'lUiiig  dureh 
Normalen  zw  dirj^cm  letzteren  liaume  zunächst  auf  einen  über 
der  »FundaüKMiliilkugel«  errichteten  rtKiigelraum«  von  drei  Di- 
mcnbioncM  j)i(iji(  irl  und  diesen  wieder  .slcrt'»»!^raphisi  h  in  un- 
seren gewühidichen  dreidimensionalen  H  uini,  Dabei  ist  be- 
merkensworth,  dass  das  Innere  der  FunJ.tiiientalkugel  in  der 
ersten  D.irslrlJmi^  tloppeli  überdeckt  wird,  nihiilich  von  der 
Projectioii  suuoiil  des  Innen- wie  des  Aussenrauni*  der  Fnnda- 
mentalkngel  in  der  zweiten  Darstellung  und  z\s;ii'  d(Mtzesl;»ll, 
dass  je  die  zur  !•  uiKlnmentalkiiircl  »»symmetnseln'ii «  ^d.  Ii.  durch 
Spiegelung  nach  dem  Princip  der  reeiproken  Hadien  auseinander 
hervorgehenden^  Funkte  der  DarsleUiing  in  Darsteilunf;  i\ 
zusammenfallen.  Das  .Ir/zwe/c  der  Fundamcutalkugel  in  der 
ersten  Darsleüuug  hat  iu  der  xweiton  kciu  Aualogon  im  reelk^n 
Gebiete. 

Die  erst«*  DarstrllnniisfiirrM  ist  von  Herrn  h/ctn  in  seiner 
Abhandlung  .  I  rlier  binare  I oi  tnen  mit  linearen  1 1  insforni.i- 
tiouen  ir»  sieh*  ini  \i.  Bande  der  Mathematischen  Aniiaien  zu 
(irnnde  gelegt  wm-den  und  in  der  späteren  Arbeil  "Neue  Bei- 
träge zur  Hiemann  sehen  Functionentheorie «  (Annalen  Bd.  21 , 
pag.  ny)  wie<ler  herangezogen.  Die  letzte  Art  der  Darstellung 
Ist  es,  welche  Herr  hmieuie  in  seinen  kürzlich  erschienenen 
rntersuchungen  »Sur  ies  groupes  Klein^eos«  (Ada  matbema- 
tica  Bd.  \\)  gebraucht. 

Für  die  eben  ges<'hilderle  raomiiche  Darstellung  der  Grup- 
pen linearer  Transformationen  beweist  nun  Herr  l*ohware  in 
der  eben  erwähnten  Abhandlung  folgenden  schönen  Satz,  der, 
zunächst  für  die  zweite  Art  der  Darstellung  ausgesproehen, 
lautet: 
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Jeder  Gruppe  Imearer  Subsiüutümen  Utui  skii,  sofern  sie 
nicht  infinitesimale  Substitutionen  enthalt ,  eine  Eintheiluny  des 
Baumes  in  Polyeder  zur  Seite  stellen  y  die  im  Sinne  der  %u 
Grunde  gelegten  Massbestimmung  sämmtlich  nicht  unendlich  klein 
md  untereinander  congnumt  sind.  Die  Seitenflächen  der  Polye- 
(in-  sind  dabei  durch  Ürthoyonalhuycln  zur  Fundamen t(äkugcl 
und  durch  Stücke  der-  Fundamentalkuyel  sclh.st  yebildet.  Die  enl- 
slehenilc  l.iniheilung  verhilH  sich  dabi-i  völlig  symruclrisch  für 
den  Innen-  wie  für  den  Aussen raiiin  der  Fundamenüilku^el. 

Verwandeln  wir  jetzt  durch  tlie  obenerwahnle  Fnjjection 
diese  DarstoUunu  in  die  Diirstellungsforni  (2)  ,  so  gehen  jene 
Normalktigein  in  Ebcnm  Uber  und  es  folgt  eine  Einlheilnnj:  des 
Innern  der  FuiuLimenlaikiigel  in  \un  l^benen  und  Stüt  km  der 
Fundamenl.ilkuiiel  bei;ren/,(e  l'olyeder.  die  in>  Sinne  drr  ge- 
\>()tiiiiiehen  niehleuUidiselien  Geometrie  nicht  unendlich  klein 
uud  2U  einander  concrueni  sind. 

Hat  (Hp  DarslelhmL:  (2;  den  Vorzug,  dass  he!  ihr  die  Cnj}- 
ßrmiliit  der  eifizelnen  (iebicte  tni  Sinne  der  gewöhnli«  he?» 
VN  inkelhestininiung  eriiallcn  ist,  so  hat  in  Darstcllinig  (1,  diese 
(ileifhheil  <h'r  Wink«*!  nur  Iin  niefileuklidisrlit  ii  Sinne  statt. 
Dafür  aber  Inelet  uns  Darstellung  {\ j  den  VorlheiL  dass  wir  in 
dem  ausserhait)  cier  Fundarnentalkugol  gelegenen  Haunie  Voi- 
koniinnisse  reaiisitt  erhalten,  welehe  in  Oarsleilung  i)  imaginär 
sind.  Wenn  sich  nüinlicti  in  jener  letzteren  Darstellung  etwa 
drei  Kugein ,  welche  zur  Fundamentalkugei  orthogonal  sind, 
Dicht  schntriden,  so  können  wir  doch  in  Darstellung  (4)  von  dem 
reellen  ScbnittpuDkie  der  drei  entsprechenden  Ebenen  reden, 
welcher  jetzt  nur  ausserhalb  der  Fundamenlalkugel  gelegen  ist. 

Dabei  iässt  sich  aber  der  hnncarfsche  Satz  von  der  regulär- 
rat  GetketeeintheHuny  im  Innern  der  fundamentaliuyel  (in  üar" 
tiellung  (4)  keineswegs  im  Allgemeinen  auch  auf'  das  Aeussere  der 
tätgeJ  uherlragen. 

Ks  i0i  mir  Doch  nicht  gelungen ,  ganz  illgemeine  Kriteria 
ao£rastel(en ,  in  wie  weit  wir  aueli  im  Auasenraume  von  einer 
(iebietseiaibeilaog  sprechen  kennen.  Doch  werden  wir  die  Grup- 
pirang  der  Begrenaongsebenen  unserer  im  Innern  der  Funda- 
menCalkugel  gelegenen  Gebiete  im  Aussenraume  derselben  noch 
in  einigen  der  nachfolgenden  Beispiele  speciell  charakterisiren. 
Weiter  aber  sei  gleich  hier  für  die  Lage  gewisser  in  Bezug  auf 
dteGebtetseintfaeilung  äquivalenter  Punkte  das  Folgende  bemerkt: 
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Bei  der  ileraiMm  eioer  allgeoieinen  »iozodromischen«  Subeliia- 
tion  rückt  ein  Punkt,  welcher  auf  der  VerbiDdungsgeraden  der 
beiden  für  die  Substitution  festbleibenden  Punkte  (gelegen  ist, 
gecen  den  einen  oder  anderen  dieser  Punkte,  welche,  auf  der 
Fund.iuit  [italkii2ol  gelegen,  als  »unendlich  ferne«  Punklr  /u  Ik'- 
7pichncn  sind.  I  hcriso  bcvsegt  .sich  jeder  beliebige  Punkt  des 
H.iiiiut  s  iiiif  einer  Sj)irale  dem  einen  oder  .uidonM»  der  festblei- 
ix'iuJcn  Punkte  zu.  so  d<iss  wir  eine  solche  Substitution  uns 
diin  fi  eine  Hewej^uiig  he^^^<^slell^  denken  können,  welche  wirbel- 
fönnit;  von  der»  einen  dei-  Iteiilen  i'imkfe  die  wir  fortan  aU 
siniiulare  Punkte  der  Substitution  l»ezeichnen  wollen)  ausgehend 
in  den  andeien  niündel*;.  Üabei  bildet  die  zu  der  Verbindungs- 
linie der  singulciren  Punkte  zugeordnete  Polare  eine  m  sich  ye- 
schhssene  Strömungscurve.  Ein  Punkt  nümlich  auf  dieser  Oe- 
raden ,  welche  als  ganz  Im  Aussenraunie  der  Fundainentaikugel 
gelegen  im  Sinne  der  zu  Grunde  gelegten  Massbeslinimung  <»»d- 
liche  Uinge  besitzt,  bewegt  sich  in  seiner  Geraden  fort,  ohne 
aber  dabei  einer  (h  enzlaye  zuaustreben^  so  dass  diese  Gerade 
bei  unendlich  öfter  Wiederholung  unserer  Substitution  überall- 
dicht von  zu  einander  äquivalenten  Punkten  bedeckt  wird. 

Mit  den  im  Vorstehenden  bezeichneten  und  durch  den 
A»mcar^'8ehen  Satz  für  jede  Gruppe  endlicher  linearer  Substi- 
tutionen als  mtfglich  erwiesenen  •  regulären  Gebietseinteilungen 
des  Raumes«  habe  ich  mich  seit  mehreren  Monaten  naher  be- 
schäftigt und  erlaube  mir,  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
einige  Resultate  vorzulegen,  die  zuvtfrderst  die  Entwickelung  der 
rein  geometrischen  Seite  der  Frage  im  Auge  haben.  Es  handelt 
sich  dabei  einmal  um  die  allgemeine  Discussion  unserer  Pblye- 
der.  für  welche  wir  den  BegriÜ  iles  /.usummenhanges  aufstellen 
können  und  lui-  welche  die  Frage  nach  der  Verschieden. «i  li^keil 
der  niüglichen  Knnten  und  Eckpunkte  uns  unmittelbar  die  An- 
ordnung der  aul  dt  r  1  undainentalkuuel  gelegenen  singulären 
Punkte  <ler KintheihiUL!  ühersehnuen  liisst.  Von  hier  aus  will  ich 
dann  ;in  elniucn  H<MS|)ieii;n  die  Mauniiilnlliiikeil  der  auftreten- 
den geonietriselii  II  deluide  bez(»ichnen  ;  un«l /Avar  um  so  lieber, 
als  Herr  Poiiware  auf  jene  Frage  nach  allen  mügUcben  Gebiets- 

\)  Sclbslverstundlich  siod  unsere  Bewegungen,  ilu  wir  vou  «cud- 
liclienii  Sobstilutionen  sprachen,  ruckweise,  doch  erleichtert  es  die  Vor^ 
Stellung,  sicli  dieselben  aus  eontlnuirllchen  Bewegungen  entstanden  2U 
denken. 
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fiiathciiluDgeni  Wie  sie  durch  Gruppen  linearer  Transformationen 
definirt  erscheinen)  nur  so  weit  eingeht,  als  dieselben  auf 
»eigentlich  discontinuirliche  Gruppen«  (vgl.  die  j^enannten  Auf- 
sätze Herrn  Poincare's  Acta  Bd.  3,  pag.  59  und  Hcna  Kleinas 
Annalen  Bd. 24,  pajj.  476)  Bezug  haben  und  als  sie  unmittelbar 
für  die  Theorie  der  Functionen  einer  (auf  der  Fnndamental- 
kugel  definii  lLii)  conipleiten  Veränderlichen  aii\N  ( mibiir  sind. 
Dabei  meiue  ich,  dass  i^erade  auch  diese  weiteren  ^couietrischen 
Foi  iimiirungen  für  (li<'  l  uncLioneDtheorie  von  wesentlichem  In- 
teresse sin(i  iHid  liotJij  in  Fortsetzunj?  dieser  Untersuchungen 
auch  hierauf  ausführlich  eingehen  zu  konnea. 

%%.  Allgemeiiie  FonnvUnnigeBu 

Wir  knüpfen  unsere  nächsten  Entwickolungen  an  die  erste 
Darstellung  unserer  Polyeder  an,  in  welcher  dieselben  als  von 
Ebenen  begrenzt  erscheinen.  Zunächst  betrachten  wir  dab<'i, 
wie  dies  ja  auch  schon  iu  den  Sätzen  (pag.  63)  des  §  \  ut^- 
schehen  ist,  die  Polyedereintheilung  nur  soweit,  als  sie  sich  auf 
das /n«e/v'  drr  Fundamentalkut^el  orstrrrkt.  Kiner  gegebenen 
regulären  Kinleilunji^  dieses  Raumes  liei^t  dann  ein  itAusganys- 
polyeäer  zu  Grunde,  welclies  von  Ebenen  und  von  Stücken  der 
Fundamentaikugel  begrenzt  ist.  Die  ebenen  Seitenflächen  dieses 
Polyeders  sind  vermöge  der  n erzeugenden  u  Substitutionen  der 
zugehörigen  Gruppe  einander  paarweise  zugeordnet,  während 
die  SMoke  der  FundanenlaJlLugel  selbst  nur  durch  die  sie  be- 
f^enzenden  und  einander  sugeordneten  Randkenien  mit  eloaD» 
der  in  Verbindung  stehen. 

Für  ein  solches  »Ausgaogspolyeder «  können  wir  uns  den 
Begriff  des  ^Z%tsammmihimges*i  herstellen,  indem  wir  ubs  die 
erwähnte  Zuordnung  der  einseinen  Begrenzungsebenen  wirk- 
lich aasgeftthrfc  denken«  Dann  entsteht  ein  in  sich  ^e*ehhssener 
Raum  mU  gewi$9€n  Grenzflächen,  Als  solche  treten  nämlich  die 
auf  der  Pundamentalkiigel  gelegenen  Stücke  unserer  Polyeder 
auf,  welohe  venntfge  der  Zuordnung  ihrer  Randkaaten  jetzt  in 
sich  geseblossene  Bogrensoagsflaohen  unseres  Ranmes  bilden« 
An  diese  TorsteUung  iHsst  si(^  nnn  im  Ansohlusaan  die  Untere 
SQchangen  von  BeiH  und  Riemam  eine  Definition  des  »Zusam- 
siaiAon^ett  fttr  unser  Ausgangsgebiet  ableiten  aus  der  Anaahl 
der  nothigen  Querschnittebenen  und  Querachnittcurven,  welche 
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denselben  zu  einem  einf;tch  zusanimeiihüngenden  machen  Ich 
denke  auf  die  cxplicile  Foruiulirung  dieser  Definition  demnächst 
zurUckzukorninen. 

Um  nun  weiter  die  Verschiedt'tiHiligkeit  der  Kanten  und 
E(  k|iuiikie  unserer  Gebietseinteilungen  zu  überblicken  .  ziehen 
wir  neben  den  im  Innn  ?i  der  FunUanunUlkuiiel  lu  liudiiehen 
Kanten  und  Kekpuuklen  auch  noch  diejeuigca  mit  in  Hetrachl, 
welche  dureh  den  Schnitt  unserer  erweitert  gedachten  Be^ren- 
zungsebenen  und  Kanten  ausserhalb  der  Fundamentalkugel  ent- 
stehen. 

Ausser  den  durch  dt^n  Schnitt  der  Pol>,ederebenen  nul  der 
Fundamentalkugel  entstehenden  Kanten  der  l^olyeder  unter- 
scheifien  wir  Kanten  von  zweierlei  Art; 

1.  Kinniid  soiehe  ,  um  welche  vermöge  der  Sul).slilutionen 
iiv[i\^)Q  DreJiun(/rn  stallhidien  ;  sie  *;ind  mit  der  (iruppe  voll- 
ständig bestimmt  und  mögen  —  es  ordnen  sieh  in  bestimmter 
Weise  um  dieselben  die  durch  jene  Drehuniien  ineinander  Uber- 
fulirbaren  äquivalenten  Gebielstheiie  —  als  »unveränderliche 
kanten"  bezeichnet  sein. 

%.  Zweitens  können  Kanten  auftreten,  um  welche  sich  keine 
öquivaleuton.  durch  Drehung  ineinander  (iberfUhrbaren  Gebiete 
legen.  Die  Anordnung  und  die  Anzahl  dieser  Kanten  ist  durch 
Modification  der  begrenzungsflächen  der  Polyeder  innerhalb  ge^ 
wisser  Grenzen  variabel  und  sie  mdgen  deshalb  als  »verioder- 
liebe  Kanten«  bezeichnet  sein. 

Die  »unverJJnderlichen  Kanten«  schneiden  entweder  die 
Kugel  oder  sie  berühren  dieselbe ,  oder  sie  verlaufen  ausser- 
halb. Im  ersten  Falle  ist  die  sugehttrige  Drehung  durch  eine 
»elliptische«  Substitution  gegeben,  im  zweiten  Falle  durch  eine 
»parabolisohe«,  im  dritten  durch  eine  hyperbolische. 

Analeg  dieser  Einteilung  der  Kanten  unterscheiden  wir 
auch  »unveränderliche«  und  »veränderliche«  Eckpunkte. 

Für  die  nunverUnderlichen«  Eckpunkte  sind  die  Axen  fttr  die 
auf  einen  solchen  Eckpunkt  foesttglichen  Drehungen  durch  die 
hindurchlauienden  ftunvertfnderlichen«  Kanten  gegeben;  dabei 
werden  im  Allgemeinen  durch  einen  solchen  Eckpunkt  noch  eine 
Reihe  von  veränderlichen  Kanten  hindurchlaufen  (vgl.  Beispiel  5). 

1)  Neuerdings  kuimnl  l'icard  (Comples  reiulu.s  vol.  97  pag.  1047)  auf 
analoge  Definitionen  für  gev^iiise  Gebietseintbeilangen  im  vierdllfnensfo- 
nalen  Raame. 
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von  nur  » verUndcrIichen«  Kanten  und  sind  wie  diese  in  An- 
urdnuni:  und  Anzjihl  innerhalb  {gewisser  Grenzen  unbeslinuut. 

Wir  betrachten  die  »unveränderlichen  Kckpunkle«  genauer. 
Indt'rii  wir  die  Gesanimthott  der  Ebenen  und  Kanten  der  Ge- 
hietseiiulieiiuug.  welche  durcii  (M'nf  solche  Ecke  hindurcldaiifen, 
mit  der  Fundamenlalkugel  schneiden  ,  entsteht  hier  eine  Poly- 
guueintiuMliini;,  welche  unmittelbar  die  Gruppe  üik  iin  Substi- 
tutionen dc'tuiiit,  welche  sich  auf  den  frai^liclien  Eckpunkt  be- 
zieht. Nun  unterscheiden  wir  vor  Aliein  ,  ob  der  fragliche  Eck- 
punkt a)  innerhalb,  b)  auf,  c)  ausserhalb  der  Fundamentalkugel 
gelegen  ist. 

aj  Liegt  Punkt  E  innerhalb  der  Fundanientalkugel ,  so 
schneiden  die  durch  ihn  hindurchgehenden  Seitenflächen  auf 
der  Fiindamentalkugel  eine  Gebietseintheilung  aus,  welche  die 
^ame  FundamenUUkugel  umfasst.  Sie  kann  also  nur  endlich  sein 
und  die  Gruppe  der  um  B  statthabenden  Drehungen  fällt  noihwen- 
dig  mit  einer  der  Gruppen  des  Bieder Sy  Tetraeders  ^  Octaeders 
bei,  ieasaeders  zusammen,  welche  (man  vgl.  die  schon  erwähnte 
Arbeit  üZem's  im  9.  Bande  der  Math.  Annalen)  alle  endlichen 
Gruppen  von  Drehungen  um  einen  Punkt  ersoh<)pfen. 

b)  Liegt  Punkt  ß  auf  der  Fundamentalkuget ,  ao  bestehe 
nuaehst  die  lugehürige  Gruppe  nur  aus  den  Potensen  einer 
einiigen Substitution.  Dann  hatmandie  bekannten Eintheiiungen 
der  Kugel  in  Zweieeke  mit  endlichem  Winkel  oder  dem  Winkel  0 
oder  in  unendlich  viele  ringförmige  Gebiete,  je  nachdem  man 
es  mit  den  Potenzen  einer  elliptischen,  parabolischen  oder  einer 
hyperbolischen  bez.  einer  aiiiieuieinen  loxudnjiiiisehen  Substi- 
tution zu  tluiii  hat.  Desteht  aber  die  auf  den  Eckjiuukt  E  bezüg- 
liche Grujipp  niclu  btos  aus  den  Potenzen  einer  einzigen  Sub- 
stitution, .NU  /t ML»!  eine  kurze  Belt;u  li(unL',  dass  <lann  nur  folcende 
Falle  eintreten  können:  1.  die  Grupix-  t  Tiisleht  (iurcli  (lotubina- 
üon  zweier  Substitutionen  ,  welche  dieselben  beiden  Punkte  E 
und  E^  zu  singularen  Punkten  besitzen  (Substitutionen,  welche 
sonach  mit  einander  vertauschbar  sind) ,  oder  2.  sie  entsteht  durch 
Conibination  einer  auf  den  Punkt  E  bezüglichen  parabolischen 
Substitution,  mit  einer  elliptischen  Substitution  von  derPeriodeS 
(•Diedergruppen  von  unendlich  hoher  Ordnung),  oder  aber  3»  man 
hat  es  mU  einer  der  bei  dem  Geschlechte  =  I  auftretenden  sehr 
MamUen  Gruppen  xu  thun^  welche  die  Kugel  entweder  in  Pa- 
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raUeh^raimmef  oder  in  ohuyetAidnd  eongruente  und  gymmeinsdtf 

.      I  »«»         n-      jii  71        n        71       71        71        71        7t       71  7t 

Dreiecke  mü  den  Winkeln  bes.  j-,  ^  ;  y»  y»  yi  yi  yi  y 
zerlegen. 

(■)  Liegt  endlich  der  Punkt  hJ  ausserhalb  der  Fundamental- 
kugel  und  fragt  man  hier  nach  der  Kinlheilung  derselben,  wie 
sie  den  auf  den  Punkt  E  bezüglichen  Drehungen  entspricht,  so 
sind  hier  alle  EinthtMÜmgen  in  unendlich  viele  congruente  Ge- 
biete möglich,  für  welche  die  singuiären  Punkte  der  Eintheilung 
auf  dem  BerOhrungskreise  des  von  B  aus  an  die  Fundamental- 
kugel gelegenen  Tangentialkegels  liegen ,  mit  anderen  Worten, 
SU  einem  solchen  Punkte  B  können  als  Gruppen  der  auf  ihn  be- 
züglichen Drehungen  alle  Gruppen  linearer  Tkvnsformatlonen 
gehören,  lür  welche  die  singulttren  Punkte  sttmmtlich  auf  einem 
Kreise  angeordnet  sind ,  also  alle  die  durch  geeignete  Transfor- 
mation sich  in  Gruppen  linearer  Substitutionen  mä  reellen  Corf~ 
fidenten  ttberfUhren  lassen. 

§8.  Beispiele* 

Es  soll  sirh  jetzt  noch  «lafum  hindoln  ,  die  ganze  Mannig- 
fnlligkeit  der  möglichen  Gebi^  isrnii  lu  iluüijf^n,  wie  sie  den  Oruf)- 
pen  lincartM'  Transformationen  cnlspreciien,  zu  bezei«  Iku  n  und 
ich  thuc  dies,  indem  ich,  die  allizenu'inen  üeberlei:iiiii;tMi  ab- 
brechend, specielie  Beispiele  —  und  /war  möglichst  einfache  — 
als  chiirakteristischc  Typen  herausgreife. 

Dabei  sind  es  vor  Allen  wie  bei  den  ebenen  Gebietseint  hei- 
lungen  wieder  die  als  regtUär  -  symmetrisch  zu  bczeichnen<len 
Eintheilungen ,  denen  eine  besondere  Uebersichtlichkeit  inne- 
wohnt und  die  dämm  für  eine  erste  gestaltliche  Orientirung 
besonders  geeignet  erscheinen.  Schildern  wir  diese  zunächst 
indersweiten  Form  der  Darstellung ,  so  gehen  wir  dabei  von 
einem  ersten  Polyeder  ausi  welches  jetzt  von  Kugeln  begrenzt 
erscheint,  die  auf  der  Fundamentalkugei  —  und  dafür  sei  gleioli 
eine  Ebene  angenommen  —  senkrecht  stehen.  An  dieses  erste 
Polyeder  legen  sich  dann  weitere  »symmetrische«,  die  durch 
Spiegelung  nach  dem  Frincip  der  reciproken  Radien  an  den  Be^ 
grensungsflttchen  des  ersten  hervorgehen ,  an  diese  wieder  Ge- 
biete, die  zum  ersten  congruent  sind  s.  w.  Wir  mttssen,  um 
das  Auigangepolyeder  fttr  unsere  Gruppe  su  haben,  swei  dieser 
zu  einander  symmetrischen  Polyeder  zusammennehmen,  für 
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welche  jetn  die  Seilenlbckaa  einander  paarmvise  mgeordael 
endwineD.  Dabei  aberaeben  wir  sofort .  dass  um  die  simmi- 
lidien  so  auftretettden  Kanten  DrHnm^  statababen,  d.  b.  da» 
wir  es  dabei  nur  mit  umrramkrlkkem  Kanten  m  tbvn  haben. 

In  den  folgenden  Beispielen  legeo  wir  ab  Aosgangspol  je- 
der ein  Tehraeder  mit  seinen  symmelriscben  in  Gnoide.  in 
unserer  jetzt  gewählten  Darslelbing  ist  dann  sv  nntersebeiden, 
d>  die  vier  Kugeln .  welche  die  Seilenlliehen  desselben  biMen, 
sich  zu  je  dreien  in  reellen  Ihinkten  schneiden  oder  nicirt. 

Erstes  Beispiel.  Nehmen  wir  erstens  an ,  alle  vier  Kck.- 
punkte  des  Tel  rneder?  seien  reell,  dcinn  lit^uenvon  den85^nitl- 
pankten  uaMTir  kugeln  zu  |p  (ireicn  4  innerliaih,  4  swiane- 
Iriseh  zu  den  ersten^  ausseriiaili  äer  F«ndanienlalWiicel ,  oder 
aber  sie  rttckeo  im  Grenzlaiie  paarweise  auf  die  fundamental* 
kogel. 

Utisere  tintheiliuifj  fst  dann  sicher  von  der  Art,  rfass  die  /*uw- 
damefUalkit(jel  als  eine  ^Grenzktigel^  der  Htntheilunfj  erschetnty 
auf  welche  sich  von  beiden  Seiten  die  Tetraeder  'im  Sinne  einer 
gewbhnlichea  Maassbeslimminig  kleiner  iiru}  kleiner  werdend' 
nisamnienziehen ,  so  dass  diese  Kugel  überail  dicht  von  den 
'»singulären  Punkten«  der  Eintheilting  (vgl.  olien  pag.  6r  be* 
deokt  erseheint  1) .  Die  auf  die  efanelnenBoiLpunkte  bezüglichen 
OiUergn^irpen  der  Gesammtgruppe  follen  mit  den  soiioD  oben 
psg.  67  unter  a.  aufgetühlten  Gruppen  der  regulären  Kdrper  su- 
sammen,  sofern  die  Eckpunkte  innerhalb  der  Fundamental- 
kogel  gelegen  sind ,  und  Im  Falle  eine  Ecke  des  Tetraeders  auf 
die  Fundamentalkugel  selbst  rOckt,  mit  den  gleichfalls  oben 
(pag.  67)  unter  b.  aufgezahlten  Fallen.  Dieser  begrensten  Zahl 
von  Möglichkeiten,  nach  welchen  wir  die  Eckpunkte  unseres 
Aosgangstetraeders  bestimmen  können  ^  entspricht  es ,  dass  es 
nur  eine  endliche  Anzahl  solcher  Gebietseintheümffen  <fiht,  deren 
Aofzähluug  sich  durch  eine  leichte  Discussion  —  es  haDclell  sich 
um  die  BestimmuDg  der  »kanleuwinkelu  des  Tetraeders  —  er- 
m<igiicht. 

Es  sei  mir  gestattet^  aus  der  Zahl  der  mftplichoii  Falle  \  \cr 
specielle  Beispiele  herauszugreifen.  Wir  besUmnien  die  6  Kan- 
teawiokel  des  Tetraeders  wie  folgt: 

11  Auf  solche  VorkommDiBse  bezieht  sich  die  Bemerkung  von  Kitin 

■afp.  176  der  schon  crwlibnten  Abhandlung  im  21.  Annalenbande,  welcho 
^wi4  p.  57  ff,  eeiiier  Abhandtang  im  S.  Bande  der  Acta  welter  ausführt. 
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(»•) 


(2-) 


(3.) 


n  n  n  n  n  n  , 
T'  y  T'  T'  T»  T* 


n     n     n     n     n  n 


wo  man  norh  bezüglich  der  (gegenseitigen  Äuordnung  dieser 
6  KanteawiDkel  die  Figureo  4^4  der  beigefttglea  Tafel  ver- 
gleiche. 

Dann  erkennen  wir  im  Falle  (I.)  sofort,  dass  die  Gruppe 
der  um  jeden  einzelnen  Eckpunkt  statthabenden  Drehungen 
mit  der  Gruppe  des  Icosaeders  susammenfttlUy  so  daas  sich  um 
jeden  dieser  Eckpunkte  120  abwechselnd  congruente  und  sym* 
metrische  Tetraeder  lagern.  Betspiel  (S.)  Ittsst  ebenso  jedesmal 
48  Tetraeder,  der  Gruppe  des  Octaeders  entsprechend ,  sich 
um  jeden  Eckpunkt  lagern. 

in  (3.)  ist  ein  Fall  cbarakterisirt,  in  welchem  simmtliefae 
Eckpunltte  des  Tetraeders  auf  der  Fundamentalkugel  selbst  ge- 
legen sind  und  wobei  sich  um  jeden  einielnen  dieser  Eckpunkte 
jedesmal  unendlich  viele  Tetraeder  gruppiren ,  der  bei  p  ^  4 

auftretenden  Gruppe  |y ,  ^  *  entsprechend. 

Die  Anordnung  (4.)  endlich  charakterisirt  einen  Fall,  in 
welchem  alle  4  Endpunkte  des  Äusgangstetraeders  verschiedene 
Untergruppen  der  Gesammtheit  liefern.  Wie  wir  unmittellNir 
durch  Vergleichung  der  einzelnen  in  einem  Endpunkte  anstos- 
senden  Rantenwinkel  erschliessen^  ergibt  Endpunkt  A  eine  Ico- 
saedergruppc ,  um  ihn  gruppiren  sich  also  420  abwechselnd 
congruente  und  symmetrische  Tetraeder ;  Eckpunkt  C  erweist 
sich  ünaloj^  als  zu  einer  Octaedergruppe  gehörig ;  Eckpunkt^ 

besitzt  die  Anordnung  einer  Diedergruppe  vom  Typus  j-,  y , 

Eckpunkt  D  endlich  erweist  sich  als  auf  der  Fundamentalkugel 

gelegen ;  um  ihn  finden  unendlich  viele  Drehungen  vom  Cha- 
rakter der  bei  p  =  i  auftretenden  Gruppe  x '  1  *  T 

Noch  sei  erwähnt ,  In  weicher  Weise  sich  alle  diese  jetzt 
erwähnten  Gebietseintheilungen  in  unsere  Darstellungform  (I) 
Übertragen.  Dann  hat  nur  m  Itmerm  der  Fundamentalkugel 
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eine  brauchbare  Gebielseinlheilung  in  von  Kbenen  begrenzt«  im 
Siune  der  nichteuklitlischen  Massbestimumiiu  ronfiruenle  Te- 
traeder statt.  Das  Aeussere  der  Jundamentdlhi/'jel  aber  icinl 
überall  dicht  von  den  Ebenen  unserer  Emlfieilu/i  i  i/urvhsetzt,  wie 
wir  schon  daraus  uiiniitleibar  erschliessen,  dass  tiie  Grenzlagen 
für  alle  unsere  Kbeneii  Tang«  lUi.ilebenen  an  die  Fundaniontal- 
kugel  sind  in  dt  ii  ;iijf  dieser  Ku^el  überall  dicht  veriheiileu  sia- 
gulären  Punkten  der  Gobiclseintheilung. 

Zweites  Beispiel.  Wir  nehmen  jetat  an  zweiter  Stelle  an, 
dass  (an  die  Harste llungsform  2  anknüpfend)  nicht  alle  Tripel 
unserer  4  Kugelo  (SeiteDflttoben  des  Tetraeders]  sich  in  reellen 
PankteD  schneiden,  wo  dann  also  in  der  Darsteliungsform  4 
unser  von  Ebenen  begrenztes  Tetraeder  die  entsprechenden 
Eckpunkte  im  Äusseren  der  FiindamentallLagel  aufweist.  Dann 
haben  wir  für  die  auf  einen  solchen  imaginären  Schnittpunkt 
besttgliehea  Drehungen  die  ob«i  p.  68  in  (o)  allgemein  charak- 
terisirte  Gesammtheit  von  Transformaiionsgruppen  sur  Ver- 
fügung, die  in  unseren  speoielleren  Fallen  der  Tetraederein- 
Iheilungen  jetsl  nur  dahin  eingesdirtfnkt  ist,  dass  wir  es  mit 
»regnlarsymmetrisoben«  EintbeUungen  in  Ereisbogendrsiw^s  lu 
Ihun  haben. 

Es  msst  sich  auch  hier  (analog  wie  bei  o)  die  ganse  Man- 
nigfaltigkeit der  möglichen  Eintbeilungen  leicht  angeben  und 
Übersichtlich  anordnen.   Es  sei  mir  wieder  gestattet,  aus  der 

Gesammtheit  einzelne  Beispiele  herauszui^reifen ,  deren  Schil- 
derung der  kürzeren  Sprechweise  wegen  iiicr  an  Darstellung 
1  geknüpft  sei. 

Zuvörderst  legen  wir  oin  Telraedor  als  Ausgangsp<»l\edcr 
zu  Grunde,  dessen  s<uijiiilli(;he  \ier  J'.ckpunktf»  (lussrr/Kiif)  der 
Fiindanienlalkugel  liegen  und  dessen  silinmliit  Ik^  K  imItei  daboi 
die  Kuiiel  durchsetzen.  Die  auf  diese  KaiiU  n  l»ezUgiiclien  Sub- 
stitutionen sind  sonach  elliptische  von  bez.  den  Perioden 
V\yV2'--v%y  wie  sie  mit  den  6  Kantenwinkeln  des  Tetraeders 
correspondiren.  Fragen  wir  nach  der  Gebietseinteilung,  welche 
durch  «Spiegelung«  dieses  Tetraeders  entsteht  und  betrachten 
wir  insbesondere  diese  Eintheilung  für  die  FundamentalkugeJ 
selbst,  so  haben  wir  hier  zuvttrdersi  4  getrennte  Kreisbogen- 
dreieoke,  mit  den  4  Eckpunkten  unseres  Tetraeders  correspon- 
dirend.  Ihre  Beproduotion  durch  «Spiegelungs  ergibt  die 
Gruppen  der  Drehungen ,  welche  um  jeden  dieser  4  Eckpunkte 


Digitized  by  Google 


72 


Walthkr  Dyck, 


slatthabeD.  Dabei  beflecken  diese  Reproductionen  jedesmal  das 
Innere  des  Kreises,  io  welchem  der  von  dem  jedesmal iueii  Eck- 
punkte an  die  Fundanienlaikugel  gelegte  TangcntialkeL;ol  diese 
letztere  bertlhrt,  und  haben  diesen  Kreis  sftr  fiatürlichcn  Crevzc. 
Bei  den  Spiec:eliinij;pn  unseres  ersten  Tetraeders  haljen  w\v 
aber  von  den  ursprüni?Iichen  4  lu'kjHinkitm  aus  unendlich  viele 
neue  gewonnen,  deren  jede  auf  der  1  uiidamcnialkuL'el  eine  der 
eben  i^eschilderten  regulären  Eiutheilungen  niil  Grenzkreis  ver- 
anlasst ,  deren  keine  aber,  wie  dies  aus  der  Erzeugung  uomil- 
telbar  folgt,  mit  einer  anderen  collidirt. 

So  erscheint  schliesslich  die  Fundamentalkttgtl  von  unend^ 
lieh  vielen,  jedesmcU  durch  eine  Grenzctirve  abgeschiedenen 
G^neUeifUheilungen  überdeckt^  und  dabei  sind  diese  Gebietseif ilh ei- 
ktngenj  den  vier  Ecken  des  wiprünglichen  Tetraeders  entspretAend 
iwn  viererlei  Art. 

Fig.  5 ,  in  welcher  die  FondamenUiIkugel  stereographisch 
auf  die  Ebene  projicirt  ist , .  stellt  den  besonders  einfachen  Fall 
einer  solchen  Eintheilung  vor,  in  welchem  die  6  Kanten  eines 
regulären  Tetraeders  die  Kugel  gerade  berühren;  dann  hat  man 
suvdrderst  auf  der  Kugel  die  (starit  schrafArten)  4  Ausgangs- 
dreiecke mit  den  Winkeln  0  und  es  tritt  der  specielle  Fall  ein, 
dass  die  (mit  Doppellinien  angegel)enen)  Grenzcurven  unserer 
4  ersten  Eintheilungen  vSich  paarweise  bertlhren.  Die  Fortsetzung 
dieser  I  jntheilung  Uber  die  tjanzo  Kugel  hin  ist  dann  unmittelbar 
aus  der  Figur  abzulesen.  W  ir  bezeichnen  nocli ,  l>e/.Uglich  der 
Frage  nach  einer  etwaigen  im  Aeusseren  der  1  nndamentalkugel 
statthabenden  Einlhcilung,  den  Umstand,  dass  eine  sofehe  hier  in 
der  That  im  Innern  aller  der  soehrn  genannten  hc<j''l ,  weiche 
von  den  Tetraedereckpunkten  an  die  Kugel  eelegl  sind  ,  statt- 
hat; dass  al»er  ausserhalb  derselben  eine  solrhe  siefier  nicht 
eintritt,  wie  ja  schon  die  langenlialebem  ii  uiisim  i  i-  Kctzel,  die 
wir  in  der  Greozlage  erhalten ,  den  Aussenraum  üLberall-dicht 
Überdecken. 

Man  sieht  sofort,  wie  die  somit  geschilderte  Gebietsei nthei- 
lung  der  Typus  ist,  zu  dem  wir  stets  gefuhrt  werden,  wenn  wir 
ein  Ausgangspolyeder  gegeben  haben,  dessen  Ecken  sttmmtlich 
ausserhalb  der  Fundamentalkugel  liegen,  während  dessen  Kan- 
ten die  Kugel  schneiden  (oder  im  Grenzfalle  berühren).  Weiter 
aber  ergibt  sich  von  hier  ans  gleich  eine  Venülgemeinerung  y  für 
wekM  die  Kugel  gleidtfaUs  in  unendlich  viele  Gebiet»  »srlegt 
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unrdf  die  jetzt  aber  jeiUsmal  durch  eme  mchtanaJy tische  Grei»* 
€urve  von  emander  gkrennt  erscheinen.  Ich  kntlpfe  dieselbe  an 
das  soeben  erwähnte  spedelle  Beispiel  an .  weil  dasselbe  hin- 
reiehend  die  allgemeinen  Verhältnisse  n  lieieicfaneD  gestattet. 
Drittes  Beispiel.  Wir  gehen  von  dem  im  wigen  fielspiele 
genannten  regulären  Tetraeder  aus,  dessen  Kanten  die  Kugel 
berühren ,  denken  uns  die  4  Schniltkreise  Ton  Tetraeder  und 
Kogel  markiri  und  schneiden  nnn  jede  der  Ecken  des  Tetrae» 
ders  mit  3  Ebenen  ab,  welche  jedesmal  S  der  ebenerwähnten 
Kreise  berühren  und  dabei  ttbfigens  —  damit  sieh  in  unserem 
Beispiele  alle  Verhältnisse  möglichst  einfach  gestalten  —  durch 
einen  Punkt  auf  der  Mittellinie  der  Tetraederecke  hindurch- 
gehen. Fii;.  6  veranschaulicht  unmittelbar  eine  solche  Kcke. 
Jelzl  habc  ü  wir  ein  Polyeder  boiircnzi  von  viermal  drei  Vier- 
erki  11  lind  von  vier  Neunecken.  Die  letzteren  schneiden  die 
Fuudaiiieiilalkugel  in  den  vier  erwähnlen  Kreisen.  .Ip<I<vs  der 
begrenzenden  Vierecke  sc  hneidet  seinerseits  iin  Fiirnl  nm  nial- 
kupol  in  einem  Kreise,  welcher  2  der  vorizon;tnn((  ii  hniihrl. 
Du  st  s  Polyeder,  dessen  Ecken  sarninilich  Husscrhalb  der  kvv.r\ 
liei;en,  w  icderholen  w  ir  fhirrh  Spir^eiunLi  an  s<^mnitlichen  Seiten. 
Dann  entstehen,  von  den  vier  Ausgani:spol\ uonen ,  die  wir  auf 
der  Kugel  jedem  der  Eckpunkte  des  ursprünglichen  Tetraeders 
entaprechend  unterscheiden  können ,  und  deren  eines  in  Fig.  7 
vorliegt,  ausgehend,  zunächst  vier  Gebietseinthealuogen ,  düs 
durch  eine  nichtanalylische  Gren9carve  ein^esehlonen  sind.  Fig.  7 
giht  die  ersten  Wiederhot un£zen  eines  der  Ausgangspolygone. 
Dabei  zeigt  Fig.  6  sofort ,  wie  die  einselnen  Punkte  jener  nicht- 
aaalytischen  Grenzearve  sich  ihrerseits  wieder  auf  den  Bertth- 
rungskrelsen  der  Kegel  anordnen,  die  wir  von  den  Eckpunkten 
iiaserer  Polyeder  an  die  Fundamentalkugel  legen.  Diese  Kreise 
sind  in  Fig.  6  durch  die  strichpunktirten  Linien  markirt.  Die 
ganze  Fundamentalkugel  nun  ist  Uberdeckt  von  unendlich  vielen 
derartigen  ineinander-  aber  niemals  Obereinander  greifenden 
Bereieben>), 

Viertes  Beispiel.  Wir  gehen  wieder  su  dem  Tetraeder  su- 

I)  lob  habe  die  beideo  letilea  Beispiele  naher  ansgoltlhrt,  weil  ge- 
nde  bezüglich  solcher  Eintheilttogen  der  Sachveibalt  bei  Poiwuirä  (io  der 

erwähnten  Abhandlung  pag.  69  und  70)  nicht  correcl  dargesleül  ist.  Poin- 
tare «spricht  von  einer  endlichen  Anzahl  von  Bereichen,  deren  Jeder  die 
ganze  Oruppß  cfaarakterisirt. 
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rdrk,  (Ipssoti  K(  k[)i]nkte  sämmtlich  ausserhalb  der  I  umi.iineiUai- 
kuL^cl  uelcf^en  situl  und  nehmen  nun  auch  noch  au,  dass  die 
6  Kanten  die  Ku^el  uicht  schneiden ,  so  zwar,  dass  diese  Kugel 
von  den  4  SeitenÜHchen  in  4  f/efrennten  Kreisen  geschnittea 
wird.  Fragen  wir  nach  derEinlbeilung,  wie  sie  durch  die  Spie- 
gelung \inseres  Tetraeders  auf  der  Fundamentalkugel  entzieht, 
so  Ubersieht  man  hier  so  fori,  äass  die  Kugel  eme  einheillü^Einr 
theüung  trägt ,  für  welche  sämmtlicbe  singulttren  Punkte  difiorei 
veriheilt  sind.  Die  letsteren  sind  dabei  angeordnet  auf  den  un- 
endlioli  vielen  Berllhrungskreisen  der  Kegel ,  die  wir  von  den 
Eckpunkten  aller  unserer  Tetraeder  an  die  Kugel  legen. 

Fünftes  Bmpiü*  Eine  der  eben  geschilderten  analoge  Ein- 
theilung,  die  gleich  hier  erwähnt  sein  mag,  erhUlt  man,  wenn 
man  das  obige  Tetraeder  als  Ausgangspolygon  betrachtend,  die 
Fortsetiung  nicht  wie  so^en  durch  Spiegelung  bewerkslel* 
ligt  [WO  erst  twei  su  einander  symmetrische  Tetraeder  das 
Ausgangspolyeder  ergeben),  sondern  wenn  man  durch  eine  Ay- 
perbotische  Substitution  je  zwei  der  Seitenflächen  des  Tetraeders 
einander  zuordnet.  Auch  hier  trägt  dann  die  Kugel  eine  vnümt- 
liche  Eintheilung  mit  völlig  getrennt  liegenden  singulären  Punkten . 
WhIucimI  aherftlr  unsere  obige  Eintheilung  die  sänuiilUclien  auf- 
tretenden Kanten  der  einzelnen  Tetraeder  » unveränderliche  v 
Knnlen  waren,  haben  wir  es  liier  auch  in\i  veränderln  hat  zu 
tiiiiii.  Von  den  6  Kanten  oincs  |(mKmi  letraeders  siiul  n.iinlieli 
nur  zwei  ein^mder  fzegenülx^r  In  ::rn<l('  als Drehungsaxon  für  die 
beiden  zugehörigen  liyperholisehen  Subslttuliooea  unverändeT' 
IwliC  Kanten,  nicht  aber  die  vier  anderen. 

Sechstes  Beispiel,  Noch  erwähnen  wir  zum  Schlüsse  des 
auch  schon  von  Herrn  A)tiicar^(Gomptes  rendus  Bd.  93,  pag.  582) 
bertlhrten  Vorkommnisses,  dass  eine  auf  der  Fundamen talkugel 
verstandene  Gebietseintheilung  gewisse  kreisförmige  Stucke  der- 
selben freilassen  kann ,  dem  Umstände  entsprechend ,  dass  bei 
einer  hyperbolischen  Substitution  das  Innere  desjenigen  Kreises, 
welcher  Uber  der  Verbindungslinie  der  beiden  bei  der  Substi- 
tution festbleibenden  Punkte  errichtet  ist,  niemals  in  das^euMsre 
desselben  übeiigeitthrt  wird.  Hat  man  also  ein  Ausgangspolygon 
auf  der  Kugel ,  weiches  nur  in  dem  etnen  dieser  beiden  Theile, 
etwa  atfSserAolfr  jenes  Kreises ,  liegt,  so  wird  die  von  ihm  ans 
sich  fortsetzende  Gebietseintheilung  sich  niemals  in  das  Innere 
dieses  Kreises  erstrecken  können.  Auf  den  Baum  [und  die  Dar- 
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stelluDgsform  [i.)  unserer  Subslilulioncn)  Übertragen,  werden 
dann  gewisse  Kugelabschnitte,  deren  Ebenen  jedesnoal  durch 
die  beiden  festbleibenden  Punkte  der  hyperbolischen  Substitu- 
tion gelegl  sind,  von  der  Gebietseintbeilung  unbertthri  bleiben, 

§4.  SehlngsbemerlniiigeiL 

Im  Vnrsfpfiendt  n  handelt  es  sich  um  das  Studium  rcgulfircr 
Gebielseiuihciluni^en  imfer  Zugrundeleyiinfj  einer  reellen  Ku(fel 
aU  funddmentdlflficfw  iinsercr  Massbestimmung. 

Ziehen  wir  einmal  diese  Kugel  auf  einen  Punkt  (etwa  den 
oneDdlicb  fernen  Punkt)  des  Raumeft  lufiamnien ,  dann  kommen 
wir  zu  Transformationen  des  Raumes  in  sich,  welche  jenen 
einen  Punkt  ungeändert  lassen.  Die  zugehörigen  Gebietsein^ 
tbeilungen  sind  durch  die  Untersuehungenvon^toAiidirs^)  gegeben 
nnd  für  physikalische  Fragen  verwerlhet  worden. 

Lassen  wir  andererseits  die  Fundamentalkttgel  ImaginVr 
werden,  so  ergeben  sieh  «ndUche  Gruppen  von  Bewegungen  für 
BDsere  jetai  dUpUEfM  Masibestimmmg  im  Baume.  Herr  Klein 
kat  auf  ihren  Charakter  und  die  Art  ihrer  AufsUhhing  bereits  in 
der  schon  mdirfach  erwilhnten  Abhandlung  im  9.  Annalen- 
iisnde  hingewiesen.  Sie  bieten  ttberdies  eine  innige  Beaiehung 
in  den  im  Baume  von  vier  Dimensionen  auftretenden  regulttren 
Korpern  dar. 

Schliesslich  sei  noch  besonders  hervorgehoben ,  dass  durch 
wmre  RaumeintheHungeniy^l.iWe  Beispiele  2  und[3)  die  Muglich- 
keil  einer  geome Irischen  Verknüpfung  von  ganz  helerngenen  Ge- 
bieUeintheilungen  gegeben  ist^  die  auf  derFuDdamentalkugel  durch 
den  Schnitt  mit  unserem  »  Aus^angspolyeder«  entstehen.  In  wie 
weil  (li<  ser  Zusammenhang  auch  lür  die  analofien  funelUmen- 
thruvt-hsrhrn  Krauen  vcrfol|i;L  werden  kann,  die  sich  an  die  Func- 
tionen einer  auf  der  Fundamen falkuc;el  i:t'<l(  nieten  cojujiiexen 
Variahein  nnschliessen ,  und  in  \s  <  ichcr  ttichtunj?  diese  Ein- 
lhcilunjj;en  fdr  die  Theorie  der  im  Haume  gedeuteten;  Functionen 
dreier  reeller  Variablen  von  Belang  sind,  muss  ein  weiterer  Ver- 
folg der  rntersuchungen  lehren,  die  ich  hier  nur  in  einer  ersten 
und  vorUüußgen  Notis  gekennseicbnet  halM. 

4]  Man  vergleiche  ^o^ka,  Entwicklung  einer  Theorie  der  Krystall- 
tlraklnr  (Leipzig,  Teabner)  wo  auch  dSe  weitere  elnachlSgige  Lfleratar 
sidi  Sndet. 
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W.  Bnuuie»  U^fer  die  irUercosUüvenen  des  menschlichm 
Kitrpers''). 

Ich  erlaube  mir  der  (icsellscliaft  einen  Thcil  der  BcHrln  idnii; 
des  mensühliclion  Venensystenis  vorzulef;en ,  welche  in  Furin 
eines  Alias  in  der  nächsleu  Zeit  im  Verlage  von  Veil  &  Comp, 
hier  erscheinen  wird. 

I(*h  halte  schon  früher ,  im  Jahre  4870  (31.  Oclober),  der 
GesellM-ti'fft  fiber  eineo  Saugapparat  am  Oberschenkel  des 
MensoheD  berichtet ,  der,  von  den  Faseien  in  der  Gegend  des 
Poramen  ovale  gebildet,  bei  den  Bewegungen  de«  Beines,  wie 
sie  z.  B.  beim  Geben  erfolgen ,  in  ThäUgkeit  gesatot  wird« 
ond  der  Vorwärtsbewegung  des  Venenblutes  dient.  Die  Wir^ 
knng  dieses  Apparates  zeigte  sich  llusserlieh  in  der  Erschei- 
nung der  Venenanordnung  insofern ,  als  von  allen  Seiten  Ve* 
nenstamme  an  diese  Stelle  herantreten,  und  wie  die  Riohtung 
ihrer  Ventile  zeigt,  ihren  Inhalt  dahin  entleeren. 

Aebniiche  Verbttitnisse  fanden  sieh  bei  späteren  Unter- 
suchungen an  der  menschlichen  Hand,  und  auch  an  ande- 
ren Regionen  des  Kttrpers.  Ueberhaupt  zeigt  sich  die  Anlage 
derartiger  Saugapparate  am  menschlichen  Körper  sehr  weit 
verbreitet.  Ueberall  da,  wo  Muskeln  und  Fascien  bei  ihrer 
Spannung;  (iic  von  ihnen  umschlossenen  Hohlräume  erweitern, 
kommt  eine  Saugwirkunfi  /u  Staniie,  und  diese  macht  sich  nicht 
nur  für  die  Cnculatioii  im  \'e7iensjfst('me.  son<lern  auch  für  die 
im  Systeme  der  Lymjt/iyefäiiiie  gellend ,  und  wirkt  bestimmend 
auf  die  Form  dieser  Gefässramilicationen  ein. 

Die  scheinbar  regellose  Anordnung  vieler  Lynif^hh^hnen  und 
der  Venen  wird  zu  einer  sehr  regeim.issigen ,  wenn  man  auf 
diese  Saut:apparale  achtet.  Durch  dieselben  werden,  um  nur 
einit^e  beispiele  aufzuführen  ,  die  Geilenden  des  unleren  Hals- 
ahschnittes,  der  Achselhöhle,  der  Fossa  ovaiis  des  Oberschenkels 

*}  Vorgetragen  In  der  Sitzuog  »m  M.  Joni  4888. 
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zu  Sammelslellen  der  VeDensianiiiie  sowie  der  Lyinphf^efüsse. 
Und  es  iHsst  sich  erwarten,  d;iss  ebenso,  wie  die  Oberschenkel- 
vene als  Kndvene  (iin  Siiiiie  der  ('ohnfit  Hn  sdwn  Kndarterien) 
für  das  Venengehiet  des  Schenkels  aügeselii'ii  \mm(1([]  kann,  auch 
die  Lympbgefiisse  des  Schenkels,  der  unleren  Bauehdecken  und 
(ier  Genitalieogegend  ihre  Passage  durch  den  ÖohenkeilLa&al 
uehmeo. 

Es  muss  der  späteren  Bearbeitung  vorbehalten  bleiben, 
diese  Verhältnisse  eingehend  zu  behandeln«  Hier  möchte  ich 
vorläufig  nur  ein  ßruchstUok  dieser  grosseren  AriieU,  einige 
Teihältnisse  der  JhUercoskUveneHy  besprechen. 

Die  letzten  und  vollstflndigistan  Angaben  Uber  die  hier  in 
Frage  stehende  Venengmppe  geben  die  Werke  von  BmUe  (Ge- 
filsslehre  Auflage  1876] ,  Luwchisa  (Anatomie  der  Brust  des 
Hellsehen,  Tttbingen  1863  S.  206  u.  ff.)  und  G.  Bretcktt 
(Sar  la  systöme  velneux). 

Nach  dem  JSren^schen  Schema  (a.  a.  0.  5.  396,  Fig.  136) 
munden  die  Intercostalvenen  mit  ihren  vorderen  Enden  bis  auf 
die  vier  letiten  sttmmtlich  in  die  verUcalen  Canttle  der  doppell 
angelegten  Venae  mammariae  intemae.  Die  vier  unteren  zeigen 
freistehende  isolirte  vordere  Enden,  yvoh\  um  anzudeuten,  dass 
sie  nur  einen  Ai)fluss  nach  der  Wirhelsüule  zu,  in  die  Vena 
azygos  und  hemiazygos  haben.  Kin  kurzer  verticaler  Verbin- 
duagscanal ,  der  die  Vena  anonyma  dextra  mit  der  Vena  inter- 
coslalis  dexlra  nahe  ihrem  Vertebralende  verbindet,  nimmt  die 
iwei  olicrsten  \  enae  intt^i  costales  dexlrae  auf,  wilhrend  die  der 
linken  Seite  in  (l;!s  Stllek  der  Vena  hemiazygos  accessoria  ein- 
münden ,  das  sich  mit  Vena  anonyma  sinistra  verhinrlet.  Die 
Vertebral enden  der  Intercostalvenen  nehmen  sUmmtiich  einen 
starken  Bamus  dorsalis  auf,  der  das  Blut  von  den  inoeren  und 
äusseren  venösen  Spinalplexus  bringt*  Diese  Rami  dorsales 
sind  stärker  als  der  Stamm,  in  den  sie  einmünden,  und  könnten 
demnach  als  Hauptstamme,  nicht  als  Aeste  der  Intereostalvenen 
beieicfaliet  werden.  Nach  Vereinigimg  mit  dem  Ramus  dorsalis 
empfilngt  jede  Vena  intercostalis  noch  Aeste  von  der  Vorder^ 
flfldie  der  Wirbelktfrper  und  Knodhenvenen  aus  dem  Inneren 
derselben.  Die  Mündongen  der  unteren  Intercostalvenen  in 
db  Vom  asygos  und  hemiazygos  sind  nach  Henle  itie,  oder  nur 
Sons  autnahnuweise  mit  iUappen  verseben,  die  Mttndungen  der 
oberen  Intercostalvenen  aber  scheinen  nach  ihm  öfter  Klappen 
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zu  besttten  als  otohi.  Jede  loteroostalvene  begleite!  einfadi  die 
Arterie  an  deren  oberem  Rande.  Als  Vena  iniereostaKs  sufirenia. 
S.  345  (a.  a.  O.),  btaeiehnei  Ifen/e  eine  Vene,  die  einlach  mii 
dem  vorderen  oder  intereostalen  Ast  der  Arterie  gleiehen  Na- 
mens verläuft,  von  der  sie  nur  durch  den  Zusammenhang  mit 
der  Azyi^os  und  Hemiazygos  abweicht. 

Nach  Lmchka  (a.  a.  O.  S.  809  u.  fl*.)  entsprechen  die  In- 
tercostalvenen  ihren  HaupUlsten  nach  dem  Laufe  der  bezüglichen 
Arterien.  >*Sie  nehmen  Has  Blut  nicht  allein  aus  den  Weich- 
theilen  der  Inlercoslair.uinu'  urui  der  nach  aussen  von  diesen 
liegenden  Musculatur  auf,  sondern  auch  aus  den  niüchtieen  Ge- 
flechten ,  welche  die  Aussenseile  des  Rüekfjrates  unisjnnnen 
und  den  W  ii  beiearial  durchziehen.«  Vena  intercoslalis  supi  ema 
nennt  l.nsihkd  eine  Vene,  welche,  nehen  der  gleichnamigen 
Ariern^  lirK  -jen  .  <Ims  Hlut  aus  4len  zwei  i»is  drei  oln  ren  Inler- 
CüstaliiiuiMPn  aulnininit,  und  in  die  Vena  anonynia  einniilndol. 
»Die  linke  Vena  intereostalis  supimia  zeii^l  nieist  ein  an<l(»res 
Verhalten  als  die  rechte;  sie  tritt  meist  in  den  feigenden  vier 
Intercostalvenen  zu  (»ineuj  Stlinunchen  der  Hemia/\i;üs  supe- 
rior  zusammen,  welches  hinter  der  Aorta  in  die  Asygos  ein- 
mündet.« 

»Die  Venae  intercostales  inferiores  bieten  in  ihrem  Verhal- 
ten einen  häufigen  Wechsel  und  in  der  Regel  auch  nicht  auf 
beiden  Seiten  gleiche  Anordnung  dar.  Die  rechtsseitigen  acht 
unteren  senken  sich  gewöhnlich  gesondert  in  die  Azygos  ein, 
wahrend  die  übrigen  meist  su  einem  gemeinsamen  Stttmmchen 
sich  vorher  vereinigt  halten.« 

Von  denen  der  linken  Seite  gelangen  nach  Lwchka  meist 
die  vier  unleren  in  die  Hemiasygos ;  die  fünf  oberen  bilden  mii 
der  Intercostalis  suprema  einen  gemeinsamen  Stamm ,  Hemi- 
asygos  Buperior.  Die  tlbrigen  treten  dann  gesondert  in  die 
Aiygos. 

vMttgen  die  intercostalvenen  aber  wie  immer  angeordnet 
sein,  an  jeder  derselben  hat  man  swei  HauptHste,  einen  vord^ 
ren  und  einen  hinteren  Ast,  zu  unterscheiden.  Der  Ramus  an- 
terior s.  intercosialis  ist  bedeul^d  dttnner  als  der  Dorsalis  und 
nimmt  das  Blut  hauptsächlich  aus  den  Bestendtheilen  des  be- 
treffenden Zwischenrippenraumes  auf.  Der  Ramus  dorsalis, 
welcher  sich  mit  dem  vorigen  unter  einem  fast  rechten  Winkel 
swisohen  je  zwei  Rippen  wurzeln  verbindet,  ist  kurz  und  dick. 
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Fr  nimmt  das  BIul  aus  den  Plexus  veriebraies  dorsales  und  deu 
Siüu.s  raiKfüs  vertebralis.« 

in  diesen  Angaben  ist,  soweit  ich  die  Literatur  uboi*sehe, 
Alles  enthalten,  was  von  den  Intercostalvenen  bekannt  ist.  Nach 
denselben  verhalten  sich  die  iDtercostaive&en  in  ihrem  Verlaufe 
•nd  ihrer  Vorüstelunf^  im  Wesentlichen  wie  die  Intercostal- 
arterien,  die  sie  begleiten.  Die  Beschreibung  ,  wie  sie  Arnold, 
AniAoniie  des  Menschen,  II.  Bd.  4.  Abtheil ung,  4847,  S.d9l  u.  tt*. 
gib,  entbalt  sohoD  einen  HaupitheU  dieser  spttteren  Pabli- 
ttlioDeii. 

Meine  Befunde  ergänzen  und  oiodifictren  die  bisherigen 
Anschaniuigen. 

Naoh  meinen  ünCersuebungen  bilden  die  Infteroostalvenen^ 
etwa  soweit  wie  die  wahren  Rippen  reichen,  bis  snr  sechsten, 
evenlueil  siebenten  Intercostalvene,  den  Kdrpersegmenteo  eni* 
sprechend,  VenendrMf  oder  Sohaltstttcfce,  welche  ihren  Inhalt 
sowohl  nach  den  Vmae  manmariae  tnUmoie^  wie  nach  den  Sy- 
stemen der  A9ygos  und  Uemiasygos  enUeerm,  sie  tragen  an 
ihreo  ElnmUndungsstellen  enigegmgeietzt  gerichtete  Klappen^ 
stellen  also  nicht  nur  Aesle  des  Azytzos-  und  Ueiniazygossystems 
dar,  sondern  auch  Aeste  der  Matiiinariae  internae,  dit;  mit  ein- 
ander 7.  us^i  Iii  Ilten  hängen  ,  und  von  ihrem  neutralen  MiUelstücke 
aus  ausserdem  noch  Abtlüsst'  nach  der  Vma  (uHlaris  nhsenden. 

Die  Venen  der  Costae  spuriae,  soweit  dieselben  durch  ilire 
Kn(ir|H'l.Mis.t(/.(»  aneinander  izekoppeH  sind,  also  etwa  die  7.,  8. 
und  *J.  liileK  (tstalvene,  haben  keine  Al>Üilsse  nach  der  Achsel- 
höhle mehr,  entleeren  sich  aber  Gleichfalls  unter  dem  F.iiiMusse 
der  Klappen  sowohl  nach  der  Wirbelsaule  hin,  wie  naeli  dem 
Stern  um  zu ;  ihre  vorderen  AbttUsse  aber  bilden  paarige  Sam- 
meistern me «  welche  die  Arteria  musculophrenica  swisoben  sich 
fassen  uod  zur  Mammaria  interna  ziehen. 

Die  zwei  bis  drei  untersten  Intercostalvenen,  den  Costae 
flactuantas  entsprechend ,  haben  keinen  Abflnss  nach  vorn  ;  es 
sieht  aus,  als  ob  durch  die  Bewegungen  der  vorderen  frei  be- 
weglichen Rippenenden  ihre  Verbindungen  unter  einander  nicht 
mr  Entwicklung  kommen  konnten. 

ihe  Caiiber  der  h^erottalvenm  ndmen  vm  oben  nach  ab- 
wärts gieiehma»$ig  s«. 

Die  Intercostalvenen  entsprechen  also  in  ihrer  Form  und 
VerbinduDg  den  Verhältnissen  der  Rippen ;  nur  kommen  bei 
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ihnon  Abweichungen  (1er  Zähl  nach  vor,  so  ilass  mitunter  eine 
Ins  zwei  Venen  weiter  nach  abwärts  noch  Verbindungen  mit 
der  Acliselböhie  oder  mit  den  Venae  mauuuariae  inlamae  zeigen 
können. 

Es  foltzt  nun  die  Hesehreibunij;  des  Einzelnen.  Die  Inter- 
costalvenenstämine  sind,  wie  angegeben  wird,  im  Wesentlichen 
einfach  angelegt^  jedoch  zeigen  sie  wiederholt  Spuren  einer  dop- 
pelten Anlage.  Man  findet  hier  und  da  spitzwinkelig  abgehende 
Aeste,  welche  naob  einer  Strecke  wieder  in  rlrn  Hauptstarom 
zurückfuhren  und  so  eine  langaiisgezogene  Masche  bilden,  -die 
ein  Stück  der  Arterie  zwischen  sieh  lasst. 

Die  ijueren  Verbindungsvenen  dagegen,  die  reohiwinkelig 
Aber  die  InnenflMobe  der  Rippen  laufen ,  sind  last  stets  paaruf 
angelegt,  ebenso  wie  die  V«ia  interoostalis  suprena  aooessoria, 
welche,  wenn  vorhanden,  xu  beiden  Seiten  der  gleichnamigeo 
Arterie  einen  Tbeii  des  Blutes  der  oberen  InteroostalrStume  diroet 
SU  der  Vena  subclavia  fttbrt. 

Die  ¥n%e  nadi  dem  Auftreten  der  paarigen  Venen  und 
nach  den  Ursachen  dieser  Anlage  Ittsst  sich  bis  jetat  auch  nach 
den  Befunden  am  Thorax  noch  nicht  beantworten.  Wenn  sich 
auch  an  den  Extremitäten  überall  da,  wo  die  Muskeln  schatzende 
HüLlrüunie  bilden  ,  wie  im  Lig.  intermusculare  internum  des 
Oberschenkels,  der  HaupLsache  nach  eintaelie  Venenrohre  lin- 
den, und  zwischen  den  Muskeln  ,  die  bei  ihrer  Conlraction  die 
daselbst  gelegenen  Theile  drücken,  j>aarige  Veni  ii  auftreten,  m) 
da&s  man  auf  die  Meinung  geführt  wird,  (las.s  die  Druck  Verhält- 
nisse der  Umgebung  von  beslmmiendein  Kinfluss  auf  diese 
Hildun;-:  is(  .  so  finflen  sicli  doch  an  anderen  kurperslelieii ,  da 
wo  man  gleichen  Druck  erwarten  sollte,  bald  paarige  \'ciu'ii, 
bald  einfache.  In  der  Schüdelhohie  sind  die  Venen  des  llirn- 
mantels  einfach  angelegt,  die  der  Arteria  uieningea  niediii  ent^ 
sprechenden  Venen  dagegen  meistens  doppelt.  Dasselbe  findet 
sich  in  der  Thoraxwand.  Die  Intercostalvenen  selbst  sind  im 
Wesentlichen  einfach,  ihre  quer  über  die  Rippen  taufenden 
Verbindungen  meist  doppelt  angelegt,  ebenso  wie  die  Vena 
intercostalis  suprema  aocessoria  doppelte  Anlage  zeigt. 

Die  Lage  der  Intercostalvenen  su  den  Arterien  verhalt  sich 
so,  wie  wir  es  bei  den  Venen  auch  an  anderen  Stellen  des  Kör- 
pers wiederfinden.  Die  Intercostelvenen  liegen  wie  gedeckt 
und  gegen  von  aussen  kommenden  Druck  gesichert,  xwisofaen 
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Rippe  und  Arterie  im  Suicus  coslalis  barl  unter  der  Rippe^  so 
wie  wir  es  bei  der  Passage  der  Vena  iliaca  sehen,  die  am  Psoas- 
wall  gedeckt  durch  die  darüber  liegende  Arteria  iliaca  die 
Beckenbüble  durchzieht.  Die  Hauptstämme  der  Intercostalvenen 
liegen  am  unteren  Rande  jeder  Rippe ,  d.inoben  die  Arterie, 
weiter  entfernt  von  der  Rippe  der  Nerv.  Während  man  an  an- 
deren Kdrperstellen  die  Venen  in  Regleitung  der  Nerven  findet, 
hier,  wie  bei  der  Femoralis  und  der  Subclavia,  die  Arterie 
daswiBcben  ,  so  dass  es  aussieht,  als  ob  das  Venenlilut  den  ge* 
schützten  Winkel  unter  der  Rippe  (Örmlicb  ausgesucbt  bätte, 
oder  als  ob  hier  ein  Ort  des  geringsten  Druckes  das  Venenblut 
angeBogen  und  endlich  zur  Bildung  einer  Vene  geführt  habe. 

Am  oberen  Rande  der  Rippen  finden  sich  auch  Yenen,  aber 
anbestandig  in  der  Lünge  und  von  viel  kleinerem  Galiber  als 
die  am  unteren  Rande.  Diese  Stammehen  am  oberen  Rippen- 
rande  httngen  vielfaeh  mit  den  Stammen  im  unteren  Suleus  tu- 
sammen,  und  können  mitunter,  jedoch  nur  selten  so  stark  im  Ga- 
liber werden,  dass  sie  den  Hauptstamm  bilden. 

So  weit  als  die  Rippen  mit  ihren  vorderen  knorpligen 
Enden  directe  Verbindungen  mit  dem  Brustheine  einj^ehen,  so 
weit  zeigen  aneh  die  Intercostatvenen  AbzUge  und  Verbindungen 
mit  den  längs  des  Brustbeinrandes  laufenden  Venae  mammariae 
intemae.  Sie  bilden  somit  quere  Verblndungscanllle  swischen 
den  vertiealen  Venenllnfen  an  der  vorderen  und  hinteren  KOr- 
perwand,  also  keine  eigentlichen  Ramificationen,  wie  man  ge- 
wöhnlich meint. 

Wahrend  aber  die  Venen  der  hinteren  Körperwand,  näm- 
lich die  Azvfios  mit  der  Heiiiiazygos  propria  und  accessoria  s. 
superior  [Arnold,  a.  a.  0.  S.  594;  Luschka,  a.  a.  0.  S.  210)  nur 
<lurch  ein  oder  zym  I  iiiul  niehr  Ouerlüufe  mit  eiuander  iü  Ver- 
liindiini:  stehen,  sind  die  Veiiae  iitammariae  an  der  vorderen 
Thora\\^a^d  durch  querverlaufende  Venen  mit  einander  ver- 
Imoden,  die  sich  an  jedeirj  Tlioiaxsegmenl  wiederholen,  und 
namentlich  an  der  VorderflUche  des  Proc.  xyphoideus  besonders 
stark  aus!ze})ildel  sind. 

Die  von  Luschka  (a.  a.  O.  S.  erwähnte  Vena  anasto- 
mofica  transversa  ist  also  nicht  eine  [»esondere  Einzelbildiing, 
wenn  sie  auch  auffallend  slark  ist,  sondern  nur  eine  Theil- 
erscheinung  des  cnnzm  S\sipnis  querer  VerbindnnutMi,  die  sich 
regelmässig  wiederholen.  Die  intercostalvenen  büden  also  ge- 
iiskii.>pVi.  ciuM.  im.  S 
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schiosseno  Hinge,  oder  Vrin  ncirkel,  die  nach  verschiodenen 
Seilen  hin  ihren  Inh^ill  entleeren  können,  je  nachdem  die  i)ruek- 
verhiillnisse  sic-h  tj;estaUen.  Und  zwar  liegen  an  beiden  Ein- 
mtindnni^sstelien  Ventile,  die  entgegengesetzt  ceriehlet  sind,  so 
dass  nur  nach  der  Azygos  oder  nach  der  Mamma ria  hin  das 
Biul  ausfliessen  kann,  aber  nicht  von  der  Mammaria  zur  Azviios, 
resp.  Hemiazygos,  oder  umgekehrt  zu  fliessen  vermag.  Diese 
Klappen  am  Vertebraieude  liegen  meist  lateral  von  der  Mündung 
der  Rami  dorsales,  so  dass  man  von  der  Azygos  die  letzteren 
und  die  Spinalplexus  meist  füllen  kann,  ohne  die  Intercostales 
selbst  zu  erreichen.  Es  sind  dies  ganz  ähnliche  Venenanlagen 
wie  der  Girculus  venoaus  ischiadicusund  obturatorius  am  Ober- 
schenkel, wie  auch  ferner  der  Sinus  cavernosus  in  derSchHdel- 
höhle )  der  sich  nach  der  Gesichlsfläche  wie  nach  dem  Foramen 
jugulare  entleeren  kann^  wie  auch  ferner  die  Venenzirkel,  die 
sich  an  den  Venen  der  Bauchdecken  und  an  den  Venen  der 
Hohlhand  und  des  Uohlfusses  finden. 

Ausserdem  aber  besitzen  alle  Intercostalvenen  bis  herab 
zur  sechsten,  eventuell  siebenten,  ausnahmsweise  selbst  achten 
Rippe ,  seitliche  Abfittsse  nach  der  Achselhohle,  von  starkem 
Caliber,  die  sich  schliesslich  mit  einander  zu  einem  oder  meh* 
reren  Stammen  vereinigen,  ehe  sie  in  die  Vena  axillaris  einmün- 
den. Diezahlreichen,  nach  der  Achselvene  hinführenden  Ven- 
tile in  diesen  Venen  zeigen,  dass  es  sich  hier  um  Altflüsse  aus 
der  Brusthohle  handelt,  dass  also  der  Saugraum  der  Achsel  bei 
gewissen  Verhüitnissen  geringeren  Druck  haben  kann,  als  die 
Thora:iibOhle. 

Es  scheint  nicht  zweifelhaft,  dass  man  im  Stande  ist,  durch 
gewisse  Bewegungen  des  Annes  den  Saugapparat  in  der  Achsel- 
höhle in  Action  zu  setzen ,  so  dass  er  das  Blut  der  Intercostal- 
venen nach  aussen  führt,  also  stark  blutleerend  auf  die  Brust- 
höhle, namentlich  auch  auf  die  Pleuren  einwirkt,  deren  Venen- 
astchen  in  die  Intercostalvenen  sich  ergiessen. 

So  weit  als  die  Muskelwälle  des  Latissimus  dorsi  und 
Pecloralis  major  deutlich  vorsprinizen,  so  weit  also  das  Saugge- 
biet der  Aehselhohle  reiehl,  so  weit  finden  sich  aueli  regelmassig 
seilliche  AbÜussrohre  an  den  Intercostalvenen  ani^ebraclil.  Die 
7.  8.  9.  \0.  H.  1^.  Intercostalvenen  hal)eii  (ur  gewöhnlich 
keine  Abflüsse  nacli  der  Achselvene,  wenigstens  keine  directen, 
können  aber  durch  Querleitungeu,  die  nach  den  oberen  Inier- 
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oDStalvenen  fahren »  mitunter  indirect  ihren  Inhalt  durch  jene 
in  die  Achselhl^Me  mit  entleeren. 

Die  8.  und  9.  mitunter  auch  die  40.  Interoostalvenen  hän- 
gen durch  paarige  St&mme,  die  in  dem  Falz  des  Zwerchfellmus- 
kels  am  Rippenbogen  liegen,  mit  den  Mammariae  intemae 
mammen,  während  ihr  Vertebralende  in  die  Äzygos  und  He- 
niazygos  einmündet  und  vor  dem  Eintritt  der  DorsaUste  mit 
Klappen  versehen  ist. 

Diese  paarigen  Sammelstümme  der  drei  Intercoslalvenen 
iio  den  gekuppelten  (loslae  spuriae  mögen  Venae  musculo- 
phreniaie  heissen,  da  sie  die  gleichnamige  Arterie  zwischen 
sich  fassen.  Sie  }>i]den  mit  der  Venn  n{)igaslrica  snpei  ini-  den 
Anfang  der  Manimaria  interna  und  liiingen  selbst  mit  den 
Zwerchfell  Venen  und  auch  hier  und  da  inil  den  Venen  der  vor- 
deren Baiichwand  /usnnitnen.  Nur  an  den  zwei,  irsp  drei 
unler(Mt  Ripjx n  fohlen  diese  Verbindungen  nach  vorn,  w.fs 
wohl  (I  unii  in  Zusaiiiiiinilinng  zu  bringen  i^f  ,  dass  die  unteren 
Hippen  nicht  gekoppelt  sind,  wie  die  übrigefi ,  sondern  (iureli 
die  freie  Lage  ihr(M*  vorderen  Enden  selbständige  Bewegungen 
machen  und  ihre  Inlercostalraume  auch  am  vorderen  Ende 
ziemlich  beträchtlich  vergr()ssern  können.  Dem  entsprechend 
verhalten  sich  hier  die  Zwerchfellursprtlnge  anders  als  an  den 
nächst  höheren  mit  einander  verbundenen  Rippenknoi7)eIn. 
Sie  bilden  nicht  eine  so  dichte  zusammenhangende  Muskelfleisch- 
lage, sondern  beginnen  sehnig ,  so  dass  eine  Aponeurose  vor- 
handen ist ,  von  der  die  Fleischfasem  entspringen,  die  sich  bei 
den  Bewegungen  der  Rippen  faltet  und  spannt ,  und  Bewegun- 
gen der  vorderen  Rippenenden  in  ziemlicher  Breite  geslattet. 

Die  hier  liegenden  Venen  erhalten  sehr  mächtige  ZuOttsse 
Tom  Zwerchfell  und  von  den  Muskelmassen  der  Bauchdecken, 
so  dass  sie  ein  sehr  machtiges  Galiber  trotz  ihres  kurzen  Ver- 
laufes erreichen.  An  den  EinmUndungsstellen  dieser  Aeste  tra- 
gen die  Intercoatalvenen  Klappen ,  welche  ein  Zurttckstauen  des 
Inhaltes  nach  dem  Zwerchfell  und  den  Bauchdecken  zu  unmtfg- 
Ucb  machen. 

Ist  die  Voraussetzung  richtig,  dass  die  Venenbildungen  ab- 
bSngig  sind  von  den  Druckverhältnissen  der  Umgebung,  so 
nrasste  sich  auch  erwarten  lassen,  dass  die  Fascien  des  Halses 
lind  die  Schlüsselbeine  mit  ihren  Muskeln  ihren  saugenden  Ein- 
fluss  auf  die  Bilduuj^  der  Venen  an  der  oberen  Thoraxapertur 
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t^eJlend  machen.  Dies  findet  sich  denn  auch.  An  verschiedenen 
Stellen  finden  sich  Abflüsse  dar  oberen  lotercostaivenen  von 
ziemlichem  Galiber  nach  den  grossen  Halsvenen,  so  dass  das 
Bild  namentlich  der  obersten  hitorcostalvene  dadurch  ein  sehr 
wechselndes  wird.  Diese  relativ  sehr  kurze  Vene  wird ,  wenn 
der  Abzug  nach  der  Mammaria  vom  sehr  stark  ist,  ein  schwa- 
ches VeriebraLende  zeigen,  und  umgekehrt;  kann  aber  an 
einzelnen  Strecken  fadendttnn  werden,  wenn  die  Abzüge  nach 
den  Venae  anonymae  event.  subclaviae  hin,  sich  sehr  stark  aus- 
gebildet haben. 

Sehr  bestimmt  zeigen  sich  die  Co/t^er-Verhaltnisse  an  den 
übrigen  Intereostalvenen.  Entsprechend  der  Form  des  Kegel- 
mantels, wie  sie  die  Wandung  des  Tnincus  bildet,  nehmen  die 
Massen  der  muscultfsen  Wandungen  von  oben  nach  abwärts  zu. 
Ein  gleiches  Zunehmen  des  Galtbers  von  oben  nach  unten  zeigen 
die  Venen.  Die  12.  Vena  intercostalis  hat  demnach  trotz  ihres 
kurzen  Verlaufes  an  der  Rippe  das  grösste  Caliber,  führt  also 
die  grössle  Menge  Blul  von  allen  Intereostalvenen  der  Vena  cava 
ilurch  die  Azygos  zu. 
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Garl  Amnaan»  U«ber  eine  neue  und  emfäche  Methode  %ur 
Vntm^idiung  der  SteU^eit,  respeeiive  ünstetigkeit  mäurdeuHger 
hnäionen*). 

Während  man  bisher  hei  den  Sletiiikeitsimtersuchiin^en 
mchrdeiiliger  Functionen  zunächst  die  versciiiedenen  Werthe 
der  l'uuctionen  von  einander  zu  separireti,  und  sodann  diese 
Werthe  einzeln  auf  ihre  Stetigkeit  zu  untersuchen  bemüiil  ge- 
wesen ist,  soll  im  Folgenden  eine  Methode  dariielegt  werden, 
iitittelst  deren  man  (üe  in  Reih»  stehenden  Werthe  (jl  eich  zeitig, 
und  ohne  vorgilngige  Separation,  der  genannten  Untersuchung 
i\i  unterwerfen  vermag. 

Die  Warsein  einer  Gleichung  f[z)  =  s  . 

Die  Function  f(%)  sei  auf  irgend  einem  Theil3  der  js-£bene 
eindeutig  und  steHg.  Gleiches  gilt  alsdann  von  der  Function 

falls  ni;i!i  unter  s.  eine  Constdutc  versteht.  Dcuiüenuiss  werden 
die  ^uiipulJete  dieser  Function  (1.1  auf  3  niemals  ein  Curven- 
oder  Flächen-Element  stetig  erfüllen  können,  sondern  stets  ver- 
emzelt  liegen.  Uebrigens  sind  dieselben  im  Allgemeinen  von 
verik-hiedener  Ordnung. 

Bezeichnet  nuin  nnn  einen  .Nuüpuuct  erster  Ordnung  kurz- 
weg als  elementarpT}  Nullpuncl.  und  betrachtet  man  einen  Null- 
|iunct  ,uter  Ordnung  als  eine  \  ereinigung  von  /w  elementaren 
NullpuDcien ,  so  wird  bekanntlich  die  Anzahl  sämnUlicher 


*!  Vorgelegt  und  zum  Druck  gegeben  in  der  Sitzung  am  10.  Decem- 
ber  mt. 
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auf  3  vorhandenen  elcnjentaren  Nullpuncle  der  Function  (I. 
den  W  erth  haben  : 

die  Iniegraiion  positiv  erstreckt  Über  alle  Randpunete  )  der 
Fläche  3*  I^aImi  wird  [was  sich  stets  durch  eine  i^eringe  Defor- 
mation des  Randes  von  3  erreichen  lasst]  vorausgesetzt,  dass 
kein  Ntdlpunct  hart  am  Rande  von  3  ii^^gt.  Sonst  nämlich  wttrde 
das  Integral  keinen  Sinn  haben,  und  gleichzeitig  auch  die  Zahl 
M|  unbestimmt  werden;  denn  es  wttrde  zweifelhaft  sein,  ob  ein 
hart  am  Rande  von  3  liegender  Nullpunet  als  ein  innerhalb  oder 
ausserhalb  3  liegender  Punct  aufzufassen  ist. 

Aus  der  Voraussetzung  nun,  dass  die  Function  [4.!  am 
Hände  von  3  nirgends  verschwindet,  folgt  sofort,  dass  fUr  alle 
Puncte  5  dieses  liandes  die  Formel  staltiiudet: 

(3.)  mod  [/-(g)  -  sj  >  i4  , 

wo  A  eine  positive  und  von  0  verschiedene  (konstante  vorstellt. 
Dabei  sei  noch  Folgendes  bemerkt :  Ftlbrt  man  neben  der  Con- 
stauten  ^1  noch  irgend  w  elche  andere  Conslante^,  in  die  Betrach- 
tung ein,  so  ergiebt  sich  aus  der  identischen  Gleichung 

[/"(J)  -  «li  =  !/ i)  -     -i-  ih  - 

sofort: 

™«l  /i)  -  «li  <  mod  [fii)  -  ü^]  4-  mod      -  s^-  , 
oder,  etwas  anders  geschrieben : 

mod  [/"(j)  —  4,,  >  mod  /    —  s^]  —  mod      —  , 

oder,  mit  Rücksicht  auf  (3.): 

mod  /(g)  —      >  -4  —  mod      —  . 

Diese  letzte  Formel  aber  gewinnt,  falls  man  die  neue  Gonstanle 
der  Bedingung 

(4.)  mod  (s,  —      <  y 

unterwirft,  die  einfachere  Gestalt : 

(5.)  mod  m  -  ..1  >      -  I)  =  \  . 
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Diese  Formel  (5.)  zeigt,  dass  die  der  neuen  Gonstanten 
eotsprechende  FuDtion 

(»•)  fi'i  -  h 

in  den  Randpunclon  i  der  Mücho  3  nirgends  verschwindet. 
BemgeinSss  wird  also  die  Auzabl  all'  derjenigen  elementa- 
ren Nullpuncle,  welche  diese  neue  Function  (9.)  innerhalb  3  be- 
sitzt, dargestellt  sein  durch  die  mit  (2.)  analoge  Formel : 


Diese  rorine!  MO.)  gilt,  zufolge  ihrer  so  eben  gegebenen 
Begründung,  fm  jcdirede  der  Bedingung  (4.^  entsprechende 
Conslante  «f^.  und  bloihi  also  in  Kraft,  falls  nian  dieses  inner- 
halb des  Spit'lr.iuiiies  ,4.)  heliebip:  variiren  liisssl.  Bei  einer 
solchen  Variation  von  wird  nLso  der  W  erth  des  Integrales 
(10.)  von  Augenblick  zu  AugenbHek  durch  eine  Cfniize  /chl  dar- 
gestellt sein.  Andererseils  a}>er  übersieht  num  sofort,  dass  der 
Werth  des  Integrals  bei  einer  solchen  innerhalb  des  Spielrau- 
mes (4.)  bleibenden  Variation  von  nur  in  stetiger'  Weise  sich 
ändern  kann^).  DemgemUss  ist  also  die  in  Rede  stehende  ganze 
Zahl  während  dieser  Variation  fortdauernd  ein  und  dieselbe. 

Das  Integral  (10.)  bleibt  also  constant,  falls  man  das  5^  in- 
nerhalb des  Spielraumes  (4.)  beliebig  variiren,  z.  B.  identisch 
mit  $^  werden  Iflsst.  Somit  folgt  aus  (10.)  und  (2.) : 

und  man  gelangt  daher,  indem  man  $  und  [s  4-  A$]  respective 
fttr  s^  und     substituirt,  zu  folgendem  Satz : 

Verslehl  man  unter  f{z]  eine  Function ,  die  auf  irgend  einem 
Theil  3  der  z-Ehcne  eindeutig  und  stetig  i:->l,  fei-yier  unter  s  eine 
beliebig  gegebene  Conalnnte^  und  setzt  man  voraua^  duss  unter  den 
Sutlpunden  der  Function 

(1.)  M  -  » 

Letner  hart  um  Hände  von  3  H^gli  icird  die  Anzahl  der  inner- 
halb 3  befindlichen  elementaren  AuUpuncie  der  Function  {I.}  bei 

*]  Dean  so  lange  die  Formel  (4.)  erfüllt  bleibt,  bleibt  die  Fornel 
(S.)  ebeofells  in  Kraft. 
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emf'V  hdiehifjen  Variation  der  ConaUuüm  s  u  n  f/eii  ndert  blethen^ 
falia  mau  nur  diese  Variation      der  ßedtnyuny  uiUerwirft : 

mod  (As)  <  ^  y 

und  dabei  die  {positive)  Grösse  ^  hinreichend  klein  macht. 

Man  kann  diesen  Sats  offenbar  aueh  anwenden  auf  irgend 
einen  Theil  der  Fläche  3*  Und  diese  Anwendung  mag  folgen- 
derniassen  bewerkstelligt  werden, 

£8  sei  c  irgend  einer  von  den  Nullpuncten ,  welche  die 
Function  (I.J  innerhalb  3  besitit,  und  fi  die  Ordnungszahl  die- 
ses NuIIpuDCtes  c;  so  dass  also  derselbe  eine  Vereinigung  von 
fi  elementaren  Nullpuncten  reprflsentirt.  Man  beschreibe  nun 
um  c  als  Centrum  eine  Kreisperipherie ,  deren  Radius  belid>ig 
kUin^  mindestens  aber  so  klein  ist,  dass  alle  übrigen  Nullpuncte 
der  Function  (I.)  ausserhalb  der  Peripherie  liegen. 
Die  in  Hede  siehende  Function  (I.)  : 

A»)  -  « 

besilzl  alstUiiin  innerb  Ul»  dieser  Peripherie  im  Ganzen  //  ele- 
mentare Nulipunctc.  Und  diese  Anzahl  ,«  der  innerhalb  der 
Peripherie  vorhandenen  elementaren  Nullpunele  wird  zufolfse 
des  M>riieri.;ehenden  Satzes'  l)ei  einer  heliebiiien  Variation  der 
C.onstaiiien  ,v  inufciüi  ii  r  t  lileiben,  falls  muQ  nur  diese  Variation 
As  der  Bediugung  unterwirft : 

mod  (As)  <  Q  , 

und  d  iix'i  das  hinreichend  klein  niarht.  Während  Übrigens 
die  Ii  elementaren  Nullpuncte  der  l'uuclion  [/'  s)  —  s]  in  c  ver- 
einigt sind,  wird  eine  solche  Vereinigung  bei  den  Nullpunc- 
ten der  variirten  Function  [/(s;  —  [s  -h  As)J  im  Aiigenieinen 
nicht  mehr  stattfinden.  Beachtet  man  also,  dass  der  Radius  der 
construirten  Peripherie  beiiebig  klein  sein  kann,  und  bezeichnet 
man  diesen  beliebig  kleinen  Radius  mit so  gelangt  man  xu 
folgendem  Resultat: 

Es  sei  3  endlicher  Iheil  der  z-Ebene,  und  e  ein  gegebener 
Punct  innerhalb  3*  Eemer  r^räsentire 

M  -  s 

eine  mit  der  Constanten  s  behaftete  Function  von  die  auf  ^  ein- 
deutig und  stelig  isl^  und  in  c  einen  Xullptmct  fiter  Ordnung,  d,  i. 
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eine  Vereinigung  von  /.i  eleimmUtren  SuUpuncten  besitzt.  Alsfhtui 
ist  die  Anzahl  derjenigeti  elementaren  Xuilpuncle^  welclie  die  va- 
riirte  Vunction 

(La;  -  (*  + 

mnerhülb  eines  um  c  beschriebenen  hlelfien  hreises  besitzt,  eben- 
falls =  /<.  Und  zirar  wird  mau  diese  ii  elementcuen  Xull- 
puncfp  r,  ,      •  •  •  •  ('u  variirten   Function  durch  gehönye 

\'erkletnerunf/  von  As  beliebig  nahe  an  denPunct  c  heranzuziehen 
im  Stande  setn. 

Bezeichnet  nämlich  e  einen  ad  itbttum  gegebenen  KleinheilS" 
fraä,  so  werden  C|,  c,,  *  -  •     in  den  Spielraum 

mod  (c,  —  c)  <  €  , 
iiiod      —  c)  <  £  , 

luod  (c^  —     <  «  » 

hineingedrängt  werden  können;  und  zwar  wird  solches  dadurch 
erreichbar  sein,  dass  man  die  Variation  As  der  Bedingung  unter- 

tLirft : 

mod  [As]  <  V  > 

tffid  dabei  das  iposilive]  q  hinreickend  klein  macht. 

Denkt  man  sich  also  die  ursprUngiiclie  Gonstante  s  durch 
einen  festen  Punet  in  der  s-Ebene,  andererseits  die  varilrto  Con- 

staot«  [s  ■+-  As]  durch  einen  variablen  Punct  in  dieser  Ebene 

dartiestellt .  so  sind  c^  ^  ,  •  •  •  l''unctionen  von  s-hAs), 
welcLi'  iüii'uncte  s  .stetitj  zu  nennen  sind.  Deuigeuidbd  kann  man 
den  Satz  kürzer  so  ;mssprechen  : 

ist  dte  mit  der  Constanten  s  beha[letc  Function 

;l.b)  f[z,  -  S 

auf  der  z-Ebene  im  Bereich  des  Punctes  c  eindeutig  und  stetifj,  und 
fjesitzt  sie  in  e  selber  einen  MuUjmnct  ^ter  Ordnung  ^  d.  i.  eine 
Vereinigung  von     elementaren  NuUpinctenf  so  toerden  diese 
dementaren  NiUlpuncte  bei  irgend  welcher  Aenderung  von  s  in  Be- 
rgung geraüienj  (Uso  Functionen  von  s  sein* 

Und  jswar  sind  diese  Functionen  f  bezogen  auf  die  ^-JS&ene, 
ni  Punete  s  stetig^  falls  man  nämlich  unter  dem  Puncte  s  den 
Anfangs  Werth  von  s  versteht. 
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Solches  constatirt.  kehren  wir  zurück  zur  betrachtutif:  eines 
beliebigen  Theils^t^^i'  --Ebene,  indem  wir  wiederum  annehmen, 
die  FuDction  f[3,  sei  auf  3  eindeutig  und  stetig.  Gleiche'^ 
alsdann  auch  von  der  mit  einer  beliebigen  Gonstante  s  behaf- 
teten Function 

Die  Niillpnncle  dieser  Ifl/lem  Funclioü  innerhalb  3  nioüeii  be- 
zcichn.  I  wurden  mit  z^.  z^,  z^,  .  .  .  .:  wobei  zu  benieikon  ist. 

i.H.  z^  im  Allgemeinen  einen  .\ullj)UDcl  höherer  0rtiijun|4. 
hI.so  eine  \ ereiiiii-'uni:  von  l^^  eleuientaren  Nullpuncleu  vor- 
stellen wird.    Kti  11^"  wf-fflfii  z^,  z^.  .  .  .  Vcr^Mnipiingen  vrin 
.  . .  elemeiilai  en  .Nullpunclpn  vorsleiien.  Dabei  l)e/«^i(  iinen 
fi»       /'.V     •  irgend  welche  Zahlen  aus  der  Reihe  4.  2,      .  .  . 

Air  (iieso  //,  ■+-  lij  «3  +  .  .  .]  elementaren  Nunpiincle 
gerathen.  faiis  man  s  lindert,  in  Beweffttng,  und  sind  also  Func- 
tionen von  s.  Und  all'  diese  Functionen  sind,  zufolge  des  vor- 
hergehenden Satzes,  stetige  Functionen  von  s.  Also  der  Salz  : 

Ist  die  Fumtion  f[z\  auf  irgend  einen  endlichen  Theil  3 
der  z-Ebene  eindeutig  und  stetig,  und  setzt  man  diese  Function 
gleich  einer  Constanten  s,  so  werden  die  elementaren  Wuraeln  s 
der  so  entstehenden  Gleichung 

(H.j  fiz)  =  s 

stetige  Functionen  vons  sein.  Selbstverständlich  gilt  dieser 
Sati  nur  insoweit ,  als  die  Function  f  [z]  überhaupt  charakteri- 
sirt  ist,  also  nur  insoweit,  als  jene  Wurzeln  s  innerhalb  3 
bleiben. 

Wir  gehen  über  zu  dem  Fall,  dass  die  Function  f^z)  auf  3 
eindeutig,  aber  nur  bis  auf  einzelne  stelig  ist.  Bezeichnet 
man  diese  Pole  mit  c^,  «3,  .  .  .  und  andrerseits  die  Nuli- 
puncte  von  f[z]  mit  /i^,  ^i^,  ^y,,  .  .  so  ist  also  f[Z;  auf  der 
Flache 

3«  «  3  -  [{<)  +  («ii  +  («j)      •  •]» 

und  andrerseils      auf  der  Flache 

überall  eindeutig  und  stetig*  Dabei  soll  unter  3a  dasjenige  Fltt- 
chenstück  verstanden  sein,  welches  von  3  Absonderung 


Digitized  by  Google 


üttBB  ms  StSTIGOIT  HBBHDBUTlOBt  FcNCTIOllBIf .  91 

der  Bereiche  von  a,,  a,,  a,,  .  .  .  noch  UI>rig  bleibt,  und  3^ 
die  analoge  Bedeutung  haben  mit  Bezug  auf  fi^,  /t^,,  .  .  , 
Bemgemäss  ist  der  Satz  II  '  inn(Thaib3a  ^^i^^^^^ll^i' ^i^^^nd- 
bar  auf  die  Wurxeln  z  der  Gleichung 

und  nndrerseits  innerhalb  anwendbar  auf  die  Wurzein  der 
Gleichung : 

j  1 

• 

Man  gelangt  daher  zu  folgendem  Resultat: 

Ist  die  Function  f{z)  auf  einem  end liehen  Theil  3  der 
%^Ebene  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig^  und  setzt  man 
diese  Function  gleich  einer  Constanten  s^  so  werden  die  elementaren 
Wurzeln  z  der  so  entstehenden  Gleichung 

(Ha.)  /"W  «  Ä 

stetige  Functionen  von  s  sein,  soweit  s  endlich  bleibt,  und  andrer- 

ieits  stetige  functtonen  von     sein,  soweit  —  endlich  bleibt, 

Oder  einfacher  ausgedruckt  i  Jene  elemmtaren  Wurzeln  z 
sind  Functionen  von  s,  die  auf  der  gewifhlichen  einblättrigen  s-K%^ 
gelfladu!  iibereUl  stetig  sind.  SelbstverstfindUch  gilt  dieser  Satz 
wiederum  nur  insoweit,  als  die  Function  f  (z)  Oberhaupt  charak- 
terlsirt  ist,  also  nur  insoweit,  als  jene  Wurzeln  z  innerhalb  3 
bleiben. 

Wir  wollen  schliesslich  den  Fall  in  Betracht  ziehen ,  dass 
f[s)  auf  der  ganzen  z^Kugelftäche  eindeutig  und  bis  auf  einzelne 
Pole  stetig  ist.  Alsdann  ist  f[z)j  als  Function  von  z  selber  be- 
trachtet j  auf  jedem  endlichen  Theil  der  Horizontal-Ebene ,  an- 
dererseits aber  als  Function  von  y  aui'geiasst,  auf  jedem  end- 
lichen Theil  der  Antipodenebene  mit  den  genannten  Eigen- 
schaften versehen.  Bezeichnet  man  also  die  Wurzeln  der 
Gleichung 

f[z]^S 

kurzweij:  mit  z,  und  l>rini:t  man  den  \ orherüL'hfnden  S;it/.  IIa.) 
in  Anw enduiiL'.  so  ergiebt  sich  sofort,  dass  diese  Wurzeln  r.  so 
weit  sie  endlu  h  hlpiben,  Functionen  von  5  reprUsentiren  .  die 
auf  der  gewühnlichcD  einblüttrigen  «-kugelfläche  stetig  sind, 
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und  dass  andererseits  die  reziproken  Werthe     dieser  Wurzeln, 

so  weil  sie  endlich  bleiben,  ebenfalls  auf  jener  s-Kugelfläcbe 
stetiy  sind. 

BeEeichnel  man  nun  aber  den  Werth  der  Funclion  f{z]  für 
:5  =  oö  mit  s'i 

f[co]  =  s-, 

so  Sinei  (Iii  in  Hede  siehenden  Wurzeln  z  auf  der  Ä-Kiipelfläche 
ailenthalbfii  endlich  ,  niil  alUMiiiger  Ausnahme  des  riifu  tes  s\ 
Deni^emäss  sind  jjIso  jene  Wurzeln  z  auf  der  s-Kncelflac  he.  niii 
Ausnahme  des  ruiu  tess',  üheral!  stetiff.  in  diesem  Punctc  s'  ah»'r 
iheils  sli'lii:,  Iheils  d(M'art  unslclii;.  dass  ihre  reciprokrn 
Werlhe  im  Hrieich  des  Puuctes  s(cliy  bl^^iben.  Mit  andern 
Worlen ;  Jene  Wurzeln  z  sind  auf  der  s-kuj:ellUiehe  bis  auf 
den  Punct  5'  Stellge  in  s  aber  theils  sietig],  Iheils  polarnnsteiig. 
Also  d<*r  Satz : 

Ist  die  Function  f{z)  auf  der  (fp^ruhnUchen  euiblättriym 
z~ku (je l flache  eindeutKj  und  his  auf  einzelne  Pole  stetig  utid  be- 
zeichnet man  die  elementaren  Wurseln  der  Gleichung 

(Iii.)  /-(a)  -  » 

kurzweg  mit  so  sind  diese  %  auf  der  gewöhnlichen  einblättrigen 
s-Kugelfläche,  bis  auf  einen  einzigen  Punet stetig^  in  diesem 
Punct  s'  aber  theils  stetig,  iheils  polarunstetig.  Dieser 
Punct  s  bestimmt  sich  mittelst  der  Formel  f  ' 00)  ^  s', 

§«. 

Die  "Wuweln  einer  Gleiciiuüg        3)  =  0. 

Es  sei  F  =  F{s,  z]  eine  L't'fiehene  Funelion  der  beiden 
eomplexen  Ari;uinenle  s  und  z.  Kerncr  sei  irgend  ein  endlicher 
Theil  der  5-Ebene  mil  (B ,  und  irgend  ein  endlicher  Theil  der 
2-Ebene  mit  3  bezeichnet.  Und  jene  Fonetion  F  mag  folgenden 
Bedingungen  entsprechen : 

I.  Bei  festgehaltenem  s  soll  F{s.  z)  auf  ^  eindeutig 
und  stetig  sein,  falls  nur  jenes  festgehaltene  s  auffliegt. 
(1.)^        II.  Umgekehrt  soll  F'Sy  z]  bei  feslgehaltenem  z  auf 
<9  eindeutig  und  stetig  sein,  falls  nur  das  festgehaltene  z 
auf  3  liegt. 


*  Eine  diesen  Reilingnngcn  entsprecheode  Fanction ist  bekannt- 
lich st«t$  eine  rationak  Function  von 
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Versteht  man  also  unter  s^  eioen  iDQerhalb  ^  beliebig  ge- 
ffebenea  Punct,  so  ist 

(4.)  F{*„  *) 

inneriialb  3  eindeutig  und  stetig ,  also  daselbst  nur  mit  verein- 
lelCen  NuUpnncten  behaftet.   Und  swar  wird  die  Anzahl 
aller  innerhalb  ^  vorhandenen  elementaren  Nullpuncte  den 
Werth  besitsen : 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  alleRantipuncle  j  der  Flüche 
3.  Dabei  wird  vorausgesetzt,  duss  kein  Xullpund  hart  um  Hände 
tun  3  liegt^  eine  Voraussctzunij ,  die,  falls  sie  nicht  von  Hause 
aus  schon  erfüllt  sein  sollit ,  leicht  durch  eine  kleine  Defonna- 
tion  der  Rjuukurvr  reah'sirltar  sein  wird. 

Dieser  Voraussetzuni;  eii[sj>rechend,  gilt  für  Siiuiinliiehe 
Hüiidpuncte  ^  der  Fläche  3       i  orniei: 

(4.;  mod  f{8^,  i)  >  i4, 

wo  A  eine  positive,  von  0  verschiedene  Gonstante  vorstellt. 
Markirt  man  nun  innerhalb  ©  irgend  einen  zweiten  Punct  s^^ 

so  ergiebt  sich  aus  der  identischen  Gleichung : 

f  («.,  i)  =  fih,  i)  -  Lt'ih,  a)  -  ii] 

sofort: 

mod  F{s,y  a)  <  mod  F(«„  j)  +  mod  [F(«j,  j)  -  P{s^, 
oder,  anders  geschrieben : 

mod  Fis^,     >  mod  F{s^,  j)  —  mod  [/«'(äj,  i)  —  äi], 
oder,  mit  Aücksieht  auf  (4.}: 

(5.)      mod        S)  >  i4  -  mod  [F^,,  a)  -  ä)]* 

Um  den  Modul  rechter  Hand  ntther  zu  uniersuchen,  be- 
schreiben wir  innerhalb  @  und  um  s^  als  Centrum  zwei  Kreis- 
peripherien {0)  und  (1; ,  der  Art,  das  [a]  kleiner  als  (1)  ist,  und 
nehmen  an ,  dass  der  Punct  innerhalb  (a)  liegt.  Aldann  er- 
geben sich  mittelst  der  Voraussetzungen  (1 .)  sofort  die  Formeln : 

Ff.  =  — -  r  ^'^^-^^-^ 
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woraus  durch  Subtraciiou  folgt : 

(2) 

wo  die  IniegratioDen  samoitÜch  positiv  erstraokt  sind  Uber  alle 
Puncte  Z  der  Peripherie  (I). 

Sind  nun  ^  und  P  die  Bedien  der  Peripherien  (a)  und  (I), 
und  beachtet  man,  dass  und  innerhalb  [a]  liegen^,  so  er- 
giebt  sich  sofort:  mod  (SL  —  ^^]  >  P  «.  mithin: 


mod  .1  —  5,;  ^  P  —  Q* 

und  ebenso : 

mod  [1  -  ' 

Desgleichen  wird: 

i>.)  mod  [ä,  -sJ  <  2^, 

und  femer: 

'S,)  mod  Vil)  «  dn, 

falls  nämlich  (/TT  (l;»s  Längeneleiiieiii  der  Peripherie  fZ  bezeich- 
net.   Ueberdies  ei  Liebi  sich  auf  Grund  der  Voraussetzungen 
dass  die  Function 

ftlr  alle  Lagen,  welche  die  Puncte  £  und  3  respecttve  auf  der 
Peripherie  (£)  und  am  Rande  von  3  anzunehmen  im  Stande 
sind,  endlidi  bleibt,  oder  genauer  ausgedrückt,  dass  für  air 

jene  Lagen 

(€.)  niod  FL,  h)  <M 

ist ,  wo  3/  eine  endliche  positive  reelle  Constante  vorstellt.  — 

Mit  Rttcfcsicht  auf  {a.)i  {ß*)i        (^Oi  M  folgt  nun  aus  (6.) 

(7.)  mod         ii  -  f{s,,  ijj  <  ^ 

Der  hier  auf  der  rechten  Seile  sleht  inle  Ausdruck  kann  offenbar 
durch  Verkleinerung  von  ^  beliebig  klein,  z.  B.  kleiner  als 

Y  gemacht  werden.  Alsdann  erhalt  man : 

(8.)  mod  [F[s^,  l)  -  F[s,,  4)]  <  -i. 

Und  mit  Rücksicht  hierauf  folgt  aus  5  .; 


Digitized  by  Google 


UuEm  D»  SrnietUT  atakBiOTi«!«  Fdjcctioiicii.  95 


(9.)  modf>„5)>(.l-4)=4. 

Alan  kann  also,  wie  hieraus  hervorgeht,  um  .v,  als  Centrum  eine 
kreisperipherie  (a)  von  Radius  o  l)es('hr<Ml)en,  und  diesen  Ra- 
dius 0  so  klein  machen,  da^s  ffir  jedweden  innerhalb  ((/j  liet:en- 
deo  Punct  und  für  jedweden  Randpunel  \  der  Fläche  3 
Formel  (9.)  slülUindet .  wo  A  eine  positive  und  von  0  verschie- 
dene CoDStante  vorsteilt. 

Diese  Formel  (9.)  zeigt,  dass  die  dem  festen  Puncte  eDt- 
sprecbeode  Function 

in  den  Randpuncten  )  der  Fläche  3  nirgends  yerschvirindet. 
Demgemass  wird  also  die  Anzahl  all*  derjenigen  elementaren 
Nalipuncte,  welche  diese  neue  Function  (10.)  innerhalb  3  }>d* 
sitit,  dargestellt  sein  durch  folgende  mit  (3.)  analoge  Formel: 

Diese  Formel  M.)  bleibl ,  zuloltie  itirer  BeiirUndung,  in 
Kraft  für  einen  innerhalb  {a]  beliebig  variirenden  Punct  s^,  und 
leigt  also,  dass  der  Wertli  des  Integrals  w<ihrend  einer  solchen 
Variation  stets  eine  ganze  Zahl  ist.  Andererseits  aber  bemerkt 
maD,  dass  während  einer  solchen  Variation  der  Werth  des  Inte- 
grals nur  in  stetigei"  Weise  sich  andern  kann*).  DemgemHss 
bleibt  die  den  Werth  des  Integrals  ausdruckende  ganze  Zahl 
stets  dieselbe. 

Das  Integral  (Ii.)  bleibt  also  coiistanty  falls  man  inner- 
halb (a)  beliebig  variiren,  z.  B.  identisch  werden  lasst  mit  s^, 
Somit  folgt  aus  [M.]  und  (3.): 

Also  der  Satz .  Iis  sei  2)  irgend  ein  endlicher  Theil  der  s-Fbene, 
"lul  3  iryend  ein  endlicher  Theil  der  z-Kbene.  Ist  mm  die  tuncUon 
t'  s,  z]  auf  den  tiachen  S  und  ^  eindeutig  und  stetig,  versteht 
man  ferner  unter  s  irgend  einen  festen  Punct  innerhalb  <S »  und 
ttUt  man  voraus,  dass  die  Function 

M   F{t,  a) 

*  Denn  so  lange  der  Punct  innerhalb  des  Kreises  {&  bloiht,  bleibt 
•lie  Kurmel  9.)  in  Kraft;  wie  solches  aus  der  Constructioii  jenes  Kroises 
oder  vielmehr  aus  der  über  seinen  Hadius  ^  getrolfcnen  Bestiininung 

ergeben  bat. 
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kehlen  ftarl  am  Hdiidc  t ^  liefffuflev  Xullpunct  hat.  .so  irini  iJh' 
Anzahl  der  mneihnlb  3  lieyenden  elementurftt  Sulipunck  iiincr 
Function  bei  einer  beliebigen  Variation  des  Vunrtcs  .<f  un  (jeandvrt 
hfeihen,  falls  man  nur  diese  Vuriation  As  der  Bedingung  mUer- 
wirft : 

mod  [As)  <  ^, 

und  dabei  das  (t  hinreichend  klein  machL 

Gestutzt  auf  diesen  Satz,  kann  man  ebenso  vorwärts  gehen, 

wie  im  vorhergehenden  Paragraph  vom  Satze  (I.)  aus.  An 
Sielle  des  dortigen  Satzes  (II.)  ergiebt  sich  alsdann,  wie  leicht 
zu  ül)ersehen,  folgender: 

Es  seien  nnd  3  i^ycnd  zwei  endliche  Theile  der  s-  und 
z-Ebene.  Ferner  sei  /•'(«,  3)  eine  Fu/ictiun^  u  elelie^  si»  Uui<je  a  und 
z  respective  auf  ^  und  3  bleiben^  auf  jeder  dieser  beiden  Flfirhen 
vindeulig  und  stetif/  ist.  Rezeiclinel  nuui  alsdann  für  Jedttedes  s 
die  elementaren  WwseLn  der  Oleichung 

(Ii.)  F{s,  »)  =  0 

mit  5,  so  sind  diese  z  stetige  Functionen  von  s.  Selhslverständlieh 
bleibt  (iioser  Satz  nur  so  weit  in  Kr;ift,  als  tiie  Cbarakterisining 
der  Function  F's,  z)  reicht,  aisu  üur  insoweit,  als  die  Puucle 
S  und  z  innerliali)  der  ye^ebenen  Hachen  @  und  3  bleiben. 

Von  hier  aus  in  analoger  Weise  weitergehend,  wie  im  \or- 
hergehenden Paragraph,  izelanjzt  man  schliesslich  zueinoüi  Satze 
(III.),  der  dem  dortigen  Satze  (III.]  parallel  steht,  und  folgeuder- 
massen  lautet: 

Ist  F{s.  z\  als  Function  rnn  z  t)et rächtet,  auf  der  einblättri- 
gen z-Kugelfläche  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  be- 
sitzt ferner  umgekehrt  F  s,  5),  als  Function  von  s  betrachtet  y  auf 
der  einblättrigen  s-Kugel/läche  ebenfalls  die  genannten  Eigenschaf- 
ten^), und  bezeichnet  man  für  jedwedes  s  die  elementaren  Wur- 
zeln der  Gleichung 

(III.)  F{s,  »)  =  0 

mit  z.  so  werden  diese  z  Funclionen  von  s  sein,  welche  auf  der 
einbliiUnycn  s-KugeljUiche^  bis  auf  einzelne  Pole^  stetig  sind. 

Nimmt  man  für  F[s,  z)  eine  Function,  welche  die  zu  An- 
fang dieses  Satzes  genannten  Bedingungen  nur  auf  gewi:>öen 

*)  Eine  Function  Fts,  z],  die  all'  diesen  Bedingungen  entpricht,  ist 
bekanntlich  sieto  eine  raSUmak  Function  der  beiden  Alimente  9  und  x. 
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Thcilcn  der  z-  und  erfüllt,  so  bleibt  der  Satz,  wie 

DiaD  leicht  übersieht,  nach  \vie  vor  in  Kraft,  selbstverständlich 
our  insoweit,  als  die  in  Betracht  kommenden  Wertbe  von  z 
nnd  $  innerhalb  jener  Theiie  verbleiben.  Und  der  Satz  erlangt 
auf  diese  Weise  eine  Gestalt ,  in  welcher  er  die  meisten  der 
früheren  Stttse  als  specielle  Fttlle  umfassl. 

Nimmt  man  femer  ftlr  P{s,  z)  eine  Function,  weiche  die 
nt  Anfang  des  Satses  (III.)  genannten  Bedingungen  mit  Besug 
auf  eine  mehrblättrige  Riemann'scbe  JB-Kugelflttche  und  die  ein- 
blättrige i-Kugelflache,  respeotive  mit  Bezug  auf  irgend  Bwei 
7%ei{^  dieser  Fischen  erfallt ,  so  wird  der  Satz,  wie  man  leicht 
übersieht,  gleichfalls  in  Kraft  bleiben.  U.  s.  w. 

Wir  kehren  zurtlck  zum  Satze  (III.)  Jede  rationale  Function 
der  beiden  Argumente  s  und  ;( 

genügt  den  in  jenem  Satz  (III.)  gestellten  Anforderungen.  Für 
jedwedes  s  sind  daher  die  elementaren  Wurzeln  2  der  Glei- 
chung 

Functionen  von  5,  die  auf  der  einblättrif^en  Ä-Ku|jelfläche ,  bis 
auf  einzelne  Pole,  stetig,  f»ber  nicht  eindeutig  sind.  Vielmehr  er- 
tiäll  mau  ftlr  jedweden  Pimct  s  der  ,?-KuizelflMrhe  m  Wurzeln  v. 

Bekanntlich  können  nun  immer  nur  einzelne  Puneie  s  e\i- 
stireii,  in  denen  zwei  oder  nielirere  der  zuj^ehörii^en  Wurzeln 
5  einander  filcMcb  sind.  Bezeichnet  man  diese  einzelnen  Puncte 
s  mit  s^,  s^,  Sj,  und  zieht  man  auf  der  s-Kugelfläche  ir- 
gend eine  von  5^  Uber«,;  s,,  •••  bis  laufende  Linie  A,  so  kann 
man  bekanntlich  eine  m-blättrige  Rtemann'sche  s-Kugelflnche 
cooslmiren,  welche  in  den  Puncten  s^,  s^,  äj,  Sg  ihre  Win- 
dangspnncte,  ferner  in  der  Linie  A  ihre  Uebergangslinien  hat, 
md  auf  welcher  alle  m  Wuneln  %  der  Gleichung 

(n      m  I 
s,  ^]  =  0 

■B  eindetUiger  Weise  sich  ausbreiten  lassen.  Auf  dieser  m-bUitt' 
rigen  s-Kugelflttche  werden  also  dann  die  in  Rede  stehenden 
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Wurzeln  nicht  hios  hin  auf  einzehie  Pole  stetig y  soiiUeru  auch 
überall  eindcutiy  sein.  Also  der  Satz: 

Denk!  uitm  sich  z  als  tunctton  von  a  yeyeben  milleist  einer 
(äleichung  von  der  Form: 

(IV.)  p(i ;)  -  0 , 

so  lassen  steh  sOmmtlichc  Werfhe  dieser  Function  z  =  ff  s  in 
einde  uliyer  Weise  ausbreiten  auf  einer  (jewisscn  in-blü/hiytm 
Riemamischen  s-Kugelflüche.  Und  namentlich  wird  alsdann  diese 
Function  z  =  (f{s]  auf  der  genannten  Fläche ^  bis  auf  ein* 
zelne  Pole,  stetig  sein. 

Hieraus  fo%t  alsdann  wcMtcr,  dass  die  Function  zx^(s)  im 
Bereich  eines  jedweden  Fundes  ^  der  genannten  Flüche  in  eine 
convergenie  Reihe  von  folgender  Form  enlwicJ^elbar  ist: 

s  =:  of*  [A^  -H  A^o  -+-  A^a*  H-  •  •  •]  , 

wo  <r  .einen  der  beiden  AusdrQcfke  repräsentirt : 

m 

/  1  Um 

und  zwar  nach  Belieben  den  ersten  oder  zweiten,  falls  g  weder 
0  noch  oo  ist.  hingegen  nur  den  ersleren,  falls  ^  =  0,  und  nur 
den  lelzlern,  falls  ^  =  oo  ist.  Dabei  bezeichnet  m  die  Anzahl 
der  im  Puncte  g  mit  einander  zusammenhangenden  Blätter,  fer- 
ner /<  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  [die  Ordnungszahl 
der  Function  3  =  (p[s)  im  Puncte  g]^  wahrend  endlich  ^4^, 
A^y  "  '  consiaute  Coefficienten  vorstellen. 

Auf  diese  Weise  ergeben  sich  die  von  Thomae  Uber  die  Ent- 
wicklung nach  Potenzreihen ,  respective  Uber  die  Umkehrung 
solcher  Reihen  erhaltener  Resultate  [Thomae,  £1.  Th.  d.  analyt. 
Functionen,  Halle,  4880,  p.  4  07— 142]  in  vollständiger  Strenge, 
und  zugleich  auf  einem  Wege,  der,  wie  mir  scheint,  bedeutend 
einfacher  ist,  als  der  dortige. 
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Carl  Hannuum,  Ueber  das  Verschwinden  der  T1ietaftmcii9- 
nen*). 


Die  FuDctloD 

mag  zur  AbkürzuDg  mit  ^{(1^)  bezeichnet  werden.  Ucberbaupt 
mag  festgehalten  werden  an  den  von  mir  in  meinen  Vorlesun- 
gen"^*) gebrauchten  Bezeichnungen.  So  z.  B.  sollen  unter  tv^ 
u\'s),  tVp{2)  die  />- Normal  integrale  erster  Gattung  verstan- 
den werden,  also  dieselben  Functionen,  welche  Rtemann  mit 
ti,,  1/^  bezeichnet  hat.  Dabei  soll  übrigens  die  der  Be- 
trachtung zu  IGnittde  gelegte  Riemann'sehe  KugelflSche  9t  eine 
fon»  wülkürlkh  gegebene  sein,  von  beliebig  vielen  BISttem, 
mit  beliebig  vielen  und  beliebig  gelegenen  Windungspuncten, 
Q.  s.  w. 

Alsdann  gilt,  wie  Riemann  in  den  Artikeln  47 — 98  seiner 
berahmten  Abhandlung  Uber  die  Theorie  der  Aberschen 
Functionen  gezeigt  hat  (Ges.  Werke  pg.  490 — 426).  folgendes 

Theorem.  —  Denkt  man  sich  p  Cmstanten  (ij,  G,,  •  •  •  Gp  der 
Art  gewählt,  dass  die  Function 

(A.)  «  ^tp^W  ^  G„) 

niclil  i  de  71  lisch  =  0  ist,  so  wird  dieselbe  auf  der  Flüche  SR, 
üfujesehcn  vo))  den  Curven  6^,  eindeutig  und  stetig,  in  jenen 
Curven  aber  mit  folgendem  Quotienten  behaftet  sein : 


^  Voiigelegt  und  zum  Druck  fcgebeo  io  der  Sitzung  am  lO.Decbr. 

**\  Vurleijuogen  ober  die  Riemana^che  Theorie.  I.eip/ig,  4865. 
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Dabei  bezeichnen  /.  und  ^  irgend  z(rei  am  Unken  und  rechten  Ufev 
der  Curve  b^^  einander  gegeniihcrlieycnfie  l*uncte. 

Ferner  wird  alsdann  diese  Function  F{s)  auf  der  Fiadie 
im  Ganzen  p  elementare  Nidipuncte:  r^^,  r^^,  •••  r^^besUzen.  Diese 
NiUlpuncte  sind  ihrer  Lage  nach  unbekannt.  Jedoch  tveiss  man, 
dass  zirischen  ihnen  und  den  ge^dtenen  dmstanten  Cr,,  Cr,, 
Gp  die  Relationen  ttattfinden: 

Man  weiss  hingegen  %,  B.  nichts  ob  diese  Nullpuincte  durch  die 
vorstehenden  Relatiimen  (C . ]  eind eu tig  bestimmt  sind*  Möglicher- 
weise existiren  also,  ausser  diesen  NvUpuncten^  noch  irgend 

icelche  andere  Puncle ,  die  ebenfalls  den  Relationen  [C.)  Geniige 
leisten . 

Dabei  sind,  wie  schon  Ijeinerkt  wurde,  unter  's), 
u\  ;s),  .  .  -  Iz]  genau  dieselben  Functionen  zu  verstehen, 
welche  Kiemann  a.  a.  0.  mit  ^/^ ,  m,,  .  .  .  Up  be/eirhnet  hat. 
Auch  ist  dabei  vorausgesetzt,  die  additiven  Constanien  dieser 
Functionen  seien  in  solcher  Weise  fixirt  worden,  dass  die  a.  a.  O. 
von  Biemaon  mit  A*,,  . . .  Ap  bezeichueteu  Constanten  säiumt- 
i  ich  BS  0  sind. 

Die  genannten  Artikel  \  7 — der  Riemann'fichen  Abband* 
lung,  deren  Hauptresultat  durch  das  so  eben  ausgesprochene 
Theorem  reprilsenlirt  ist,  bieten  dem  YerstUndniss  keine  er- 
hebliche Schwierigkeit  dar.  Alsdann  aber  findet  beim  lieber- 
gang  zu  den  folgenden  Artikeln  23,  24  etc.  ein  plölzlicher  Sprung 
statt;  wie  Jeder  bemerkt  haben  wird,  der  dem  Studium  der 
Riemann'schen  Abhandlung  mit  gebührender  Sorgfalt  sich  hin- 
gegeben hat. 

Jener  pldtzliche  Sprung  wurde  beseitigt,  und  eine  legitime 
und  continuirliche  Schlussfolge  hergestellt  werden,  falls  es  nur 
gelingen  wollte,  zu  zeigen, 

f  dass  die  Nuiipuncte  .  .  .  .  ^/p  der  Function 
/n  \  I  F'z\  durch  passende  Wahl  der  Conslanlen  (^^,  G,,  .  . .  Gp, 
^  *'  j  in  belieb  i ff  vorgeschriebene  Lagen  hineingedrängt 

\  werden  künnen. 

Versucht  man  aber  diesen  noch  fehlenden  Satz  (D.)  zu  be- 
weisen, so  wird  man,  selbst  bei  Anwendung  der  von  Riemann 
spater  1865  in  seiner  Abhandlung  über  des  Verschwinden  der 
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Tbetafunctionen  Ges.  Werke  p.  198}  dargeleglCA  MelhodeDi 
auf  mancherlei  Schwierigkeiten  slossen. 

So  z.  ß.  wird  bei  dem  Beweise ,  den  ich  in  meinen  Vor- 
lesangen  Uber  die  Rieroann'sche  Theorie  (Leipzig,  bei  Tetibner 
1865,  p.  484 — 486)  fUr  den  Satz  iD.  zu  geben  versucht  habe, 
stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  NuUpuncte  iji,  i^tf  *  *  *  Vp 
der  Function  F{z]  bei  einer  Aenderung  der  Constanten  G,, 
Gl,  .  . .  Gp  sich  immer  nur  stetig  verschieben  können.  Solches 
aber  wirklich  darzuthun,  dOrfte  seine  Schwierigkeit  halben, 
nameBtlich  in  den  Fallen ,  wo  bei  einer  Aenderung  jener  Con- 
stanten die  Nullpuncte  iheilweise  zur  Goincidenz  kommen,  um 
sodann  spater,  bei  einer  weiteren  Aenderung  jener  Constanten, 
sieh  wieder  von  einander  zu  trennen.  Und  genau  derselben 
Schwierigkeit  begegnet  man  auch  dann,  wenn  man  den  Satz 
;D.  mittelst  deijenigen  Methoden  zu  begründen  sucht,  welche 
TOD  Riemann  selber  in  seiner  Abhandlung  Uber  das  Verschwin- 
den der  Tbetafunctionen  exponirt  sind. 

Aber  selbst  hiervon  abgesehen,  stellen  einer  einwurfslosen 
Begründung  des  Salzes  (D.)  noch  andere  Schwierigkeiten  sich 
entgegen.  Nimmt  man  nämlich  an,  65  sei  bereits  bewiesen,  dass 
die  Null})uncle,  bei  einer  Aenderung  der  Constanten  (j,.  (i,,  .  .  . 

nur  in  stetigei'  Weise  sicl^  verschieben es  seien  also  die 
^lülpuncte  der  Funclion 

von  denen  der  Function 

nur  unendlieii  weniu  verschieden,  und  es  seien  demgemäss  die 
Nullpuncte  der  erstem  Function  miti^i,      .  .  .      und  die  der 

letztem  mit  i^,     ärj^,         ^^tr  '^ip     ^Vp  bezeichnet, 

so  ergelien  sich  allerdings,  mittelst  des  Theorems  (C.J,  die 
Formeln : 

(d.)  Wo[ri^     (/ij  J  4-  Wain*-^  f^Vt)  •  •  •  +    ff  (»Jj»  +  <^ ';pi=  ^a"^  ^^^'o> 

(j  =  1,  2,  .  .  .  />; 

woraus  durch  SubtracUon  folgt : 

*j  Auch  wird  solches  zu  Leweisen  in  der  That  mogHrh  sein  mittelst 
dtr  von  mir  in  dem  vorhergehenden  Aufsatz  (diese  Berichte ,  p.  85y  uii- 
gq^bdiMii  neuen  Methode. 
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Cail  Xelmamm, 


(i  =  I,  2,  ...  p, 
falls  Dämlich  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird.  />a  a6«r  («?ie  o6en  kervoryehoben  wurde]  in  Frage 
stehtf  ob  die  Nullpuncte  von  f  [z]  durch  die  Formeln  C/  ein- 
deutig bestimmt  find,  so  (Erträgt  sich  dieser  Zweifel  offenbar 
auch  auf  die  Formeln  [-/.],  [S.)  und  £.  .  Es  steht  aUu  z.  B.  in 
Frage  y  ob  die  unendlich  kleinen  Zuwüchse  dr^^,  .  .  .  dt^^ 

durch  die  p  Gleichungen  [e.)  eindeutig  bestimmt  sind.  Und  um 
diese  Frage  zu  erledigen,  würde  die  Uelernunaute 

!  <Pi  ^^i)  9i  i^t)  Vi  ilp) 

VI  ;  fPt       9«  '^^t)  9%  i^ip) 

ZU  iiiitersiichcn  sein.  In  der  Tli.il  würden  jene  f/r , .  dr^^,  ...  dr^p 
diireh  die  p  Gleichungen  [e.  eincleiilis  hebUtnnit  sein,  falls  sich 
nnchvveisen  Hesse,  dass  diese  Detenninanle  sle(s  von  0  ver- 
sciiitHien  ist.  Dies  aber  ist  \\ed(»r  beweisbar,  nocii  iiberliaupl 
richlitr;  denn  die  Deleriiiin.uite  \erseli windet  z.  B.,  wenn  zwei 
der  Funde  i^,,       .  .  .  r;^,  nüi  einander  coincidiren. 

iiierniit  ddrften  die  Schw  ierii^keilcn,  weiche  einem  befrie- 
digenden ileut'isc  dos  Satzes  D.j  sieh  eotgt'L'fMisteHpn,  und  auf 
welche,  nH'incs  Wissens,  bis  jetzt  von  keinem  Autor  näher 
eingegangen  ist,  einiizerniassen  aniiedeutet  sein. 

Nach  vielen  vergebbchen  Anstrengungen  zurUeberwindung 
dieser  Schwierigkeiten ,  habe  ich  mich  schliesslich  veranlasst 
gefunden,  den  Satz  D.)  vorläu6g  ganz  fallen  zn  lassen,  und 
den  Uebergang  von  den  Uiemann'schen  Artikeln  17 — 28  zu  den 
folgenden  Artikeln  23,  24  etc.  auf  einem  andern  Wege  za  ver- 
suchen. Dieser  Weg,  bei  welchem  der  Satz  ,D.)  nicht  zu  An- 
fangs sondern  erst  im  weiteren  Verlauf  der  anzustellenden  Be- 
trachtungen zum  Beweise  gelangt*),  soll  im  Folgenden  dargelegt 
werden. 


*•  Es  argiebt  sich  nttmllch  die  Richtigkell  des  Salzes  (0.)  mittaltt 
des  Theoremes  (S3.)»  pg<  ^13. 
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§'• 

Speoielle  fietzaolitiiiigen  fäi  den  Fall  jd  ss  3. 

Wir  selten  p  ^     versteheo  also  UAler 

&  77^  die  Functfoo  &  [U^,  (7^,  U,^ . 

UebrigeDS  werden  die  Resultnte,  zu  denen  w  ir  für  p  =  3  ge- 
langen ,  spater  sofort  auf  den  Fall  eioes  beliebigen  p  libertrag- 
bar seio. 

Es  seien  irgend  drei  Constanten  J,,  A^,      gegeben,  von 
\\,]    solcher  Beschaffenheil ,  dass  ^  [*4^),  mithin  auch  -ä-  Afj] 
von  Aw//  verschieden  ist. 

Mark  in  man  also  auf  9t  einen  festen  Puncl  x  in  willkür- 
licher Weise,  so  wird 

im  Puncto  is  s=s  x  den  i»>ii  Null  verschiedenen  Werth  ^t*"  ^a) 
annebmen,  mithin  zur  Kategorie  derjenigen  Functionen  gehören« 
die  nidtt  identisch  Null  sind,  und  die  also  dem  Theorem  p.  99  sich 
ohne  Weiteres  subordiniren.  Zufolge  dieses  Theorems  besitzt 
daher  auf  9{  im  Ganzen  drei  elementare  Nullpuncte  rjy  r/^  i", 
ifie  zu  den  in  F{z)  enthaltenen  Constanten  [w^j  [x]  in  der 

Beziehung  stehen : 

somit  ergieht  sich  tier  Satz  : 

Entsprechen  drei  Constanten  A^.  A^,  A^  der  Bedingung*) 
W  4=  0,  oder,  was  dasselbe,  der  Bedingung    { —  Aff}^  0,  so 
kßmen  dieselben  stets  in  folgender  Weise  dargestellt  werden : 

[i.,  A„s  —  «.'ff^'i;  +  ^Q^^i)-^  ^Qh  'n     =  I,  2,  3, 

wo  »m  den  vier  Puneten  x  und  i/,  ij\  ff  der  erste  ad  libitum 
ni  wühlen  ist. 


*  Kbenso  wie  das  Zeichen  =  zur  Bezeichnung  der  Gleichheit  dient, 
ei>eiiso  soll  andererseits  das  Zeichen  ^  zur  Bezeichnung  der  VngleichheU 
dieneD. 


Digitized  by  Google 


Ks  <i'ien  jetzt  R^.  H^,  JJ^  und  C^,  C^.  belirbiy  «^eiiei^ene 
Conslanten.  Welche  W  erthe  dieselben  auch  haben  mögen,  stet« 
werden  die  Ausdrücke 

^  {Bfj  H-  3)    und    ^      ^  -I- 

durch  Vergrösserung  von  z  beliebig  gross  geiuaeht  werden  küo- 
nen.  Denkt  man  sich  nun  dieses  z  so  gross  gemacht,  dass  beide 
Ausdrucke     0  sind,  so  ist  [zufolge  des  Satzes  (2.}] : 

ßa      s  =  Wff[r^]      Wffit^'j  +  WfjlTj")  —  u^^xj,     a  =  I,  2,  3, 

und  ebenso: 

-H  C'a  +  ^  S  Wa  {H}  +  it^  (H')  +     {H"]  -  m;^  (K) ,  a  =  4 , 2, 3 , 

^)  ^7';  }  ^  und  H,  H',  H",  K  passend  za  wählende  Puncle 
vorstellen.  Aus  den  beiden  letzten  Formeln  folgt  durch  Sub- 
traction: 

C^S[«;^(H)  + w^(H')-l-tü^(H")  +  to^(x)]  -  [w„i^]+tca[r^'> 

+  iü^(i7")+u7^(K)],  a«4,2,3; 

so  dass  aiau  also,  unter  nachträglicher  Abänderung  der  Buch- 
staben, zu  folgendem  Satz  iielangt: 

Drei  ynnz  beliebig  gegebene  ConstanUn  C^,  C,,  C,  sind 
Stets  in  folgender  torm  darstellbar : 

(3.)         =  [ttv(c)  +  w„  (c )  +       ic")  H-  iV„  (c'")]  -  [W„  (d; 

+  u>(fr)  +  ic„  id")     «.>((/"')],    er  -  4,  2,  3, 

wo  c,  c',  c',  d"  und  d,  d\  d\  d'"  passend  %u  wühlende  Puncte 
vorsteilen» 

§2. 

I  FortMtnmg. 

Wir  wollen  jetzt  insbesondere  solche  Gonstanten  Ä^f  A^^ 
untersuchen,  die  der  Bedingung 

(4.)  ^[Afj)  =         A„]  =  Null 

entsprechen.  Dabei  werden  mehrere  Fälle  zu  unterscheiden 
sein,  je  nach  der  Beschaffenheit  der  mit  A^f  A^,  A,  behafteten 
Ausdrücke : 
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hier  sollen  c.  c,.  c,.  •••  r,^.  •••  und/,  z,.  •••  irgend 
weiche  Puncte  auf  der  Flüche  vorstellen,  die  auf  dieser  Flüche 
beliebig  verschiel)b<*i  sind. 

Was  zuvörderst  den  Ausdruck  O  betrifft,  so  u  ird  entweder 
irgend  ein  Lagensyslem  der  beiden  Puncte  c,  y  eiistircn,  für 
welches  0^=0  ist.  Oder  aber  es  wird  0  stets  =  0  sein, 
welche  Lagen  man  jenen  beiden  Functen  auch  zuertheilon  mag. 
In  solcher  Weise  erijehen  sich  zwei  Haupllaiüe,  die  angedeutet 
werden  können  durch  die  Formeln ; 

fß  \  I.    4»  0 , 

*  U.  0  Siels  =  0  . 

Der  /eto^e  Fall  kann  von  Neuem  in  zwei  Fälle  zerlegt  werden,  je 
nach  der  Beschaffenheit  des  Ausdruckes  0^.  Entweder  wird 
nämlich  irgend  ein  Lagensj'stem  der  vier  Puncte  c,  c^.  /,  exi- 
stiren,  fttr  welches  0«  4*  ^  Ist.  Oder  aber  es  wird  0«  stets  0 
sein,  welche  Lage  man  jenen  vier  Puncten  auch  zuertheilen 
mag.  Demgemäss  ergeben  sich  jetzt  im  Ganzen  drei  Fülle,  die 
angedeutet  werden  künnen  durch  die  Formeln : 

1.  0  s#  0  , 
(7.)  IL  0  stets     0  ,    0«  a|s  0  , 

in.  0  stets  s  0 ,   04  stets  s  0  . 

Der  letzte  dieser  Falle  kann  seinerseits  von  Neuem  in  zwei  Fälle 
zerlegt  werden,  je  nach  der  Beschaffenheit  von  0, ;  wodurch 
sich  alsdann  im  Ganzen  vier  Fälle  ergeben : 

L  0  43  0  , 

.      II.  0  stets  =  0  ,  0,      0  ,* 

^       III.  0  stets  »  0  ,  0j  stets  k  0  ,   0,     0  , 

lY.  0  stets  w  0  ,  0,  stets  ss  0  ,   0,  stets  =?  0  . 
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Zerlegt  nijiii  jetzt  den  letzten  Fall  von  Neuem  in  v.wei  Falle,  je 
nach  der  Beschalt'enheit  von  <t>,,  so  erhüli  mau  im  Gaozen  fUnf 
Falle : 

II.  <t»  stets  =0,  O,  4=  0, 
(9.)  111.  cJ>  stets  =  0,  0,  stets  =  0,       4=  0  , 

IV.  0  stets  —  0,  0)^  stets  =  0,  0^stets  =  O.  0,=4=O, 
V.  0  stets  =  Ü,  0^  stets  =  0,  0,  stets  ~  0,  0,stels  =  O, 

All  diese  Foraieln  (6.],  (7.],  (8.),  i9.}  sind  nur  andeutender  Na- 
tur, und,  ohne  grosse  WeitlSufigkeit,  wohl  auch  schwerlich  prlMaser 
ausdrttckbar.  Es  ist  eben  im  Gedtfchtaiss  zu  behalten,  dass  x.  B.  durch 

»♦  f  O'f  enpi'dt'utt'l  sein  soll,  es  existirn  irgend  ein  Lagt'nsystcm  der 
beiden  l'uncle  c,  y,  für  welches  ♦  nictit  versrhwindet ;  und  das-  an- 
drerseits durch  stets  =  0«  angedeutet  werden  soll,  es  existirc  ketu 
derartiges  Lagensystcm  der  Puncto  c,  y,  so  dass  also  ♦  stets  vcrschwio- 
det,  welche  Lage  man  den  beiden  Pancten  auch  suertheileo  mag.  — 
Analoge  Bedeutungen  haben  die  Formeln  »^|  ^  S«  und  »^i  stets  =  o< 
tnil  Bezug  auf  die  vier  Punctc  c,  c,,  y,  —  ü.  8.  w.  II.  s»  w.  Im  Fol- 
genden werden  übrigens  statt  der  Huchstaben  c,  c, ,  ■••  y,  y^,  zu- 
weilen die  Buchstaben  s,  z^,  •••      ^1,  •••  gebraucht  werden. 

Durch  die  EiniheüUDg  (6.)  sind  olTenbar  alle  überhaupt 
nur  denkbaren  Fälle  erschöpft.  Gleiches  gilt  von  der  Eintheilimg 
(7.),  ebenso  von  (8.)  und  von  (9.).  Wenn  man  also  x.  B.  die 
in  (9.)  angegebenen  fflnf  FSlIe  der  Reihe  nach  diseutirt,  Wiedas 
im  Folgenden  geschehen  soll,  so  werden  hiemit  alle  ttberhanpt 
möglichen  Fälle  erschöpft  sein. 

L  Pall:  0=#O,  das  ist: 
Aisdanu  wird  die  Function 

im  Puncte  2  s  c  nicht  verschwinden  wie  unmittelbar  aus  (A.) 
folgt],  mithin  sur  Kategorie  derjenigen  Functionen  gehören,  die 
dem  Theorem  pg.99  sich  subordiniren.  Zufolge  dieses  Theorems 
besitzt  daher  F[z]  auf  ^  im  Ganzen  drei  elementare  Nullpuncte. 
Einer  derselben  liegt  in  /;  denn  ftlr  =  /  geht  f{s)  in  &{^A^) 
über,  und  dieses       A„]  ist  ^  0  [zufolge  dorVorausseitung  (4.j]. 

Bezeichnel  man  die  beiden  llbrigen  Nullpuncte  mit  1;  und 
iff  so  linden,  zufolge  des  citirten  Theorems,  die  Formeln  statt : 
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woraus  folgt: 

IL  r&ll:  0  Siels      U  ,       =#>  0  ,  das  ist : 

:b.;        ^(itv's:  —     S  -  -^o)  stets  —  o  , 

AiädaDn  hat  die  Function 

imFuDCte  5  =  c  einen  nicht  verschwindenden  Werth  [wie  sofort 
aus  (B.')  folgt].  Sie  subordinirt  sieh  also  dem  Tbeorem  pg.99, 
und  besitzt  daher  auf  91  im  Gänsen  drei  elementare  Nullpuncte, 
von  denen  übrigens  iwei  sofort  angebbar  sind,  nämlich  in  /  und 
Y^  Hegen  [wie  aus  (B.)  folgt]. 

Bezeichnet  man  also  den  dritten  Nullpunct  mit  i^,  so  wer- 
den ftlr  '/j  7,  und  r^j  zufolge  des  citirten  Theorems,  die  Formeln 

stattßDden : 

«•aW  +  «?o(yi)     *^a\f})  S  -  v>M^Wtf{y^)  H-  A^, 

c  «  4,  2,  3  ; 

woraus  folgt: 

Britatamg,  —  Wir  iMben  soeben  behauptet ,  das«  zw$i  NnllpuDcte 
derPtaaction  F(c)  uo mittelbar  angebbar  seien,  nttmlich.  In  y  und  lie- 
gen. Diese  Behauptung  würde  hinföllig  werden ,  falls  y  und  milein- 
and'^r    in  cid  Iren  Nollieii ;  so  dnss  also  unsere  Betrachtung  der  oUgetMinen 

tiüitigkeit  zu  «M!(l»ehren  scheint. 

Niramt  man  aber  an,  die  Präinüfse  (B.'j  sei  eilullt  für  zwei  miteiti- 
dffr  coincidirende  Puncte  y,  yi,  es  sei  also  der  Ausdruck 

so  wird  der  Ausdruck  -  - 

▼OB  jenem  Ausducke  [a.]  nur  unendlu  h  u  eniy  verschieden^  mitbin  eben- 

hlb:^S  sein.  Dabei  ist  unter  'y  +  dy)  ein  beliebiger  Nacbbarpunct 
^  y  2u  verstehen. 
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Die  Prämisse  (B.'j  wird  also,  faUs  sie  für  xwei  miteinander  roiacidi' 
rende  Puncte  erfUlU  ist,  auch  ßr  Mwei  nicht  coMicirtnde 
Pwncte  y,  y^  in  Kraß  $ein.  Und  hieraus  folgt,  daw  die  Toftiii  ange- 
stelllen  UeberiegungeD  anunahmsloi  gttlUg  sind. 

m.  Fall:  0  stets  =  0,0^  sieU^O,  0^4^^-  beiden 
letzten  dieser  Formeln  lauten : 

(C.)  .'/(itcTv^i  +  tv„{z^)  —  iv^Q  -  w„(^^)  —  A^)  stets  =  0, 

webei  die  drei  Puncte  y,  y^^  y^  eis  von  einander  verschieden  an- 
gesehen werden  k<(nnen  [zufolge  der  vorbergebenden  Er- 
IttuteruDg] . 

Alsdann  bat  die  Function 

—  ^e  (Xi)  —  ^) 

iin  Puncte  5  =  c  einen  nicht  verschwindenden  Werth  [wie  aus 
[C]  folgtj.  Sie  sui)or(linirl  sich  «ilso  deiii  Theorem  pii.  99.  und 
besitzt  dnher  drei  clenienlare  Nullpuncte ,  die  übrii^oiis  .sofort 
angebhar  sind,  nümlich  in  liegen         niis  C.  ■  folui^. 

iNach  dem  genannten  Theorem  linden  daher  die  1  ormeln 
statt  ; 

[y]  -h  U    iy^j  +  tv„  ly^]  3  —      {c, )  —  w„  (cj  +  w„  {y^ 
woraus  folgt : 

(C/y  A„  n  Wg[c^)  -i-  u^vic,),   a  =  1,  2,  3. 

IV.  Falli  0stets  «  0,  0^  stets  «  0.  0,  stets  m  0,  0,  ^^O. 
Die  beiden  letzten  dieser  Formeln  lauten : 

tt'^{£,)-  i<0)  stets  =  0, 
(D'.)     ^(w^,  (c)  -|.  «V  M  +  ttj0  (Cf)  +  we  (c,)  -  w<j  (y) 

wobei  die  vier  Puncle  ;'.  ;  ;    stets  als  von  einander  ver- 

schieden angesehen  werden  können  [zufolge  der  Erläuterung  auf 
p.  407j. 
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Aisdana  hui  die  Function 

F(j5)=s  ^  {Wg  [z]  +  Wf,  {e^)  (cj  4-  w„  [C3)  —  ^y) 

im  PuDcle  z  c  einen  m'c/i/  verschwindenden  Worth  wie  hus 
D'J  foIi;t\  Sic  suhordinirt  sich  ?>lso  rleiii  Theorem  pg.09,  und 
besitzt  daher  drei  elementare  Niillpuncte.  Dies  at)er  steht  im 
Widerspruch  mit  der  Thatsache,  dass  die  Function  F  z]  in  den 
\:ier  Puncten  zu  Null  wird  [wie  solches  unmittelbar 

aus  (D.)  sich  ergiebt]« 

Die  Annahme  dieses  IV.  Falles  führt  also  zu  einem  Wider- 
sprach. Folglich  ist  der  lY.  Fall  tmmlliglich. 

V.  Fall  :  0,  <t)^j  0,  und  4),  sind  stets  »=  ü.  Uie  letzte  dieser 
formeiu  lautet: 

■E.)   i^(Wfj      -H  w„  [z^]  -h  u'^  [5^)  +       (53)  -  u?f,fr)  —  tr^  (r i) 

Sind  nun  B^^  B^,  willkürlich  gewühlte  Gonstanten  ^  so  wird 
man  die  acht  Punete  z,  3^,  2,,  z^,  ^,  T,,  l'^  [zufolge  des 
Satzes  [3.J]  stets  so  placiren  ktfnnen,  dass  sie,  in  Verbindung 
out  den  gegebenen  Constanten  A^J  A^j  A^j  den  Formeln  ent- 
sprechen : 

Btf^AgS  w„  W  -^  tc„  [z^]  +  f/v  W     "'fT  [«»)  -  (D 

wodurch  die  Formel  [E.)  übergeht  in 

^{Bfi)  stets  »  0; 

was  nicht  möglich  ist,  weil  i/^  5,  ganz  willkürlich  gewählte 
CioQslanten  vorstellen. 

Der  V.  Fall  luhrt  also  zu  einem  Widerspruch,  und  ist  da- 
her unmUylich. 

¥oB  den  ffiaf  F&Uea,  die  auf  Grund  der  Voraussetzung  (4.}: 

discatirt  sind^  und  die  zusammengenommen  alle  überhaupt  denk- 
fnrm  FüUe  erschifpfen ,  haben  sich  also  die  beiden  letzten  als 
«BiDQglicfa  herausgestellt,  wtthrend  die  drei  ersten  zu  den  For- 
meln •Ar),  (Ä.*),  {€.*)  hinftthrten: 
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(A.*)  Af,  s  w„  (r/i  (jy  ),    a  =  4,  2,  a ; 

(1>.-)  i<ffSitv(c,)-i-itv(i/),  3; 

(C.^J  A„  =  it>  cj  H-  ivtf  {c^)y    (j  =  1,  2,  3. 

Demgeroass  gelangt  man  zu  folgendem  Satz : 

Entsprechen  drei  Conslankn  -1,.  .1,.  der  Bedingung 
^  [Afj]  =  0,  60  können  dieselben  slefa  in  /ulkender  Weise  darge- 
stellt werden  : 

(40.)  A^  =     ic)  +  w„  fc'),    er  s=  1 .  3, 

wo  c  und  c  passend  su  wäJUende  Punde  vorstellen, 

§3. 

AUgomeine  Sätae  über  die  TiietafimotloAea. 

Dass  tlie  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  erhaltenen 
Resultate  sofort  auf  den  Fall  eines  hcliebiycn  p  übertragbar  sind, 
unterliegt  keiurui  Zweifel.  Man  Lielangl  in  solcher  Weise ,  vou 
(2.)  und  'iO.^  aus,  zu  folgenden  Salzen: 

Erster  Batz.  —  Entsprechen  die  Conslanten  A^^  A^,  ,  *  ,  A^ 
der  Bedingung 

$0  sind  dieselben  stets  darstellbar  tn  der  Form : 

Ag=  "  tOff{c]  +  Wf,  (c,;  +  Wff  [cj  Wfj  (Cp) , 

a  =s  4,  2,  .  .  ,p: 

wo  von  den  Puncten  c  und  c^,  c^,  .  •  •  Cp  der  erste  ad  Hb t  tum 
gewählt  werden  darf. 

Zweiter  Sata.  —  Entsprechen  die  Conslanten  /l^,  A^,  .  .  . 
der  Bedingung 

(4a.).  »{A„)^0, 

SO  sind  dieselben  stets  darstellbar  in  der  Form  : 

A„  =  Wff(c^)  +      (c,)  .  .  .  +  t/>  (Cp_J,  <T  «  4,      .  .  . 

wo  C|,  c,,  •  .  •  Cp^^  passend  snt  wählende  Ptmcte  vorstelim. 
Wir  gehen  Uber  zur  Begründung  zweier  verwandten  Sülze* 
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Sind  CoDstanten  A^,  A^,  .  .  .  Ap  beliebig  gegeben,  80  sind 
nur  zwei  Falle  denkbar.  Entweder  nämlich  wird  die  mit  diesen 
Gonstanten  behaftete  Function 

idmHsch  Null  sein,  für  jedwedes  %.  Oder  sie  wird  nicfti  iden- 
liseh  Null  sein. 

Ist,  uro  mit  dem  letztem  Fall  su  beginnen,  die  Function 
f{s]  nicht  identisch  Null, so  wird  dieselbe  dem  Theorem  pg.  99 
suk  5ut>ordiniren,  mithin  im  Ganzen  p  elementare  Nullpuncte : 
c,.  c,.  .  .  .  Cp  besitzen,  welche  den  Formeln  entsprechen: 

A^S  tt?^(c,)  -h  w„  (c.)  .  .  .  H-  w,y(Cp),  IT  =  4,  2,  .  .  ,  p. 

Ist  andrerseits  die  Function  F  [z)  identisch  Nullj  so  wird, 
falls  n  liin  unter  irgend  welche  feste  Lage  des  Punctes  js  ver- 
steht, stets  die  Gleichung  stattfinden : 

mitbin  auch  die  Gleichung: 

^{A„-  w^'z,])^  0. 
Hieraus  aber  folgt  durch  Anwendung  des  SaUes  (42.]: 

ff  «  4,  2,  .  .  . 

^if      '  '  '  Cp^i  pasasend  zu  wühlende  Puncto  vorstellen. 
Derogemäss  gelangt  man  zu  folgenden  beiden  Sätzen: 

Dritter  Sate.  —  Sind  die  Qmsianlen  A^,  A^,  .  ,  .  wn 
iokher  Beschaffenheit,  äass  die  Fmetion 

«ICÄ*  idenii^  Null  ist,  so  sind  dieselben  stets  in  jolyender  Form 
dmtellhar: 

tcoCj,  c,,  .  .  .  Cp  passend  zu  irählende  Puncte  vorstellen. 

Vierter  Satz.  —  Sind  die  Cons fönten  A^,  A^,  ,  ,  .  A^  von 
solcher  Beschaffenheit,  duss  die  Function 

(U.)  F(%]^H^„(z)-^A^) 
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identisch  verschtoindetj  für  jedwedes  so  sind  dieseOm 
in  folgender  Form  darstellbar: 

wo  einer  der  Punete  c,,  c^,  .  .  .  Cp  atf  libitum  gewühlt  werden 
darf;  so  dass  also  unendlich  viele  den  Formeln 

Äff  s  Wff  [c^)     Wff  (c J  .  .  .  +  Wff  (Cp),  a  =s  4,  2,  .  .  .  p, 

entsprechende  Ptinctsysteme  c^,  c^,  .  .  .  Cp  existiren  werden. 

Sind  also  z.  B.  irs^end  welche  feste  Punete  a,,       .  .  .  cc^ 

gegeben,  von  sülciiei'  Lage,  dass  die  Funelion 

identisch  verseht/  indety  für  jedwedes  so  wird  stets  ein  zweites 
Punctsystem  .  .  .  ßp  existiren,  welches  zu  jeucui  ersteu 

^t)  ^i)  *  *  *         '^^^  Beziehung  steht: 

(46.)  Wffia^)  +  ttJ<y(a,)  ...  4-  w<r(ap)  S 

Dass  dieses  zwcitr»  l*unclsvsteni  so  m  wüfilt  werden  k;mn,  dass 
es  von  (ieni  ersten  verschieden  ist,  unierlieyt  keinem  Zweifel. 
Denn  zufolge  des  letzten  Satzes  darf  einer  der  Punete  (i^,  /?jt  •*  • 
ßp  ad  libitum  gewühlt  werden. 

§*• 

Heber  legnlftre  Fnnetioneii. 

Bevor  wir  in  unseren  eigentlichen  Betrachlunt^en  weiter 
fortsehreiteD,  mag  zuvörderst  aa  einige  bekanole  Sülze  erinoert 
werden. 

Ist  eine  Function  f=f{z]  auf  der  gegebenen  Rieniann*scheo 
Kugelflüohe  ^  / v  r/;//är*),  so  wird  bekanntlich  die  Anzahl  ihrer 
elementaren  Pole  ebenso  gross  sein,  wie  die  Anzahl  ihrer  ele^ 
mentaren  Nullpuncte^  nnd  auch  ebensogrosss  sein  wie  die  An- 
zahl ihrer  elementaren  A- Funde.    Dabei  sind  unter  diesen 


^)  Ich  oenne  eine  FmictUMi  f(%)  avf  der  FIttche  91  rtg^Utr^  wenn  sie 
daselbst  eindeutig  und  Ui  auf  einzelne  Pole  etetig  Ist.   Jede  solche  auf 
reguUire  Function  f[5)  ist  daher  die  Wurzel  einer  Gleichung,  deren 
Coefficienten  raUoMle  Functionen  von  2  sind. 
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leUlern  die  elemeolaren  Nullpuncit»  der  Function  {f  —  A]  zu 
verstehen,  wobei  A  selber  eine  wülkührlich  zu  wählende  Oon* 
staute  vorstellt. 

Dieses  System  der  ^-Panete,  welches  für  il  ss  0  in  das 
der  Nallpiincte,  und  für  i4  s  oa  in  das  der  Pole  übergeht,  mag 
lunfort  kurzweg  als  ein  System  von  NweaupuM^  bezeichnet 
«erden. 

Ueberdies  mag  die  Gesammthelt  aller  auf  9t  regulären 
Functionen  in  verschiedene  Ordnungen  eingetheilt  werden ,  je  nach 
der  Anzahl  der  jedesmaligen  Pole.  Uiz,  B.  f  [z]  eine  auf  91  re- 
guläre Function ,  und  q  die  AAzabl  ihrer  elementaren  Pole,  so 
soll  f[z)  eine  reguläre  Function  qUr  Ordnung  genannt  werden. 
Fflr  eine  solche  Function  qier  Ordnung  besteht  daher  jedwedes 
Niveaupunctsystem  aus  ^Punclen.  D.  h.  sie  besitzt  auf  q  ele- 
mentare Pole,  ebenso  q  elementare  Nullpuncte,  und  ebenso  all- 
geuiein  q  elenierUare  i4-Puncte. 

Dies  vtjidusgesehickl,  gelten  nun  folgende  Sätze: 

Erstens.  —  fs(  f  z\  eine  auftH.  reguläre  Function  qter  Ord- 
nung, und  reprüsentiren  .  ■  .  ct^  und  p^,,  (i^,  •  '  -  ßq  irgend 
zwei SiieaupuncUysleme  dieser  Function,  so  werden  a,,  «j^ ..  .cr^ 
und /^4,  /^t)  *  *  *  ßq       ^  Formeln  Genüge  leisten: 

(i7.a)  Wo[a^)  -h  «'^(«1)  w„{a,^)  = 

Zweitens.  —  Smd  umgehört  auf  9t  irgend  welche  Puncte 
(t^,  a^,  .  .  •  a^,  {i^,  /^s,  .  .  .  ßg  markirt,  die  den  Formeln 

{47.b)  w„(a^)  +  Wtfia^j    •  •  +  w^{a^]  = 

Genüfjc  leisten .  so  existirt  stets  eine  auf  reguläre  Function  qter 
OrdivuKj .  für  welche  u^,  ofj,  .  .  .  und  ß^,  ,  ,  ,  ßq  zwei 
üysteme  oon  Niveaupuncten  vorstellen. 

Drittens.  —  Denkt  man  sich  auf  9t  irgend  zwei  von  einander 
wrschiedene  Puncfsysteme  er, ,  a, ,  .  .  .  ofp  und  ß^,  ß^^  ...  ßp 
markirty  welche  den  Formeln  Genüge  leisten : 

«^VlA)  +  ^a{ß%)  ••  •-»-  Wo\ßp}  >  a  «  4,     .  .  .  />, 
10  wird  die  Determinante 

Mftth.-phjB.  Classe  Ibb'i.  S 
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(47.d)  A(a„  a»,  •  •  a J  » 


mthwendig  »  0  sein.  Dafre»  steht  <pts  (^)        ilfr^rximp  für 
äx 

loh  habe  diese  drei  SMtze  hier  nur  histmisch  mitgeiheilt, 
ohne  auf  den  Beweis  derselheo  [der  mittelst  des  il6ersehen 
Theorems ,  oder  auch  auf  andere  Weise  sich  leicht  ergiebt] 
naher  einsugehen.  Ein  genaueres  Eingehen  auf  den  in  Rede 
stehenden  Beweis  behalte  ich  mir  vor  fttr  eine  ausführlichere 
Publication  Ober  diesen  Gegenstand« 


§5. 

Weitere  allgememe  Sätze  über  die  Thetafuactionen* 

Denkt  man  sich  auf  der  Fläche  9{  irgend  ein  festes  Punot- 
system  a^J  cr^ ,  .  .  .  gegegeben ,  von  solcher  Lage,  dass  die 
Function 

F(»)  «  ^Wff(z)  —  [w„(a^)  H-   1-  Wffiap)]) 

identisdi  versehit  iudet  ^  für  jedwedps  3,  so  w  ird  stets  ein  von 
von  ,  .  .  .      verschiedenes  Punclsyskni    ^ ,     ,  .  .  .  ß^ 

existiren,  weiches  su  jenem  ersten  System  in  der  Beziehung 
steht: 

+  ^ffißt)  •  •  •  +  ^üißp)^  a  =  4,  2,  -  .  • 

wie  solches  bereits  vorhin  [in  (15.).  16.)]  bewiesen  wurde. 
Hieraus  idier  folgt  [unter  Anwendung  des  Satzes  (i7.o,  dj]  so- 
fort, dass  die  Determinante 

A(a,,  Op) 

s  0  ist.  Setzt  man  also  nachlrUglich  c«,  c,,  .  «  .  Cp  fttr  a^,  a^, 
.  .  .  Op,  so  erhttit  man  den  Sats : 

luüfter  Satz.  —  Siud  irgend  irekhc  festen  Puticte  c^,  C^, . .  . 
Cp  gegebetij  von  solcher  Lage,  dass  die  Function 
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identisch  versch  w  indet,  für  jedwedes  s ,  so  wird  die  De" 
temmante 


yp(c*)  ^Pp(c,)  .  .  .  g)p  (Cp) 


iiotAioefM%  »  0  min.   Dabei  sieht      (5)  /"wr 

An  diesen  letzten  Salz  schliessen  sich  weitere  Leberlegun- 
gen  an.  Sind  nämlich  die  festen  FuQCie  c^,  c^,  .  .  .  so  ge- 
wählt, dass  die  Determinante 

(A.)  A(c,,  c„  .  .  .  Cp)4=  0 

ist,  so  kann  die  Function 

(B.)    Fiz]  =  &{w„  [z]  -  [w„  (cj  +  w„  (c,) .  .  .  -h  (Cp)]) 

niemals  identisch  verschwinden;  denn  sonst  inllsste  [zufolpc  des 
vorhergehenden  Satzes]  A  (Ct,  Cj,  .  .  .Cp)  =  0  sein,  was  der  ge- 
genwärtigen VoraussetzuDg  (A.)  widerspricht.  Die  Function 
F{z]  wird  daher  dem  Theorein  pg.  99  sich  subordiniren,  mithin p 
elementare  NuUpuncte  ij^,  17,,  .  ,  .  i^p  besitzen,  welche  den 
Formeln  entsprechen: 

(C.)  Wg[1l^]  +  w^jin^) ...-+■  ^•aii}p)^uja[Ci]  +  t^a(cj .  .  •  +  Wa[Cp] , 

a  =  1,  2,  .  .  . 

Und  hieraus  folgt  sofort,  dass  fj|,  17,,  .  .  •  i^p  mit  c^,  c,,  .  .  •  Cp 
idmtisch  sind.  Denn  wären  diese  Punctsysteme  von  einander 
wrschieden,  so  wttrde  aus  den  Formeln  (G.j,  [unter  Anwendung 
des  Satzes  (17.  c,  d]]  folgen,  dass  A(C|,  c,,  .  .  .  e^)  »  O.sei, 
was  der  gegenwartigen  Voraussetzung  (A.)  widerspricht. 

Alles  zosammeDgefasst,  gelangen  wir  daher  zu  folgenden 
einfachen  und  wichtigen  Resultat : 

Sechster  SatB.  —  Sind  irgend  welche  (esten  Puncte  c^,  . . . 
(y  ^eben,  von  solcher  Lage,  dass 

(<9.)  A(c„  c„  .  .  .  Cp)  4=0 

Ui,  so  wii'd  dte  Function 

i20.)    F(5)  =  ^(WaW  -  [waM  +  Wff  K  .  .  .  +  tt>  [Cp]]) 
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niemals  identisch  verschwinden.  Und  gleichseitig  werden 
alsdann  die  p  NtUlpuncte  dieser  Function  durch  ,  ,  .  .  .  Cp 
dargestellt  sein. 

Entsprechen  also  c,,  c,,  .  .  .  Cp  der  Voraussetzung  (49.),  so 
wird  a.  B.  [u?g  c,)  +  (c^)  .  ,  .  «t^  (Cp.,)])  noU^wendig 
=s  0  sein,  fnttftin 

ebenfalls  ss  0  «etit. 

FoitBetniiig. 

Bevor  wir  \veitcri;ehen,  ist  zuniichsL  die  Deierminanle 
A    ,  c„  ...  Cp]  einer  Dähereu  Latersuchung  zu  uulerwerfeu. 

Jede  der  p  FuDCtionen  tpff  [z]  »  ^         {^i  I>ekaDiitlich 

ff 

eine  auf  9?  reguUire  Funciion.  Audi  kann  keine  derselben 
idenUadi  =  0  sein.  Denn  wäre  identisch  =  0,  bo  würde 

tVfj\z]  eine  Constante  sein;  was  der  Definition  von  iVf^{z'  [nacli 
welcher  z.  B.  (5)  in  der  Curve  a<j  die  Dillerenz  ;fi  besitzen 
soll]  widerspricht.  Die  Function  ri  kann  daher,  weil  sie 
auf  $R  reguliir  und  nicht  identisch  =  0  ist,  auf  9?  nur  in  Pin- 
jselnen  Puncten  verschwinden.  Diese  einzelnen  Nullpunci*'  der 
Function  f/,y      niögen  '       .  .  .  hcissen.    Und  ebenso 

mögen  die  einzelnen  Mulipuucle  von  ipx{^)  uiH  •  *• 

benaont  werden. 

ReprUsentirt  nun  c  irgend  welchen  Punct,  der  von  den 
c<j',  c^/*,  Cfl'\  .  .  .  und  Cy',  Cj\  c/",  .  .  .  verschieden  ist,  ist  niil- 
hlD     (c)  4=  0  und  9>t(c)  ebenCalls  4^  0^  so  wird  die  Function 

mdit  identisch  =  ^  sein  können.  Denn  wäre  sie  identisch  =  0, 
so  wtirde  der  Ausdruck 

d.  i. 

Identisch  ss  0  sein;  woraus  durch  Integration  folgen  wfirde,  da^s 

fa        r      -  fj  i^)  ^  a  i-i 
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tine  Constante  ist;  was  der  DeHnilion  der  Functionen  ^f\[z\ 
tp,  (j),  .  .  .  iCp[z]  [nach  welcher  zwischen  denselben  keine 
h'neare  Relalion  mit  consiaDten  Coefficienien  slattfindeo  kann] 
widorspricbt. 

Die  FunctioD 

wird  daher,  weil  sie  nicht  identisch  =  0|  Überdies  aber  [ebenso 
wie  9>(r(')  und  tpj  (js)]  eine  auf  9t  reguläre  Function  von  %  ist^ 
auf  9^  nur  io  einzelnen  Puncten  verschwinden  kennen.  Man  ge- 
langt somit  zu  dem  Sats : 

Ztret  Puncte  und  k&nnen  auf  der  Fläche  9i  stets  so 
plaeirt  werden,  dass  die  Determinante 

4=  0  isl.  Hält  man  sodann  den  einen  der  beiden  Puncte  fest, 
uiihrend  nniu  den  andern  vardii/ei  macht .  so  uiid  die  Deter- 
minante immer  nur  für  einzelne  Lagen  dieses  variablen  Fundes 
verarhirinden. 

Diese  Determinante  ist  eine  aus  der  geriebenen  Determi- 
nante c,,  .  .  .  Cp)  beliebig  herausgehobene  Subdelernii- 
nante  zweiler  Ordnung.  Mittelst  des  soeben  gefundenen  Satzes 
iässt  sich  nun  in  analoger  Weise  Analoges  darthun  für  die  SuJ>- 
determinanten  dritter  Ordnung,  u.  s.  w.  u.  8.  w.;  so  dass  man 
sebliesslicb  zu  folgendem  Resultat  gelangt: 

IHe  p  Puncte  C|,  c,,  . .  .  Cp  kmmen  airf  der  FlärJte  9i  stets 
m  sMer  Weise  placirt  werden^  dass  die  DHerminante 


1  *PpM  V'pi^t)  •    •  fp  (Cp)  i 

%0  ist.  Hält  man  alsdann  {p  —  \)  dieser  Puncte  fest^  wäh- 
rend man  den  p***  variabel  nuuAif  so  wird  die  Determinante 
immer  nur  füf  einzelne  Luyen  dieses  variablen  Punctes  ver- 
sAwinden  können. 

Denkt  man  sieh  nun  in  der  That  c^,  c^j  .  .  .  Cp  in  solcher 
Weise  gewtfhlt,  dass 
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ist,  so  gilt  [zufolge  [21.;]  die  Formel: 

(B.)       &  -  ^(w„  (cj  +  w„  [c^j  .  .  .  +  w<r 

Halt  mau  j>tzl  r,,  r,,  ,  .  .  Cp  fest,  macht  hingegen  t'^- 
riabel^  so  kann  rin  Verschwinden  der  Deterininanle  A  [zufolge 
(22.)'  nur  i  uUreten  für  liewisse  einzelne  Lagen  c,',  c^",  r,'",  ..  . 
des  Puncles  c, .  Verbietet  man  also  dem  Pnncte  c,  diese  speciellen 
Lagen  c/,  c/',  c/",  .  .  so  bleibt  die  Formel  (A.)  in  Kraft,  oiit* 
hio  auch  die  Formel  (B.). 

Die  Formel  (B.)  gilt  also  für  jede  Lage  des  Puuctes  c,,  mit 
Ausnahme  der  Lagen  c/,  c/',  c^"',  .  .  ,  Hieraus  aber  folgt  [w  eil 
das  ^  eine  stetige  Function  von  ist],  dass  die  Formel  für  diese 
Ausnahmslagen  ebenfalls  gilt. 

Nachdem  in  solcher  Weise  oonstatirt  ist,  dass  die  Formel 
(B.),  unter  Festhaltung  der  Puncte  c,^  c,,  «  .  .  c^,  gültig  ist  für 
jedwede  Lage  von  c, ,  wollen  wir  jetzt  diesen  variablen  Punct 
c,  in  irgend  einer  beliebigen  Lage  fixiren,  und  in  Bewegung 
versetzen.  Alsdann  ergiebt  sich  in  analoger  Weise ,  dass  die 
Formel  (B.),  unter  Festhaltung  von  und  c,,  c^,  .  .  .  c^,  gültig 
ist  für  jedwede  Lage  von  c,.  U.  s.  w.  U.  s.  w.  Man  gelangt  in 
solcher  Weise  zu  folgendem  Resultat: 

Theorem.  —  Versteht  man  unier  r,,  c^,  .  .  ,  Cp^^  beliebige 
Fmicte  auf  der  Flüche  91,  so  wird  der  Ausdruck 

(23.)  &{u:r,  [C^)  -h  U'^h)  .  .  .  -h  Wff  (Cp»J) 

itets  s  0  sein^  welche  Lage  man  jenen  Puncten  auf  der  Fläche  9t 
auch  zu  Theü  werden  lassen  mag. 

Diesem  Theorem  kann  sofort  folgender  Zusatz  beigefügt 
werden : 

Zuiati.  —  Markirt  man  auftlt  irgend  welche  Punete  c^,  c«, . .  • 
Cp_2,  und  setzt  man: 

(«4.)  G„  «  tt;,,(c,)     Wir{c,)  ...+11;^  (c^^J,  ff  1*  4,  8, ...  p, 

so  it'ird  die  mit  diesen  Cotistanten  G«,  ...  6^  behaftete 
Function 

Flzj^Hwa^-^G^) 
identisch  =  0  sein. 
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Ferner  tiewährt  das  Theorem  (23.)  die  Mittel  zur  Vervoll- 
slärui Itzling;  des  frUhereo  Theorems  pg.  99,  wie  sogleich  gezeigt 
werden  soll. 

Es  seien  G^y  G^,  .  ,  .  gegebene  Gonstanlen  tod  solcher 
BeschaOenheit,  dass  die  Funclion 

A.)  F[z)=^(ti,,[z]-G„) 

nicht  identisch  verschwiDdeL  Die  Function  P{3i)  besitzt  alsdann, 
nifolge  des  Theorems  pg*  99,  p  elementare  Nullponcte  ij^^ 
. . .  i^p;  und  diese  genügen  den  Formeln: 

Leicht  lasst  sich  nun  zeigen,  dass  ausser  jenen  Nullpuncten 
^iif  '  '  '  1p  ^^'^  weiteres  die  Formeln  (B.)  befriedigendes 

Ptmctsystem  i;/,  r}^\  .  .  .  r'  exf stiren  kann.   Denn  existirte 

ein  solches,  ftlnden  also  die  Formeln  statt : 

6ff  =  Wt,{ij,')  -h     Wi  ) .  .  •  H-  ^aiVp  h  a  «I  4,  a,  .  •  .  p, 

so  würde  die  Function  F(-),  falls  man  diese  Werlhe  der 
substituirt,  die  Gestalt  annehmen: 

wo  F  einen  endlichen  und  niclil  verschwindenden  Factor  vor- 
stellt. Zufolge  des  Theorems  (23.)  würde  daher  F  {z)  z.  B.  ver- 
ahwindcn  für  z  =  i^/,  ebenso  für  z  =  r^,',  u.  s.  f.  Dies  aber 
widerspricht  der  Thatsaehc,  dass  Fiz]  ausser  den  p  Nullpuncten 
r^,  I  ,,  .  .  .  rjp  keine  weiteren  NuUpuDCte  besitzen  kann.  Wir 
haben  somit  folgendes 

Theoram,  —  Sind  die  Constanten  6|,  G„  .  .  .  van  solcher 
Beschaffenheäf  dass  die  Function 

nicht  identisch  verschwindet^  so  existirt  stets  ein,,  und  immer 
nur  eine  in  zig  es  den  Bedingungen 

Gf,sw^f{^i^)  +  w?^      .  .  .  4-  ^^(13,)^   ff  =  l,  2,  .  .  .p, 

entsprechendes  Punctsystem  17 j,      .  .  .  rjp. 

Die^ies  so  bestimmte  Punctsy Stern  reprüsentirt  die  p  Null- 
puncle  der  Function  F{s) . 
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Die  im  dritten  Paragraph  enthaltenen  Sätze  lassen  sich  mit- 
telst der  Theoreme  (23.)  und(2.').  wesentlich  erweitern  und  ver- 
vollstcindigen.  So  z.  H.  kann  man  salzen: 

Entsprechen  irgend  welche  Conslanlen  /l^,  ,  .  .  der 
Bedingung : 

(8ö.)  ^{A^)  =0, 

so  sind  dieselben  stets  in  der  Form  darstellbar : 

(27.)  itffSfü<,(cjH- u>^(c,),.- -i-w<,(Cp«,),  ff  8  4, 2,. ..p, 

ICO  c^J  Cj,  .  .  .  Cp_4  passL'dd  zu  a  ühlcnde  Pmivte  leprlisentiren. 
Und  versieht  man,  n  m  (fckeh  r  l,  unter  A^^  A^y  .  .  .  Ap  irgend 
weicht'  (irüssen,  die  ffer  DarsleUung  (27.)  fähig  sind ,  so  n  erdpn 
dieselben  stets  der  bvdinyung  (iO.)  Geniir/c  leisten.  In  der  i  liat 
ist  dei"  erste  Theil  dieses  Satzes  nur  eine  Wiederholung  des 
zweiten  Satzes  pg.  i\0  ;  während  der  zweite  Theil  direct  aus 
den  Theorem  (23.)  sich  ergiebi« 

Setzt  man  ferner 

(a.)  A„  =  II?,, (c,)  +     (c,)  w„{Cp^,),  47  8  I,  2,  ...  p, 

wo  r, ,  c,,  ...  vullkurltch  getvählte  Funcie  voisteüen, 

so  ist  nach  dem  Theorem  (23.) 

^  (.1 J  »  0, 

mithin 

.1,,;  ebenfalls  =  0. 

Hieraus  aber  folgt,  mittelst  des  Satzes  (26.),  (27.),  dass  die 
Gonstanten  (—  A^)J  (—  i4J,  .  .  .  A^^]  in  die  Form  versetx- 
bar  sind: 

[ß.]  —     S  Wa  {dj  -h      ((/,)         tVff  (dp.J ,  a  =  4 , 2, . . .  p, 

wo  d|,  .  .  .  passend  tu  wahlende  Puncto  vorstellen; 
iso  dass  man  also  schliesslich  durch  Addition  der  Formeln  (a.), 
(ß,)  zu  folgendem  Satz  gelangt: 

Sind  [p  —  1)  Puncte  c,,  c^,  .  .  .  Cp«,  beliebig  gegeben,  so 
werden  stets  (p  —  4j  andere  Pmcte  e/« ,      .  •  •  <^p.i  existiren,  die 
jenen  in  d^r  Pesteftimp  «/eAeti: 

(28.)  [u?^y(c,)  H-  Wff(c,).  .  .  +  w^(Cp^,^]  +  [u?.,((/,) 
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Es  sei  ferner  a,,  a,,  .  .  .  irgend  ein  Niveaupunclsystem 
einer  auf  9?  regulären  Funetion  Ordnung /'(ja^),  und  ß^  ein 
auf  9t  willkürlich  markirter  Fand.  Alsdann  werden  stets 
(p «-  4)  andere  Punote  ßt,  •  -  *  ßp  ezistiren,  welche  mit 
Bosammengenonunen  ein  aweites  riilveaupunctsystem  von 
f(%)  reprtfsentiren;  so  dass  also  [zufolge  des  Satzes  (n.a)]  die 
Relatbnen  stattfinden : 

2        (A)  -  i^fftel]  S  0,  a  =  1,  2,  .  .  .  , 
d.  i.  die  Aciationen; 

a  =  < ,  i,  .  .  . 

Hieraus  äl>er  folgt  mittelst  des  Theorems  (23.)  sofort . 

Beaohtet  man  also,  daas  ß^  wülkiirlieh  markirt  wurde,  so  gelangt 
man  zu  folgendem  Satz : 

Hepräsentiren  a^y  a^,---Cp  irtjend  ein  Niveaupunrtsi/slem 
einer  01^'  regulären  Function  p^**  Ordnung ,  so  wird  die 
Function 

(29.)  F(z]  =  ^{w„(z)  -  [waiü,]  +  ti?^{a,)--  •  + 

t<ienl  IS  ck  verschwinden ,  fitfmM  iVtii/  sein  für  jedwede  Lage 
du  Pundes  %, 

In  analoger  Weise  erglebt  sieh,  wie  leieht  zu  übersehen, 
atuh  folgender  Satz  fttr Functionen  (p— 1)ter  Ordnung: 

Reprüsentxren  a^,  a,,  •  ctj,.«  ein  Niveaujnmctsyslem  einer 
wf  9t  regfulären  Fundion  (p — \)ter  Ordnung,  so  wird  die 
hnction 

(30.)  F{z,Q^  H^oi»)  -  «'aia  -  [«^^(«4)  +  «''n  («t)  • ' ' 

identisch  verschwindeti,  nämlich  Null  sein  für  jedwede  Lage 
der  baiäm  Puncte  5  und  ^. 
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Dessleichen  ergiebl  sicli  für  reguläre  Functionen  (/)  — 2)ler 

Ordnung;  folgender  Satz : 

Hepräsenlirm  a^,  c/, ,  • .  •  ap_,  ein  NiveaupuncUiystem  einer 

a/uf  9i  re^lären  Fünctum  (p  — 2)ter  Ordnung^  so  wird  die 
Function 

(34.)  F(z,  =  -  w^p,  -t^vi^J-  Ltt'nK) 

4-  w^[a^)  l-w;^(ap-,)]) 

identisch  versdiwindm^  nänUkh  Nuü  sein  für  jedwede  Laye 
der  Puncte  z,  Z  und 

U.  s.  w.  U.  s.  w. 
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V.  Eank«!»  U^ter  die  bei  einigen  Gasentwidielungen  auf- 
träenden  &ektricittUen*]. 


Im  Laufe  der  leisten  Jahre  habe  ich  mich  mit  den  bei  eini- 
gen  GasentwickeluDgen  aaftretenden  ElektriciUlten  besohaltigt, 
and  ieh  lege  heute  der  Gesellschaft  eine  Abbaudlung  (die  47. 
i&  der  Reihe  meiner  elektrischen  Untersuchungen)  vor,  in  wel- 
eher  die  Resultate  der  darauf  bezüglichen  Beobachtungen  und 
KessuDgen  susammengestellt  sind.  In  dem  kurzen  Berichte, 
welchen  ich  jetzt  darüber  geben  will ,  muss  ich  mich  jedoch 
darauf  beschränken,  die  elektrischen  Vorgänge  bei  den  ver^ 
9chiedenea  Gasentwickülungea  iiu  AUgenieiuen  zu  chcixakiei  i- 
siren. 

Der  Gedanke,  dass  hei  chemischtü  Zersetzungen,  nament- 
lich ])ei  Gasentwickel ungon ,  KlektricitUt  aultreten  könne,  ist 
zuerst  im  J.ihre  4769  von  VoUa  ausgesprochen  worden;  indess 
halten  seine  damaligen  Versuche,  solche  aufzutindcn,  keinen  Er- 
folg. Nach  der  Constniclion  seines  GünJensalors  kam  er  wieder 
auf  diesen  (Kucü.sUmd  zurück;  neue  Versuche  wurden  jedoch 
erst  im  Jafne  1782  auf  einer  Reise  nach  Paris  im  Verein  mit 
dela  Pffire  und  Lavoisier  angestellt. 

Seit  jener  Zeit  ist  meines  Wissens  keine  eingehende  Unter- 
suchung über  diese  Elektrieitütsentwiekehing  veröffentlicht 
worden;  ©in  Umstand,  der  sieli  wohl  durch  die  geringe  Kfu- 
pfindlichkeit  der  früheren  Eleklromeler  erkliirt.  Dagegen  bot 
fias  von  mir  construirle  FJektronieter  alle  llUlfsmittel,  um  seihst 
die  oft  sehr  uieriuLien  Elektricitiitsmengen  mit  voller  Genauig* 
keit  wahrzunehmen  und  zu  messen. 

Der  Inhalt  der  einzelnen  Absobnitte  meiner  Abbandlung  ist 
nun  in  der  KOrze  folgender : 


*}  Vorgetrsgen  in  der  Silnng  m  ts,  April  ISSS. 
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L  ElektroMeter. 

Bei  rneiDem  Elektrometer  hängt  das  Goldblättchen  in  der 
Mitte  zwischen  zwei  MessiDgscheiben,  welche  vermittelst  eines 
geeigneten  Gommutiitors  mit  den  Polen  einer  aus  Zink-Kupfer- 
Wasser--£lementen  gebildeten ,  und  in  der  Nflhe  der  Mitte  zur 
Erde  abgeleiteten  Volta^sehen  Saule  verbunden  sind.  Die  Mes* 
sung  der  dem  Goldblättchen  zugeltlhrten  Elektricitat  geschah 
stets  auf  die  Weise,  dass  der  Ausschlag  beobachtet  wurde,  wel- 
cher durch  Umlegen  des  Commutatorbtigels  (Verwechselang  der 
Polaritäten  in  den  Messingscheiben]  entstand. 

Das  Elektrometer  wurde  so  justirt,  dass  das  GoldblättcbeD 
desselben,  wenn  es  durch  einen  mit  den  eisernen  Gasrohren 
des  Hauses  verbundenen  Kupferdraht  zur  Erde  abgeleitet  war, 
beim  Umlegen  des  Commutatorbtigels  keinen  Ausschlag  gab. 
Dies  liess  sich ,  obwohl  das  Goldblättchen  durch  die  genannte 
Ableitung  eine  elektrische  Spannung  von  nahe  —  0,21  (die 
Spannung  zwischen  Zink  und  Kupfer  =  -4-  4  gesetzt]  erhält, 
erreiclien,  wenn  der  negative  Pol  der  VoZ/a'schen  Säule  gerade 
so  weil  verstärkt  wurde,  dass  die  Vertheiluniiswirkunc  seines 
UeberscLusses  tiher  den  positiven  Voi  auf  das  Goldlilaltelien  ge- 
rade die  ne|*nti\e  Ladung  des  letzteren  aufhob.  Da  das  Blatt- 
ehen  genau  in  der  Milte  zwischen  beiden  Seheiben  hing,  also 
zu  beiden  in  gleichen  Beziehungen  stand,  so  blieb  auch  beim 
Umlegen  des  Couiiiiuicitoi  l  Ugels  der  uneleklrisehe  Zustand  des 
GoldbiUttchens  erhalten  und  es  trat  keine  AendernuEi  seiner 
Lajie  ein.  Der  Ausschlasi.  welcher  dann  durch  Zufuliriing  frem- 
der Llektricilät  erfokie,  mass  also  nur  diese  Jel/tt>re:  die  ur- 
sprtingliche,  durch  die  Aiileiiung  zur  Erde  bedin^^Le  Spannung 
hatte  darauf  keinen  Kinlluss. 

n.  Elektrlsehe  YorL^änge  bei  von  Metallen  abiUlenden 

Wasserkropfen* 

Die  Anordnunj^  der  späteren  Versuche  (Iber  die  bei  Gas- 
enlwickelungen  auftretenden  Klektriciläteu  machte  es  nolhig. 
zuvor  die  elektrischen  Vorizanüe  izenaner  zu  erörtern,  welche 
beim  Abfallen  der  Wassertropfen  von  xMetallen  sich  zeigen. 

Ein  trichterförmiges,  isolirt  aufgestelltes  Glasgefäss  war 
unten  in  eine  so  feine  Spitze  ausgezogen,  dass  in  dasselbe  ein- 


.  ij  .  ..cd  by  Google 


Ubi.  DIB  BBl  EIX.  GaSENTWICKBL.  AUmBTBND.  ElBKTRICITXTBN.  125 

gegosseoes  Was$er  nur  in  Tropfen  (4  bis  8  in  der  Secunde)  von 
dieser  Spitee  abfiel;  die  Tropfen  sammellen  sich  In  eioer  untere 
halb  befindlichen  Platinschaale. 

Wird  nun  in  das  Wasser  des  Trichters  ein  M elallstttck  ein- 
gelaacbt,  welches  durch  einen  an  den  Gasrohren  des  Hauses 
befestigten  Kupferdrahl  mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung 
steht,  so  erhält  das  Wasser  und  also  auch  der  an  der  unteren 
Spitxe  des  Trichters  sich  bildende  Tropfen  infolge  dieser  Ab- 
leitung eine  elektrische  Spannung,  die  sich,  wenn  die  Span- 
sang  des  eben  genannten  Kupferdrabtes  gegeben  ist,  nach  den 
in  meinen  Maassbestiromungen  der  elektromotorischen  Kräfte"^) 
aufgeführten  Zahlenwerthen  berechnen  lüsst.  Taucht  Piatin  in 
(las  Wasser,  so  erhält  das  Wasser  eine  negative  Spaniiuiig ; 
lauchl  kupfer  ein,  so  ist  die  ebenfalls  negative  Spannung  \iel 
Sieringer;  tauclii  Zink  ein.  so  luiniiii  dagetien  dus  Wasser  eine 
positive  Spannuni:  an  ,  deren  absoluter  Werth  etwas  grösser  ist 
üls  der  negative  beim  Piatin. 

Ist  die  unterhalb  des  Trichters  stehende  Platinschaale  iso- 
iirt  uini  (iureli  einen  Metalldraht  mit  dem  Goldbliillchen  des 
Klektrometers  veri>unden,  so  wird  dureh  die  herabfallenden 
Tropfen  der  Scliaale  und  dem  Elektrometer  eine  der  Spanuuüi^ 
des  Wassel  s  t  iitspreehende  elektrische  Laduni:  nej-'ativ  bei  Pla- 
tin und  kii[ifrr.  f>ositiv  l)ei  Zink)  zuueltihrt,  die  mit  der  Anzahl 
der  in  tler  Sehaale  angesamniellen  Tropfen  wllchst. 

Wird  das  in  d;«s  Wasser  des  isob'rlen  Trichters  eintauchende 
Metall  dureh  einen  Draht  mit  dem  (iol(ii)lattehen  des  Elektrome- 
ters verbunden,  und  dann  diese  Leitung  mit  einem  an  den  eiser- 
nen Gasröhren  des  Hauses  befestigten  Kupferdrahl  ableitend 
bertlhrt,  so  bleibt  nach  dem  Zurückziehen  des  Kupferdrah- 
tes in  dem  vom  Goldblättchen  bis  zum  Wasser  des  Trichters 
reichenden  isolirten  Leiter  eine  elektrische  Ladung  zurück., 
welche  durch  die  elektnsche  Spannung  des  ableitenden  Drahtes 
bedingt  ist.  ist  diese  If  tztere  gegeben,  so  lüsst  sich,  wie  ich 
schon  vorhin  bemerkt,  der  elektrische  Zustand  der  einzelnen 
Theile  der  zuvor  beschriebenen  Leitung  aus  meinen  Maassbe- 
stimmungen berechnen. 

Wenn  Platin  in  das  Wasser  taucht,  erhitlt  das  Wasser  eine 
negative  Ladung;  wird  nun  diese  negative  Ladung  des* Wassers 


*)  Abh.  der  K.  S.  Ges.  <f.  Wiss.  Bd.  XI. 
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durch  Fortfuhrung  seitens  der  van  der  Spitze  des  Trichters  ab- 
failendeD  Tropfen  immer  geringer,  so  muss  der  absolute  Werth 
der  Spannung  an  allen  Punkten  des  Leiters  in  gleichem  Grade 
sich  ändern,  während  die  Unterschiede  zwischen  seinen  ver- 
schiedenen Theilen  bestehen  bleiben.  Würde  i.  B.  das  Wasser 
des  Trichters,  durch  die  fallenden  Tropfen  g&nzUch  entladen,  so 
mttsste  der  elektrisdie  Zustand  des  Goldblättchens  um  den  vol- 
len Betrag  der  verschwundenen  Spannung  nach  der  positiven 
Seite  hin  sich  ändern,  beim  Umlegen  des  Gommutatorbtlgels 
also  ein  positiver  Ausschlag  angezeigt  werden. 

Ist  Zink  in  das  Wasser  eingetaucht  und  durch  einen  Draht 
mit  dem  Goidblättehen  verbunden ,  so  besitst  das  Wasser  nach 
dem  Zurückziehen  des  ableitenden  Kupferdrahtes  eine  positive 
Spannung.  Wird  diese  durch  die  fallenden  Tropfen  hinwegge- 
nommen, so  erhält  das  Goldblättchen  eine  negative  Ladung. 

Da  bei  meinen  Versuchen  das  Fallen  der  Tropfen  nach 
Einlrilt  der  Isolirung  nur  zwei  Minuten  fortgesetzt  wurde,  so 
konnte  das  Wasser  nicht  vollständig  entladen  sein.  Nehmen 
wir  aber  an,  dass  wahrend  dieses  Zeitrauincs  bei  den  verschie- 
denen Versuchen  gleiehviol  und  gleichgestaltele  Tropfen  fallen, 
so  wird  sich  die  Laiiuuj;  des  Wassers  stets  in  demselben  Ver- 
hältnisse verringern,  und  die  nach  zwei  Minuten  beobachteten 
Ausschlüj^e  Geben  ein  Maass  ftlr  die  im  Wasser  anfänglich  vor- 
handene eiekü  i.sehe  Spannung. 

Mittelst  solcher  Versuelie ,  die  in  der  Alihaiidlung  milge- 
theill  sind,  ist  es  aueli  niütilieh  tiew  oi  cien.  den  elektrischen  Zu- 
stand des  mit  den  eisernen  Gasroliren  des  liauses  verbundenen 
Ku)if(  rdrahtes  zu  hestioimen.  Die  elektrische  Spannung  auf 
demselben  ist  nahe  —0,11,  wenn  die  Spannung  zwischen  Zink 
und  Kupfer  =  -f-  1  gesetzt  wird.  ' 

Die  Versuche  mit  den  fallenden  Wassertropfen  wurden 
darauf  auch  in  einer  Anordnung  wiederholt,  welche  mit  der  bei 
den  Gnsentbindungen  benutzten  Übereinstimmte.  Anstatt  einen 
Metalldraht  in  das  Wasser  des  Trichters  einzutauchen,  wurdQ  ein 
Metalistreifen  in  einer  unter  45"  gegen  den  Horizont  geneigten 
Lage  unterhalb  des  isolirten  Trichters  mitteist  einer  isolirenden 
Vorrichtung  so  aufgestellt,  dass  die  aus  der  Spitze  des  Trichters 
fallendefi  Tropfen  in  der  Nahe  des  oheren£ndes  desMetallstrei'» 
fens  auftrafen  und  nach  dem  Uinabiliessen' sich  am  unteren 
Rande  desselben  zu  etwas  grosseren  Tropfen  sammelten,  welche 
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dann  in  die  unterhalb  befindliche  Tlatinschaale  fielen.  Die  auf 
dem  Metdllstreileo  und  in  der  Piatinschaale  beobachteleu  elek- 
trischen Spannungen  waren  dieselben  als  zuvor,  wo  die  Metalle 
in  das  Wasser  des  Trichters  tauchten. 

Analoge  Spannungen,  und  auch  nahe  in  gleicher  Grösse, 
traten  auf,  wenn  anstatt  eines  gewöhnlichen  blanken  Zinkstttckes 
ein  gut  amalgamirter  Zinkstreifen  angewandt  wurde.  Auch  An- 
derten sich  dieseiben  nicht  wesentlich,  wenn  anstatt  Wasser 
verdtlnnte  Schwefelsäure,  welche  das  aroalgamirte  Zink  nicht 
angreift,  in  den  Trichter  gegossen  wurde. 

III*  £lektarisehe  Vorgänge  bei  der  Entvickelaug  des  WasserstolfB 

ans  Zink  und  Sehwefels&nre. 

VoUa  fand  in  seinen  ersten  Versuchen ,  wobei  er  in  einem 

Gefässe  Eisen  oder  Zink  mit  Schwefelsaure  tibergoss,  das  Ge- 
fass  DeG;ativ;  später  (1789)  beo})achlete  er  aber  auch,  beson- 
ders bei  Auflösung  des  Zinkes  in  vertlüimlcr  SchwefeUdure, 
eine  positive  l..aiung  desGefässes.  Eine  spcciolle Untersuchung, 
unter  welchen  Umstünden  die  eine  oder  die  andere  Polarität 
^^hien,  hat  er  aber  nicht  unternommen. 

Es  wWre  auch  nach  seinem  Verfahren,  hei  wek-heni  in 
eiiicni  Gefasbp  üei^ende  ZiiiivslUeke  mit  Säure  Übergossen  wur- 
den, völlig  unmöglich  Lunvesen,  einekenntniss  der  versehiedenen 
Vorgänge,  welche  auf  dlo  zur  Messung  gelangende  elektrische 
Spannung  EinQuss  haben,  zu  gewinnen.  Ich  habe  daher  bei 
meinen  Untersuchungen  einen  anderen  Weg  eingeschlagen,  bei 
welchem  die  eben.l)ezeichneten  Vorgänge  noch  erkennbar  wur- 
,den,  indem  sie  su  verschiedenen  Zeiten  und  unter  veränderten 
UmstHnden  in  ungleicher  SUirke  auftraten. 

W  ie  bei  den  zuletzt  erwähnten  Versuchen  des  vorher- 
Sehendon  Abschnittes  wurde  ein  Zinkstttck  in  -einer  unter  45" 
gegen  den  Horizont  geneigten  I.age  unterhalb  des  Trichters, 
in  wt^cbem  sich  SchwefelsHure  von  verschiedener  Goncen- 
Mion  befand,  aufgestellt!  Die  in  der  Nahe  des  oberen  Endes 
ioltreffenden  Säuretropfen  flössen  über  die  Zinkflflcho  hinab, 
lammelten  sich  am  unteren  Rande  zu  etwas  grosseren  Tropfen, 
und  fielen  dann  in  die  unterhalb  befindliche  Platinsehaale. 
Mittekt  eines  Goromutators  konnte  das  Zinkstttck  oder  die  Pia- 
tinschaale mit  dem  Goldblattehen  des  Elektrometers  verbunden. 
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werdoM,  während  andfrcrsciils  die  Plalioschciale  oder  resp.  das 
Zinkslüt'k  zur  Erde  al)i:eleilet  \\;ip. 

In  der  Kegel  wurde  der  oK'ktrisi-li<'  Zustand  des  ZinkstUckes 
und  der  Plalinschaalo  abwei  hseliKi  hoohachlel.  Die  in  der  Ab- 
handlung mitgetheilten  Zahlenwerthe  geben  die  elektrische 
Spannung,  wie  sie  jedes  Mal  wahrend  eines  Zeitraumes  von 
2  Minuten  nach  dem  Eintritt  der  Isolirung  angesammelt  war. 

Ich  habe  nun  die  Aenderungen  In  der  Starke  und  der  Art 
der  elektrischen  Spannungen ,  welche  be!  längerer  Fortdauer 
des  Tropfens  und  bei  verschiedenen  Goncentrationsgraden  der 
Schwefelsaure  eintreten,  genauer  bestimmt,  und  in  der  Ab- 
handlung durch  specielle  Versuchsreihen  belegt.  In  diesem  Be- 
richte beschränke  ich  mich  auf  Angabe  der  hauptsächlichsten 
Resultate. 

Bevor  ich  jedoch  den  Verlauf  der  elektrischen  Spannungen 
beschreibe,  wird  es  /weckmUssig  sein,  diejenigen  Vorgange 
zusaniuienzuslelien ,  welche  auf  die  llrregung  der  einen  oder 
der  anderen  Klektricitat,  sowie  auf  die  Zu-  und  Abnubme  der 

elektrischen  bpannuni;en  von  P'.influss  sind. 

u]  Beruhigung  der  Leiter.  Wenn  die  Säure  nur  schwach  ist, 
und  namentlich  im  Anfange  des  Tropfens  die  Ziukflache  nicht 
angreift,  so  treten  die  elektrischen  Spannungen  auf,  welche  im 
vorhergehenden  Abschnitte  beschrieben  worden  sind. 

b]  Directer  Angriff  der  Säure.  Der  durch  den  directen  An- 
griff der  Säure  auf  dem  Zinke  entwickelte  Wasserstoff  führt 
positive  Elektricität  mit  sich  fort,  lässt  also  das  Zink  und  die 
Säure  in  negativem  Zustande  xurttck. 

Man  kann  sich  diesen  Vorgang  in  folgender  Weise  vorr 
stellen:  in  meinen  Haassbestimmungen  der  elektromotorischen 
Kräfte  habe  ich  gezeigt ,  dass  blankes  Zink  in  Berührung  mit 
Walser  positiv,  das  Wasser  also  negativ  wird ,  und  nach  einem 
in  der  vorgelegten  Abhandlung  beschriebenen  Versuche  weicht 
das  Verhalten  der  Schwefelsäure  gegen  Zink  in  elektromoto- 
rischer Beziehung  nicht  wesentlich'  von  dem  des  Wassers  ab. 
Auf  der  üerUhruugslliiehe  zwisclien  Zink  und  Saure  wird  also 
iu  einer  der  dort  vorhandenen  elektromoiorisciieti  Ki  ;di  ent- 
sprechenden Menge  auf  dem  Zinke  positi\e  und  ituf  der  an- 
liegenden SlinredHche  negative  1,1(  klricitat  gebunden  sein. 
*  Wird  nun  das  Wasser  an  dieser  BerUhrungsstalle  zerlegt,  so 
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Dioiini  der  Wasserstoff  die  positive  Elektricitfli  des  Zinkes  auf 
tmd  entweicht.  Das  mit  dieser  positiven  Elektriciiät  beladene 
Ges  muss  beim  Aufsteigen  eine  dttnne  Flüssigkeitsscbieht 
durchdringen ;  die  Gase  geben  aber  ihre  elektrischen  Ladungen 
an  feste  und  Oassige  Leiter  nur  sehr  allmählich  ab.  Es  wird 
also  mil  dem  Gase  ein  mehr  oder  weniger  grosser  Theil  der 
vom  Wasserstoff  aufgenommenen  positiven  Elektricität  entfernt, 
während  ein  entsprechendes  Quantum  der  negativen  Elektrici- 
lal  der  Säure  frei  wird,  und  sich  über  die  Oberfläche  des  ge- 
sammten  Leiters  verbreitet. 

c)  BildiüKj  einer  galvanischen  Kette,  Nach  und  nach  be- 
decken sieh  die  Stellen  des  Zinkes ,  an  welchen  die  Säure  an- 
greift, mit  einer  anfangs  graulichen ,  später  schwärzlichen 
Schiebt  ans  koliie  und  fremden  aus.^esehiedenen  nielallischen 
Beimengungen  .  lu  dem  aus  Zink,  Kohle  und  Schwefelsaure 
gebiideten  Elemente  wird  nun  aber  der  Wasserstoff  nicht  am 
Zinke,  sondern  an  der  negativen  Kohle  ausgeschieden,  und 
nimmt,  wie  ich  dies  in  der  Abhandlung  an  einem  aus  amalga- 
mirtem  Zink,  Platin  und  Schwefelsäure  gebildeten  Elemente 
speciell  nachgewiesen  habe,  negativ(>  Elektricität  mit  sich  fort, 
tSsst  also  das  Zinin  und  den  ganzen  Leiter  in  positivem  Zustande 
mrttck. 

d)  Al^aU  der  SäurHropfen  vom  unteren  Bande  bei  gleiche 
leüig  vorhtmdenem  chemischen  Processen  Durch  die  Gasentwicke- 
lang  am  unteren  Rande  wird  die  Berührung  zwischen  Zink  und 
Saure  aufgehoben;  in  der  abgestossenen  flüssigen  Schicht  wird 
also  die  negative  Elektricität  frei  und  beim  Abfallen  der  Tropfen 
tum  Theil  mitgenommen.  Die  am  unteren  Zinkrande  ent- 
wickelten Gasblasen ,  welche  positive  Elektricität  angenommen 
tiaben ,  kttnnen  bei  ihrer  Lage  nur  schwierig  entweichen,  und 
geben  einen  Theil  ihrer  Ladung  wieder  an  das  Zink  zurück.  Ist 
nun  das  von  den  Tropfen  mitgenommene  Quantum  negativer 
Polarität  grösser  als  das  von  dem  Gase  forlgeftlhrte  Quantum 
positiver,  so  erhält  das  Zink  eine  positive  Ladung. 

An  iienjenigen  Stellen  des  unteren  Randes,  wo  bereits  der 
schwärzliche  Besch Intj  gebildet  ist,  entwickelt  sich  der  Wasser- 
slofT  an  diesem,  uiuJ  iiinunt  daher  den  negativen  Zustand  an. 
Die  kleinen  Wasserstollbii'tsciien  gel)en  dann  während  ihres 
Yerweilens  in  den  Säuretropfen  einen  Theil  ihrer  negativen 
Ladung  an  diese  ab. 

liaXk,'phf;  CUn;  1883.  9 
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e)  Schaumbüdung  auf  der  Seitenfiüche  des  Zinkes.  Weua 
durch  sehr  hefligen  Angriff  der  Saure  sich  auf  der  SetleDfläcb« 
des  Zinkes,  Uber  welche  die  Säure  hinabfliesst,  Scbaiun  aa- 
bttufl,  80  hat  die  von  den  entwickelten  Gasen  aufgenommeD« 
poBitiTe  oder  negative  Elektricitüt  Zeit,  io  grösserer  oder  ge- 
ringerer Menge  an  die  Flüssigkeit  überattgehen.  Die  von  dem 
Gese  fortgeführten  elektriachen  Quanta  werden  also  verringert, 
und  dadurch  der  entgegengesetzt  elektrisohe  Zustand  des  Zinkea 
und  der  Sfture  sehwfieher. 

f)  Sehaumankang  am  unteren  Bande  des  Zinkee*  Wenn  am 
unteren  Rande  des  Zinkes  sieh  ein  Sohaumanhang  bildet,  so 
fallen  die  Tropfen  daselbst  nicht  vom  Zinke,  sondern  von  diesem 

Schauinjmhange  ab.  Die  in  ihnen  durch,  die  Zersetzung  vor- 
handene negative  Eleklriciläl  hat  also  Zeit  sich  mit  der  positiven 
auf  dem  Zinke  zum  Theil  wieder  zu  vereinif^en .  und  die  ab- 
fallenden Tropfen  nehmen  nur  eine  geringe  negative  Ladung  iiiii. 

g)  Verminderung  dei^  Leichtflüssigkeit  der  Säure.  Wenn 
sich,  namentlich  bei  stärkeren  Sauren^  eine  gewisse  Menge  von 
schwefelsaurem  Zinkoxyd  (oder  Chlorzink)  in  der  Ober  die 
Seitenfläche  hinfliesscnden  Saure  und  in  den  am  unteren  Rande 
hängenden  Tropfen  bildet,  so  wird  die  leichte  Beweglichkeit 
der  Gasblasen  in  diesen  Flüssigkeiten  vermindert;  die  mit 
ElektricitHt  beladenen  Gasblasen  werden  also  beim  Durchgang 
durch  dieselben  einen  grösseren  Theil  ihrer  Ladung  abgeben. 

Mit  Beziehung  auf  das  Vorstehende  wird  es  genügen,  die 
elektrischen  Zustände  sowohl  der  in  der  Platinschaale  ange- 
sammelten Säuretropfen  als  auch  des  Zinkes  kurz  anzugeben. 

1.  Elektrisches  Verhalten  der  in  die  Piatmschaale  fallenden 
Tropfen.  Da  bei  der  Beobachtung  der  von  den  Tropfen  fortge- 
führten Eiektricität  das  Zink  stets  mit  der  Erde  in  leitender 
Verbindung  stand,  so  konnte  der  elektrische  Zustand  derselben 
nur  durch  die  Ableitung  zur  Erde  und  dem  am  unteren  Rande 
vorgehenden  chemischen  Proceas  bedingt  sein.  So  lange  die 
Säure  das  Zink  an  dem  unteren  Rande  nicht  angreift,  nehmen 
die  Tropfen  die  aus  der  Ableitung  stammende  schwache  positive 
Elekiricität  mit  sich.  Triti  dann,  bei  schwächerer  Säure  in  län- 
gerer, bei  stärkerer  in  kttnerer  Zeit  der  Angriff  am  unteren 
Rande  ein ,  so  geht  die  positive  Ladung  der  Tropfen  in  eine 
negative  über.  Wird  durch  Amalgemirung  des  unteren  Theiles 
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des  Zinkes  oder  durch  eine  daselbst  angelölhete  Platinplaue 
die  fintslehung  einer  Gasent Wickelung  an  der  AbfoUsielle  der 
Tropfen  verhindert,  so  entspricht  die  Ladung  der  Tropfen  nur 
der  durch  die  Ableitung  zur  Erde  gesetzten  Spanmmg.  fiiidet 
'  sieh  an  einem  gewöhnlichen  Zinkstttoke  bei  stärkeren  Sauren 
am  unteren  Ende  ein  Schaumanhang,  so  nimmt  die  Stttrke  der 
aegativen  Ladung  der  in  die  Sdiaale  fallenden  Tropfen  ab* 

S.  Skklrisck^  VerhaUm  des  Zinket,  Ist  das  isolirte  Zink* 
ttflck  mH  dem  Goldblattehen  des  Elektrometers  verbunden, 
10  leigt  das  lelstere,  so  lange  kein  Angriff  der  SHure  statt  hat, 
kifolge  des  Abfallens  der  positiv  geladenen  Tropfen  schwache 
negative  Spannung  an;  dieselbe  wird  verstärkt,  sobald  der 
Aogriflf  der  Stture  beginnt,  und  erreicht  je  nach  der  Stärke  der 
Säure  in  längerer  oder  kürzerer  Zeil  ein  Maximum.  Dem  An- 
wachscTi  der  negativen  Spannunu;  auf  dem  Zinke  ir  eicn  iiaiuiiili 
iwei  iüidere  Vorgänge  enljzegen,  welche  deui  Zinke  positive 
Eleklricitüt  ertheilen:  das  Entstehen  eines  iiaUanischen  Ele- 
mentes durch  die  Bildung  der  schwärzlichen  SchiciiL  und  der 
unter  cheniischem  Processe  staUiiücientie  Abfall  der  Tropfen  vom 
unteren  Randp.  Durch  das  Anwachsen  der  beiden  f^enariiUen 
Vorgänge  nimnii  nacli  uml  nach  die  negutive  Spannung  auf  dem 
Zinke  ab  und  lk  IiI  Im  i  nuissig  starken  Slluren  zuletzt  in  eine 
positive  Uber.  Ist  ciit^  Silure  stark,  so  wird  dnrch  den  heftigen 
Aniiriff  an  einzelnen  Stellen  der  schwJtrzliclie  l'eberzug  abge- 
siossen,  und  der  positive  Zustand  des  Zinkes  kann  leitweilig 
wieder  in  den  negativen  zurückgehen. 

Wird  ein  blankgefeiltes  Zinksttlck  in  ein  Uhrglas,  das  auf 
dem  Boden  der  Platinschaale  ruht,  gelegt  und  mit  Schwefel- 
Am  flbergossen,  so  beobachtet  man  an  der  Platinschaale  suerst 
eine  schwache  positive  Spannung,  weil  die  Blasen,  welche  aus 
der  infolge  der  Ableitung  negativen  Flüssigkeit  aufsteigen, 
aegative  Elektrieitat  mitnehmen.  Die  von  den  am  Zinke  ent- 
wickelten Gasblasen  aufgenommene  positive  Elektricittft  wird 
meistens,  vreil  die  Blasen  längere  Zeit  am  Zinke  haften,  an  die 
Umgebung  wieder  abgegeben ;  nur  unter  günstigen  Umstünden, 
hei  lebbaftem  Angriffe,  wird  die  Schaala  negativ  erscheinen 
kttoaen.  Ist  dann  später  durch  das  Auftreten  der  schwärzlichen 
Schicht  ein  galvanisches  Element  gebildet,  so  nimmt  der  ent- 
*  deichende  Wasserstoff  negative  EleklricitUt  mit  fort,  und  die 
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Schaale  erscheint  starker  positiv.  Sehr  begünstigt  wird  die  po- 
sitive I^duDg  der  PlaliDschaaie  j  weim  das  Zinksltlck  unnaillel- 
bar  auf  den  Boden  der  Platinschaalc  gelegt,  und  somit  ein 
neues  galvanisches  Element  bergesteiU  wird. 

Werden  zahlreiche  kleine  Zinkstttcke  mit  yerdflnnier 
Schwefelsaure  Ubergossen,  so  hlingt  die  zuerst  auftretende 
elektrische  Ladung  der  Sehaale  von  der  Concentration  der 
Saure  y  von  der  Beschaffenheit  der  Oberflache  der  Zinkstacke 
und  von  dem  Material  der  Sdiaale  (Peroellan  und  Glas  oder 
Platin)  ab.  Sind  im  Anfange  die  Umstände  einem  heftigeren 
Angriff  clor  SUurc  gUnstitj;,  und  wird  durch  die  j^rösseren  sich 
l>iltleiuien  Gasblasen  die  Flüi^sii^kcit  verdrangt  und  d.idiirch 
eine  starke  Absorption  der  in  dem  Gase  in  diesem  ZeilfMinkte 
vorhandenen  positiven  ElektricitiU  verhindert,  so  tritt  in  der 
Schaale  negative  Spaiinung  auf.  Diese  negative  Spannung  hüU 
jedoch  nicht  lanye  an,  sondern  geht  in  eine  positive  über.  Sehr 
oft  vermag  aber  im  Anfange  die  negative  Spannung  nicht  auf- 
zutreten ;  infolge  des  Ueberv^^iegens  der  Zersetzung  durch  das 
gebildete  galvanische  Element  erscheint  die  Schaale  gleich  an- 
fangs positiv. 


IT.  Elektrische  Yorgäuire  bei  der  Kiitwiekelung  des  Wftsserstoff- 

gases  auä  Ziuk  uuU  Salzsäure« 

Fällt  Salzsaure  in  Truplen  auf  ein  geneigt  gestelltes  Ziiik- 
stück,  so  gleichen  die  Vorgänge  den  zuvor  bei  Anwendung  der 
SchwefelsHure  beschriebe ncü  ;  imv  tritt  der  Üebergang  der  ne- 
gativen Spannung  auf  dem  Zinke  in  die  positive  etwas  spä- 
ter ein. 

Wird  ein  blank  geschabtes  ZinkstUck  in  ein  Uhrglas,  das 
auf  dem  Boden  der  Platinschaale  ruht,  gelegt,  und  mit  Salzsaure 
(sp.  Gew.  1,44),  welche  mit  dem  swei-  oder  mehrfachen  Vo- 
lumen Wasser  verdtlnnt  ist,  übergösse  n,  so  xeigt  die  Platin- 
schaale positive  Ladung.  Wird  aber  die  Säure  nur  mit  dem 
gleichen  Volumen  Wasser  gemischt  oder  ohne  Wasserxusats  an- 
gewandt, so  ist  der  Angriff  der  Stfure  so  heftig,  dass  die  fremden 
Schichten  von  der  Oberfläche  des  Zinkes  abgestossen  werden 
und  der  Wasserstoff  die  vom  Zinke  aufgenommene  positive  • 
Elektricit&t  fortführt.  Die  Platinschaale  erscheint  also  negativ. 
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Erst  wenn  der  heftige  Angriff  nacbi<isst.  wird  die  Scbaale,  weil 
Don  der  Wasserstoff  die  negative  £leklrieitttt  mit  sich  nimmt, 
ebeoM)  wie  bei  der  scbwäebereo  Stfore  positiv. 

Werden  zabireicbe  kleine  Zinkstttcke  mit  verdünnter  Salz- 
sSnre  Ubergossen ,  so  wird  das  Gefilss  positiv  und  behalt  bei 
ttbwäeheren  SHnren  diesen  Zustand.  Bei  stärkerer  Stfnre  tritt 
wobl  auch  xuerst  eine  schwache  positive  Spannung  am  Gefotee 
auf;  dieselbe  geht  aber,  sobald  der  Angriff  heftig  genug  wird, 
um  die  Flüssigkeit  durch  Blasenbildung  vom  Zinke  abzustossen, 
in  die  negative  Uber,  die  je  nach  den  vorliegenden  Verhalt- 
nissen stark  anwachst,  nach  mehreren  Minuten  wieder  abnimmt 
und  sich  dann  in  eine  positive  verwandeil.  ist  tileich  anfanj^s 
der  Angrifl"  sehr  heftig,  so  fällt  die  erste  sehwache  positive  Pe- 
riode fort,  das  Gefäss  erscheint  sofort  nach  dem  Uebergiessen 
iliT  Zinkstttcke  negativ. 

Y*  Elektrische  Vordränge  bei  der  Entwickelnng  von  (Hasen  aus 

Ziuk  uud  Salpetersäure. 

Obwohl  be!  dem  Angriff  der  Salpetersäure  auf  Zink  anstatt 
des  Wasserstoffes  vorzugsweise  oder  ausschliesslich  Stickoxyd- 
gas entwickelt  wird,  so  treten  doch  ganz  analoge  elektrische 
Vorgänge  ein ,  wie  die  zuvor  unter  Anwendung  von  Schwefel- 
säure oder  Salzsäure  beschriebenen. 

Wird  ein  Stück  Zink  mit  starker  Salpetersäure  in  einer 
Schaale  überiiossen,  so  erscheint  zuerst  die  Schaale  ne^'ativ, 
aber  schon  nach  '/^  Minute  geht  die  negative  S{)annung  in  die 
positive  über.  Beim  Uebergiessen  mit  einer  verdttnnterea  SUure 
zeigt  die  Schaale  gleich  am  Anfang  positive  Spannung« 

Tl.  Elektrische  Vorgftngre  bei  der  Entnlekelong  des  Wasserstoffe 
dareh  filawlrkang^  Ton  Säuren  auf  Eisen. 

Läsöt  man  Schwefel-  oder  SatzsSure,  selbst  in  ziemlich 
starker  Conceutration,  über  ein  geneigt  gestelltes  EiscnstUck 
fliessen,  so  wird  das  Metall  nur  wenig  aii^cij i  itlfn  und  es  treten 
daher  nur  auch  nur  geringe  elektrische  Spannungen  auf. 

Wird  kalte»  mit  dem  drei-  bis  vierfachen  Volumen  Wasser 
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verdünnte  Schwefelsaure  auf  kleinere  Mengen  Eisenfeilichl  {ge- 
gossen, so  findet  nur  eine  schwache  Einwirkung  statt,  und  das 
Gefass  erhalt  nur  eine  geringe  positive  Spannung.  Ist  die 
Schwefelsaure  erhitzt,  was  einen  stärkeren  Angriff  bedingt, 
so  tritt  zuerst  einige  Sectinden  hiadurch  oegative  Ladung  des 
Gelasses  ein,  die  rasch  io  eine  positive  tibergeht. 

In  gleicher  Weise  zeigt  das  Gefiles  zuerst  negative  Elek- 
trieitttt,  wenn  man,  wie  Volta,  auf  das  Eisenfeilieht  etwas 
Wasser  giesst,  und  dann  die  eoocentrirte  SchwefelsKuie  liiD- 
•zolngt. 

Wird  Eisenfeilichl  mit  Salzsaure  flbcrgossen ,  so  zeigt  das 
Gefass  sich  zuerst  positiv;  diese  positive  Spannung  nimmt  ah 
und  verwandelt  sieh  nac)i  einigen  Minuten  in  eine  negative,  die 
nach  einigen  Minuten  wieder  in  eine  positive  Ubergeht. 

VIL  Elektrlsolie  Torgftngre  bei  der  Entwlekeloiig  der  Kohlensäure 

aas  Kreide  and  Manier« 

1.  kreide.  Ks  wurde  ein  längeres,  passend  geformtes, 
durch  eine  isolirte  Messingklanimer  gehaltenes  Kreidesttick, 
ahnlich  wie  zuvor  die  MetallstUcke,  unterhalb  der  Spitze  des 
trichterförmigen  Gcf  isses  aufgestellt,  und  in  dieses  Gefass  Salz- 
saure von  verschiedener  Concentration  gegossen.  Auf  der 
Stelle,  auf  weiche  die  Tropfen  fielen,  stand  das  Ende  eines 
Piatindrahtes,  welcher  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers 
oder  mit  der  Erde  verbunden  werden  konnte.  Die  am  untern 
Ende  des  KreidestUckes  abfallenden  Tropfen  sammelten  sich 
in  der  Platinschaale. 

Wenn  selbst  nur  eine  sehr  verdünnte  SalzsSure  auf  die 
Kreide  tropft,  zeigt  das  Elektrometer  eine  erhebliche  negative 
Ladung  der  Kreide  und  der  über  sie  hin  (liessenden  Säure  an; 
mit  der  Concentration  der  Saure  wachst  diese  Ladung.  Die  in 

die  Platinschaale  fallenden  Tropfen  (wobei  der  Platindraht  zur 
Erde  abgeleitet  ist)  erlheilen  dieser  ebenfalls  negative  Elek- 
tricität,  die  mit  der  Concenlralioa  der  Säure  zunimmt,  jedoch 
geschwächt  wird ,  wenn  am  unlerenl  Ende  des  Kreidestückes 
ein  Schaumanhang  sieh  bildet. 

Wird  ein  in  der  Platinschaale  liegendes  KreidestUck  mit 
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verdUnnier  Salzs,iui  ('  ii}>orfiosson .  so  wird  die  Sdiaale  negativ. 
Die  Desalive  S[)anDung  sleigt  mit  der  Concentration  der  Snure, 
oimmt  aber  bei  starkeo  Säuren  infolge  der  Schaumbiidung 
wiider  ab. 

2.  Marmor.  Wird  an  Stelle  der  Kreide  ein  Stück  weissen 
Mdrmors  aufifcstellt ,  so  erhUU  beim  Auftropfen  von  schwa- 
•her  Salzsäure  der  Marmor  und  die  über  ihn  hinfliessende 
S.iiire  negative  Spannung ;  ebenso  sind  aber  auch  die  von  dem 
Karmor  abfalleuden  Tropfen  negativ. 

Die  negative  ElektrisiroDg  des  Marmers  und  der  auf  Ihm 
befindliohen  Stture  verdankt  ihr  Entstehen,  gerade  wie  bei  den 
eBlspreehenden  Yersuoben  mit  der  Kreide  und  dem  Zinke »  der 
auf  der  Oberflaehe  des  Marmors  eintretenden  Zersetsung ;  die 
sieh  entwickelnde  KohlensHure  nimmt  positive  Elektricität  an, 
Dod  die  Stture  negative ,  welche  sich  Uber  die  benetate  Fluche 
des  Hannors  und  den  lum  Elektrometer  fUlhrenden  Platindraht 
verbreitet.  Da  bei  Beobachtung  des  elektrischen  Zustandes  der 
Platioschaale  die  Säureschicht  auf  dem  Marmor  zur  Erde  abge- 
leitet ist,  so  muss  die  erhebliche  negative  Ladung  der  fallenden 
Tropfen,  abgesehen  von  dem  geringen  Einfluss  der  Ableitung 
des  Platindrahtes,  durch  den  am  unteren  Ende  und  in  dessen 
Nähe  vorgehenden  Process  erzeugt  werden. 

Wird  eine  stärkere  Salzsäure  angewandt ,  so  gebt  die  ne- 
gMive  Spannung  des  Marmors  je  nach  der  Concentration  der 
Saure  mehr  oder  weniger  schnell  in  eine  positive  über,  wobei 
die  lallenden  Tropfen  eine  starke  negative  Ladung  behalten. 
Diese  Umkehrung  in  der  Polarität  des  Marmors  wird  durch  die 
Gaseniwickelung  am  unteren  Bande  desselben  bewirkt.  Die 
daielbst  mit  positiver  Elektriciltft  beladenen  Gasblasen  geben, 
«eil  sie  namentlich  bei  der  Dicke  des  Stackes  nicht  sofort  frei 
eatweicben  kennen,  ebenso  wie  l>eim  Zink,  einen  Tbeil  ihrer 
positiven  Ladung  an  den  Marmor  und  die  ihn  bedeckende 
Slnre  suiilck,  so  dass  dieselben  positiv  erscheinen, 

Dass  in  der  i  tial  in  der  am  unteren  Randf  vorgehenden 
Gaspntwickelung  die  Ursache  ftlr  das  Auftreten  der  positiven 
Spariimnii  des  Marmors  liest,  lüsst  sich  l)eweiseu,  wenn  man 
Üese  Enlwiokelung  beseitigt,  was  z.  B.  durch  Ankitten  eines 
Plaliüblecbs  auf  den  unteren  Tbeil  der  Seitenfläche  des  Marmors« 
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Uber  welche  die  Süure  binabOiesst,  geschieht.  Der  Marmor 
zeigt  dann  stets  starke  negative  Spannung. 

Wird  ein  in  der  Platinschaaie  liegendes  Marmorstuck  mit 
verdünnter  Salisfiure  Übergossen ,  so  erhält  die  Schaale  zuerst 
eine  negative  Ladung.  Dieselbe  ist  um  so  starker,  je  ooncen- 
trirter  die  Säure  ist,  wird  jedoch  bei  sehr  starker  Säure  infolge 
der  Schaumbildung  wieder  schwächer.  Diese  anfänglich  nega- 
tive Spannung  nimmt  beim  Nachlassen  der  heftigen  Auflösung 
ab  und  geht  nach  einigen  Minuten  in  eine  schwache  positive 
ttber,  die  nur  wenig  grosser  ist,  als  die  durch  die  vorherge- 
gangene Ableitung  zur  Erde  gesetzte  Spannung  sie  geben 
wttrde ,  wenn  die  aus  der  Säure  aufsteigenden  Blasen  die  an 
der  Oberfläche  der  Säure  befindliche  negative  Elektridtät  mit* 
nehmen.  Indess  ist  sie  doch  immer  etwas  grösser,  und  dieser 
etwas  höhere  Werth  wird  durch  das  in  der  Säure  gebildete 
Ghlorcaldum  bedingt. 

Tin*  Elektrleitftt  bet  Qasentwlekelutgeni  wenn  Mucmoit,  Kreide 
oder  Zink  mit  Salssänrey  welcher  Cblorealeinmy  Gljeerln  oder 
Zneker  sngesetst  worden^  fibergossen  wird* 

Wenn  ein  Marmorstflck  in  der  Platinschaaie  mit  Salzsünre 
Übergossen  wird,  so  tritt  zuerst  eine  negative  Ladung  der  Schaale 
auf,  welche  später  in  eine  positive  übergeht.  Wird  der  Salz- 
säure anstatt  Wasser  eine  GhlorcalciumlOsung  oder  Glyoerin  in 
einer  gewissen  Menge  sugesetzt,  so  erscheint  die  erste  nege- 
tive  Periode  nicht  mehr,  die  Sohaale  wird  gleich  anfangs  po- 
sitiv, und  zwar  erreicht  diese  positive  Spannung  einen  höheren 
Werth,  als  bei  der  mit  Wasser  verdünnten  Säure. 

Wird  ein  KreidestUck  mit  verdünnter  Salzsäure  Über- 
gössen, so  zeigt  die  Schaale  sich  stets  negativ  geladen.  Bei 
Zusatz  von  (^hlorcalcium ,  Glycerin  oder  Zuckerlosung  erscheint 
diese  negntive  Spannung  viel  schwacher,  und  wird  auch  wohl 
ganz  aufgehoben. 

Ebenso  tritt  beim  Zink ,  wenn  es  mit  starker  Salzsäure 
unter  Zusatz  von  Glycerin  Ubergossen  wird,  die  bei  reiner Saii- 
säure  anfangs  erscheinende  negative  Ladung  nicht  auf. 

Da  Chlorcalcium-,  Zuckerlösung  und  Glycerin  in  gleicher 
Weise  die  Entstehung  der  positiven  Spannung  der  Platinschaaie 
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bewii^n ,  so  scheint  ihre  Einwirkung  nur  auf  einer  Vermin- 
demng  der  Lelohtbeweglichkeit  der  Flttssigkeitslheiloken  zu 
beruhen.  Die  an  ihrem  Aufsteigen  gehinderten  Gasblasen  geben 
lum  Theil  die  ihnen  bei  ihrer  Entstehung  lugethetlte  positive 
Blektricitttt  wieder  an  die  Flüssigkeit  ab,  und  nehmen  aus  die* 
ser  negative  mit  fort;  beim  Vorwalten  des  letzteren  Vorganges 
moss  die  Sdiaale  dann  positiv  erscheinen. 
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Karl Bohn,  üeher die EnUtehiung eines  beliebigen  x-fachen 
Punctes  einer  Fläche  aus  dem  gewöhnlichen  x-fadien  Pmct* 
Torgeieg(  voo  Prof.  Dr.  läein, 

Torliaraltend«  BttMrkiagmk 

Wir  legen  unserer  Betrachtung  eine  Fläche  nter  Ordnung 
f(xyzw)  8  0  zu  Grunde.  Der  Tangentenkegel,  aus  einem 
Raunpunet  Pg  oder  co^y^s^w^  an  die  Fläche  gelegt,  berührt 
diesetbe  längs  einer  Gurve,  welche  durch  die  erste  Marßädte 

^K^-^  Vi  ly     -I  ^         -J®"®®  Punctes  ausge- 

schnitten wird.  Gonatruirt  man  noch  für  einen  zweiten  Raum- 
ponct  oder  x^y^%^w^  die  PolarüächCi  80  gehört  jedem  Punct 
ihrer  Verbindungslinie  eine  Polarflüche  zu ,  welche  die  Schnitt- 
curve  jener  beiden  Polarflüchen  enthält;  wir  beseichnen  deaa- 
halb  diese,  allen  PolarflHcben  gemeiDsame  Gurve  als  die  erste 
Marcurve  der  Geraden  P^  P^,  Die  Schnittpuncte  der  Polar- 
eurve  mit  der  zu  Grunde  gelegten  Fläche  bilden  dieBerUbrungs- 
pimcte  der  durch  die  Gerade  P^  an  dieselbe  gelegten  Tangen- 
tialebenen. Da  man  die  Zahl  der  Tangentialebenen,  welefae 
mm  durch  eine  Gerade  an  eine  Fläche  legen  kann,  als  ihre 
Qasse  beceichnet,  so  ergiebt  die  Zahl  der  Schnittpuncte  der  ge- 
gebenen Fläche  mit  einer  ersten  Polarcurve  die  Glassenzahl  der 
nxche.  Diese  Zahl  Ist  ersichtlich  gleich  n(n  ^4)',  wenn  die 
FUefae  Iteine  vielfichen  Puncto  besitst. 

Existirt  auf  der  Fläehe  ein  x-facher  Punct,  so  schickt  jede 
Msreurye  (x  —  4)*  Aeste  durch  diesen  Punct  hindurch,  d.  b. 
es  lallen  x(x  —  4}*  von  den  Schnittpuheten  der  Polarcurve  mit 
der  Fläehe  in  den  x-fachen  Punct  hinein.  Folglich  reducirt  ein 
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x-facber  Panct  die  Classe  der  Flache  im  Allgemeinen  um 
x(x  —  4)^  Einheiten.  Wenn  aber  von  den  (x  —  I)*  Aesten  der 
Polarcurve  einer  oder  mehrere  die  Fläche  im  x-fecben  Punct 
berühren,  osculiren  etc.,  wenn  also  diese  Aeste  mit  derFlttdie 
X  4-  4,  X  -I-  S  ete.  oonseeutiTe  Puncto  gemein  haben,  aoerbabt 
sich  dem  entsprechend  die  Reductionszahl  des  x-fachen  Pudo- 
tes.  Bezeichnen  wir  die  Rednctionszahl  eines  vielfachen  Punc- 
les  als  seinen  Jndex^  so  sehen  wir,  dass  der  Index  eines  /.-fachen 
Pimctes  ist.  Im  ersleren  lalle  nennen  wir  den 

Puiici  einen  gewöhnlichen^  im  letzteren  einen  speciellen  x-fachen 
Punct. 

Die  Tangenten  der  fx  —  11*  Aeste,  welche  die  FoIarcur\e 
durch  den  x-fachen  Punct  der  Flache  schickt,  werden  uebildel 
von  den  (x  —  1)*  Geraden,  welche  der  zur  Polarcurve  i:ehürigen 
Raumgeradcn  nis  Polaren  entsprechen  in  hc/.wa  auf  den  Tan- 
genlialkeiicl  xter  Ordnuni^  im  vielfachen  Pinict.  Eine  solche  Po- 
lare  liegt  —  bei  beiiebiß;er  Lage  der  Rauiageraden  —  dann  und 
nur  dann  auf  dem  Tangentialkegel,  wenn  sie  eine  singulare  Ge- 
rade desselben  ist.  Wir  können  deshalb  sagen :  Der  Tangm- 
tialkegel  im  getvöhnlichen  x-fachen  PuJid  besitzt  keine  singu- 
laren  Kanten,  in  einem  speciellen  x-fachen  Punct  jedoch  muss 
er  nothwendig  singulare  Kanten  besitzen, 

Uni  den  Index  eines  ;i*£aolien  Piinoles  lu  ermitteln ,  macht 
man  denselben  zum  CoordinatenanfangspiiiMt,  stolU  dann  für 
die  einzelnen  Aeste  der  Polareiirve  die  Potenzreihen  auf,  etwa 
o;  SS  y  SS  $,(2)  und  setzt  diese  Reihen  in  die  Gieiohnng 

der  FlKche  as  0  ein.  Bei  jeder  solchen  Substitution  er- 

gtebt  sich  eine  Potensreihe  von  ji,  deren  niedrigate  Potens  %  x 
ist;  die  Stimflis  der  Exf^o/nenkn  der  niedriffstm  Boleimen  von  %  w 
den  (x  ^  <)*  MenweÄtfn,  wekhe  nch  so  ergeben^  ist  gleich  dm 
Index  des  iL-faßhen  Pundes*  Hierzu  ist  lu  bemerken,  dass  man 
nur  diejenigen  Aeste  der  Polarcurve*  zu  untersuchen  braucht, 
welche  eine  singullüre  Kante  des  Tangential  kegels  im  K-^adm 
Punct  berfthren ,  jeder  andere  Act  liefert  zum  Index  den  Bei- 
trug X.  Ferner  ist  hinsuxuftigen,  dass  der  Satz  seine  Richtig- 
keit behMlt ,  wenn  die  Aesto  der  Polarcurve  beliebig  venwetgt 
sind,  wenn  also  die  Potenzreihen  nach  gebrochenen  Potenzen 
von  z  fortschreiten  ;  die  Summanden,  welche  den  Index  zusam- 
niensetzen,  sind  hier  zum  I  heil  gebrochene  Zahlen.  Der  Be- 
quemlichkeit halber  wird  mau  bei  der  Berechnung  die  Polar- 
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curve      =  Q       =  0  wählen ,  Was  man  imiiior  kann,  Nvenn 

die  Ebene  2  =  0  Leine  singulären  Kaulen  des  Tangeniialkegels 
im  x-ÜBcbeii  Punct  entbtf  U. 

Stiw  pi4ifllfce»di  JEigel  eiam  FUbhe       Mise  Betataf 

llr  den  «*£Mheii  PmeU 

Um  das  Verhalten  einer  Flllobe  in  der  UmgfdMing  etnea 
x-fachen  Punctes  K  zu  beurtbeilen,  ist  die  Kenntniss  der  Pro- 

jertion  der  Fläche,  oder  des  projicirenden  Kcftels  mit  einem  be- 
liebigen Solieitel  P^,  erforderlich.  Die  Classe  des  projicirenden 
Kegels  ist  idenliscii  inil  der  (Jasse  der  Flüche ;  erniedrigt  sich 
die  Classe  der  Flüche,  so  erniedrigt  sich  ganz  elx nso  die  Classe 
des  projicirenden  Kegels.  Nimmt  demii  Kh  dtr  index  des 
x-fachen  Puncles  um  «Einheiten  zu,  so  luinnit  der  Index  der 
singuliiren  Kirnte  des  ])rojicirenden  Kegels  durch  K  um  ß  Ein- 
heiten zu,  und  zwar  ist  «  ^  ß.  Es  ist  nämlich  möglich,  dass 
einige  von  den  Ddj^pel-  und  lUick kehrkanten  des  projicirenden 
Kegels  —  weiche  mit  den  Doppel-  und  Wendelangenten  aus 
ao  di(^  Flüche  identisch  sind  —  in  die  singulare  Kante  durch  K 
hineini  U(  ken,  sowie  man  die  Specialisirung  des  x-fachen  Punc- 
tes vornimmt. 

Nachdem  wir  nun  erkannt  haben,  dass  die  Specialisirung  des 
x-facben  Punctes  auf  s  Engste  mit  der  Specialisirung  des  projici- 
renden Kegels  oder  derFlachenprojection  verknüpft  ist,  wenden 
wir  uns  der  Specialisirung  dieser  Projection  zu.  Zunächst  be- 
sitA  dieProjectionsctirve  einen  x  [x  —  1)-fachen  Punct  und  es  ist 
lu  untersuchen,  in  w  elcher  Weise  sich  der  Index  dieses  Puncles 
erhöht,  wenli  steh  der  Index  dea  x-fachen  Punötea  der  Fläche 
erhtfhi. 

lal  eine  ebene  Curve  mit  einem  vielfachen  Puncto  gegeben, 
der  lauter  getrennte  Tangenten  besitzt,  und  soll  der  Index  des- 
selben aich  erhöhen ,  so  wird  das  in  der  folgenden  Weise  ge- 
schehen f  vorausgesetzt,  dass  die  Curve  ausser  dem  vielfachen 
Puici  nur  Doppel^  und  Rttckkehrpuncte  besitzt.  Wir  gehen  von 
einer  Curve  mit  nur  reellen  Tangenten  aus.  Rttcken  d  Tangen- 
ten cnsammen,  so  sieben  aiofa  d  —  4  ScUeifeB  der  Curve  zu- 
aasHBen,  siehe  Fig.  4  ;  d  Aeste  der  Curve  sind  miteinander  ver* 
zweigt,  dar  Index  des  vieUaehen  Punotes  ist  um  d  I  gestie- 
gen. Die  dCurvenüste  mit  gemeinsamer  Tangente  kennen  nun 
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zu  einer  weiteren  Steigerung  des  Index  specialisirt  werden. 
Spalten  sich  die  dCurvenäste  in  einen  linearen  nnd  in  d  —  4 
miteinander  verxwe^te  Aeste ,  so  wachst  der  Index  um  4«  IMh> 
durch,  dass  man  weitere  Spaltungen  und  Veraweigongen  unter 
den  ^Aesten  mit  gemeinsamer  Tangente  vornimmt^  kann  man 
den  Index  beliebig  weit  erhöhen;  ein  Hindemlss  in  der  Er- 
höhung bietet  sehUessHefa  nur  die  Ordnung  der  Gmre  dar.  Alle 
diese  Spaltungen  undVersweigungen  werden  bei  der  Curve  da- 
durch bewirkt,  dass  entweder  ein  Gurvensug  in  den  vieUaehen 
Punct  hereinwüchst,  und  xwar  in  der  Richtung  der  gemeinsa- 
men Tangente,  siehe  Fig.  8,  oder  dass  sich  eine  Schleife  susam- 
menzlebt,  siehe  Fig.  3,  oder  dass  Doppelpuncte  und  Rttdikehr- 
puncto  in  den  vielfachen  Punct  hereinrUcken. 


»f.«. 


Wir  müssen  nun  zusehen,  was  dieses  Verhalten  der  Pro- 
jection  fnr  eine  Redeutung  für  das  Verhalten  der  Flache  selbst 
hat.  Dem  Zusammenziehen  einer  Schleife  der  Projection  in  den 
yielfachen  Punct  entspricht  auf  der  Flache  das  Zusammenziehen 
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einer  Oeffnung.  welche  an  den  x-fachen  PüdcI  jinLreozt.  An 
Stelle  der  Oeffbang  kann  auch  gelet^cntlich  ein  tropfenförmiger 
Flächeniheil  treten.  Ebenso  bedeutet  das  Hereinwachsen  eines 
Cun-onzuges  der  Frojection  in  ihren  vielfachen  Punot  ein  Zu* 
sammenziehen  einer  Oeffnung  der  Flache;  denn  das  Zusammea- 
lieben  einer  solchen  Flächentfflkiung  kann  bei  der  Projection  so- 
wohl als  Zueammenxiehen  einer  Schleife ,  wie  als  Anwachsen 
eines  Canrensuges  erscheinen ,  je  nach  der  Wahl  des  Punetes, 
«18  dem  man  projicirt.  Diese  Schleifen  der  Projection  ktfnnen 
AQD  ganz  gewtthnlicbe  Schleifen  sein,  Fig.  4^,  oder  sie  können 
noch  Doppelpuncte  und  Spitien  aufweisen,  wie  etwa  Fig.  4^, 

Zusammeniiehen  der  Schleifen  l^,  4^,  4^,  4 ^ 
flotsprichi  auf  der  Flache  das  Zusammeniiehen  einer  Oeffnung ; 
dasselbe  erhöht  den  Index  des  x-!achen  Punctes  um  eine  Ein- 
heit und  ausserdem  Jedem  Doppelpunet  und  jeder  ^itse  der 
Plojection  enisprechend  um  8,  resp.  3  Einheiten.  Dem  Zusam- 
meniiehen der  Schleife  4^  entspricht  auf  der  Flache  kein  Zusam- 
msDsiehen  einer  Oeflhung,  sq  dass  dasselbe  den  Index  des  x-fa- 
dien  Punctes  nur  um  3  Einheiten  entsprechend  der  Spiue  er- 
höht. Die  Schleifen  der  Projection,  denen  keine  Oeffnung  auf 
der  Flache  entspricht ,  erkennt  man  daran,  dass  die  Tangente 
nach  Durchlaufen  der  Schleife  direct  mit  sich  zur  Deckung  ge- 
langt, wahrend  bei  den  übrigen  Schleifen  die  Tangente  nach 
Durchlaufen  der  Schleife  verkehrt  ihre  Anfangslage  einnimmt. 

Speeialisinnir  des  «^lashen  Panetes« 

Der  einfiicliste  Fall  ist  der,  wo  man  dem  Taogentialkegel 
eine  Doppilkanle  erlheilt;  es  ist  das  mit  dem  Zusammenziehen 
einer  Üt  llnung  der  Fläche  an  der  bez.  Stelle  identisch.  Grenzt 
an  diese  OetTnung  eine  Reihe  aneinander  hängender  Oeffnungen, 
wie  sie  Fig.  5  zeigt,  an,  so  wollen  wir  diese  als  eine  KetU  von 
Oejfnungen  bezeichnen;  wir  können  alsdann  die  Oeffnungen 
der  Kette  nacheinander  in  den  x-fachen  Punct  zusammenziehen, 
und  zwar  alle  in  der  Richtung  der  Doppelkante  des  Tangential- 
kegeU«  Der  Index  wachst  beim  Zusammenziehen  jeder  Oeff- 
nung am  eine  Einheit. 

Erhalt  derTangentialkegel  eine  Selbstberahrungskante  vom 
bdez  welche  durch  Zusaounenrttcken  von  f  Doppelkan- 
(«&  entsteht  —  so  sind  noch  8/  *-  I  Oeffnungen  der  Flache  an» 
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ammeiitiiiiBlieii,  indem  die  Projefllianfoom  %y  mttoiiittider 
Terzweigto  Aesto  erksit,  und  derlodex  des  »-faolieii  Punctet 
wächst  demgemitss  um  (%y  —  4).  Gans  analog  erhöht  sich 
der  Index  des  x*fachen  Punctes  um  2  y  Einheilen  ^  wenn  der 
Tangentialkegel  eine  RUckkcbrkante  vom  Index  (:^/  -i-  4}  er- 
UaiL 

Auch  hier  konmn  weiterhin  OeffnuT)gen  der  Fläche,  welche 
an  den  x-fachen  I^unct  an  der  Stella»  Her  sineulMren  Knote  des 
Taii|j('nh;ilkrL'ofs  «n^renzen,  zusamriiengezogeii  werden  und  da- 
durch den  index  des  x.-fcichon  Punktes  noch  erluilion.  ledof^h 
mag  hier  liemorkt  werden,  dnss  niitunler  unnKi^lirh  ist,  eine 
einzelne  OeÜnung  zus.iniinrnzu7.iehen ,  dass  vielmelir  das  Ver- 
sehwinden emer  Oeffnung  das  einer  andern  nothwendig  nach 
sich  zieht. 

Die  bisher  aufgezlfhllen  Vorkommnisse  bewirken  kein  Her- 
einrttcken  einer  Doppel-  oder  Rttekkehrkante  fii  die  singulare 
Kante  des  projicirenden  Kegels. 

ErbttH  der  Tangentialkegel  eine  A-fache  Kante  mit  getrenn«- 
ten  Tangentialebenen,  so  kann  man  ihn  durch ZusaromenrUcken 

von  Doppeikanten  entsleheu  lassen.  Den  DoppeUuor 

ten  entspricht  eine  Erhöhung  des  Index  um  l**^^^*^  Einheiten 
und  dem  Zusamroenrticken  derselben  eine  weitere  £rhObung 
des  Index  um  i^-      ~    Einheilen ;  genau  ebenso  viele  Oeff- 

nungen  ziehen  sich  beim  Zusammenrücken  der  -^-^ — -  Dop- 

pelkanten  zusammen.  Von  den    ^         Zweigen  der  Projection, 

weiche  eine  gemeinsame  Tangente  besitzen,  sind  (jl  —  1)  MalX 
miteinander  venweigl;  es  sind  bier  eine  Beibe  Yon  Doppel- 
puneten  der  Curve  in  den  singulüren  Punct  hereingerfieku  Die 
Gesammterhtfhong  des  Index  des  fachen  Punetea  betrügt 
{l  ^  4}«  Einbeiten, 

Aueh  hier  kann  der  Index  noefa  weiter  erliVhi  werden, 
wenn  man  Oeffnungen  der  Flllohe,  welche  an  den  x-feehen 
Punct  an  der  Stelle  der  ^fachen  Kante  angrenzen ,  tusammen* 
siebt.  Und  swar  kann  dieses  in  xweieriei  Weise  geseheben. 
BrsUns  kann  man  Oeffbungen  der  Flache  lusammeniieben, 
welche  eine  EriHlbnng  des  Index  der  it-faohen  Kante  des  Tan- 
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^enlialkegels  herbeifttbren.  Di©  Projeclion  einer  solchen  Oeff- 
mug  besitzt  noch  zwei  getrennte  Tangenten ,  von  denen  die 
eine  mit  der  Pi  ojec(ion  der  A-faehen  Kante  zus  niiiiiennillt.  Durch 
Zusammenziehen  mehrerer  solcher  OefTnungen  bezweckt  man 
iheilweise*?  Verzweiucn  der  }.  Münte I,  welche  der  Tangeatial- 
kflgel  xi#r  Ordnuof;  durch  seine  Ä-fache  Kante  schickt.  ' 

Iweüens  kann  man  Oefftiungen  der  Fläche  zusammen- 
nAea,  welche  den  Index  der  A-fachen  Kante  des  Tangentialke- 
gels  ungeändeit  lasMn.  Die  I'rojection  dieser  Oeffnungen 
besitzt  zwei  zusammengefallene  Tangenten,  welche  mit  der  Pro- 
jeetien  der  ürfaohen  Kante  identisch  sind.  Durch  Zusammen* 
lielien  solcher  Oeflkiuiifen  eriiOht  sich  der  Index  des  x-fachen 
PoDotes,  dagegen  bldbc  der  Tangentfalkegel  im  x-fachen  Pnncl 
Tlfllig  mgettndeft. 

Jn  aüm  dietmFBinm  üi  die  Zunahme  des  Index  des  x-fachen 
hneles  ^eich  der  An»ahl  der  susanmienyezogenen  Oeffnungen ; 
dabei  rOcken  selbstverstflndlich  mehrere  von  den  Doppel-  und 
Rflckkehrkanten  des  projiefrenden  Kegels  in  seine  singulare  Kante 
Iwrein.  Es  mag  wieder  betont  werden,  dass  das  Zusammen- 
liehen  einer  Oeftnung  ein  gleichzeitiges  Zusammenziehen  meh- 
rerer anderer  Oefl'nungen  nach  sich  ziehen  kann.  Ferner  ist 
hinzuzufügen ,  dass  bei  allen  diesen  Betrachtungen  es  völlig 
gleichgültig  ist,  ob  der Tangentialkegel  xter Ordnung  irreducibei 
oder  reducibel  ist. 

»fMhe  Fnnete  einer  Plilche,  deren  Taagentlalkegel  A  BestaiuilMl 

eine  mekrfaeke  Ehene  eiiihill« 

Für  vielfache  Puncte  dieser  Art  bedürfen  unsere  früheren 
Formeln  im  ersten  Capitei  do(  Ii  eine  AbaiidcnmL'.  Hier  schickt 
Dämlich  die  ei  sio  Polarcurve  i/o  hr  als  —  1  '  Acste  durch  den 
z-fachen  l*unct  und  auch  di(  singuUlre  Kante  des  projtcirendea 
Kegels  ist  von  höherer  Ordnung  als  der  x  (x  —  1 ) . 

Giebt  es  aJsBestandtheil  des  Tangentialkegels  xter  Ordnung 
eine  DoppeUibene ,  so  lüsst  man  diese  Doppeiebene  am  besten 
durch  Zusammenfallen  zweier  einfachen  Ebenen  entstehen.  Bei 
£esem  Uebergang  erhrdt  die  Projeetion  der  Fläche  im  Allgemein 
M&  [x(x  —  4)  -h  4]  Zweige >  so  dass  sich  ans  einer  gewissen 
Grappe  von  Zweigen  eine  neue ,  um  4  grössere  Gruppe  von  li- 
B«mi  Zweigen  bildet,  welche  die  singulttren  Tangenten  in  der 
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Doppelebene  berttbren,  die  niebl  singuläre  Kanten  des  Tangen- 
lialkegels  sind ;  einen  solcben  Uebergang  zeigt  Fig.  6.  Umiassl 
die  Grappe  der  entstehenden  linearen  Zweige  e Zweige,  so  er- 
hobt sich  der  Index  des  x-foohen  Punctes  um  und  die  neue 
Form  des  x-feehMi  Punktes  kann  In  gewisser  Welse  wieder 
durefa  e  Einschnflrongen  der  Fläche  erhalten  werden.  Diese 
Einsehnllningen  mflssen  jedoeh  nMt  alle  reell  sein,  da  die  sin- 
gulare n  TaDgenten  theilweise  imaginär  sein  kennen. 

Lässt  man  die  neugebildeien  linearen  Zweige  Verzweigun- 
gen eingehen ,  so  wird  der  Index  des  x-fachen  Puncles  der 
Flache  noch  weiter  gesteigert;  auch  diese  Steij^eruug  wird 
durch  Zusatiimenziehen  von  OefTnungen  bewirkt. 

Tritt  an  Stelle  der  Doppelebene  eine  dreifache  Ebene  als 
Bestandtheil  des  Tangentialkegels  y.ler  Onlniing ,  so  treten  an 
Stelle  der  e  linearen  Aeste  bei  der  Projeclion  ie  paarweise  ver- 
zweigte Aeste ,  welche  wiederum  die  singulUren  Tangenten  in 
der  dreifachen  Ebene  zu  Tangenten  habeii.  Auch  hier  können 
wiederum  mehrere  dieser  singulüren  Tanizenten  zusammen- 
rticken  und  so  den  Index  dt  s  x-fachen  Puncles  erliülien. 

Ks  können  sich  bei  den  Doppel-,  dreifachen  und  mehrfachen 
Ki)enen  noch  eine  Reihe  weiterer  Specialisirungen  einstellen, 
welche  sehr  rornpllrirter  iNatur  sind,  und  welche  ich  noch  nicht 
eingehend  untersucht  habe,  die  jedenfalls  viel  Interessantes 
darbieten. 

Es  lässt  sich  aus  dem  Gesagten  kurz  der  Schluss  ziehen, 
dass  eine  Erhöhung  des  Index  eines  x-fachen  Punctes  einer 
Fläche  um  a  Einheiten  ein  Zusammenziehen  von  a  Oeffnungen 
der  Fläche  entspricht,  vorausgesetzt,  dass  bei  dem  Tangential- 
kegelxter Ordnung  keine  conjugirt  imaginären  singulären  Kanten 
vorkommen.  Fttr  den  Fall,  dass  der  Tangentialkegel  als  Be- 
standtheil eine  mehrfache  Ebene  besitzt,  wird  wahrscheinlich 
derselbe  Satz  gelten,  jedoeh  fehlt  noeh  eine  Tollständige  Be* 
grttndung  desselben. 
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W,  Ziw]^i  U«ber  Erxfiugung  und  AusscAeidmg  von  »we^ath 
hamiounm  Ammoniak  durch  die  Larve  der  Kleidermotte, 

Es  ist  bekaDnt,  dass  die  fleischfresseDden  Inseclen  (Spin* 
Ben)  ähnlich  wie  andere  Gesehepfe^  welche  keine  Harnblase 
besitien,  Excremente  liefern,  die  zum  grossen  Theil,  bisweilen 
list  gans  und  gar,  aus  sanrem  harnsanren  Ammoniak  bestehen. 
Ich  habe  kllnlich  die  Excremente  der  Larven  der  Kleidermotte 
(Tinea  pellionella)  nntersocht ,  welche  dieselben  bei  der  Yer- 
danang  von  Vogelfedem  liefern.  In  einem  Behälter,  in  wel- 
chem ein  grMerer  Vorrath  der  Flttgelfedem  von  jungen  Hüh- 
nern aufbewahrt  worden  war,  hatte  sich  eine  grosse  Anzahl 
dieser  Larven  eingenistet.  Dieselben  hatten  die  Fahnen  der 
Federn  fast  vollständig  verzehrt.  Der  Boden  des  Behälters  war 
ganz  und  gar  mit  den  Excrementen  der  L;irven  bederkt,  die 
sich  durch  wiederholtes  AbsiebcEi  leiclit  rein  gewinnen  liei>scii. 
Dieselben  lösLon  sich  sofurL  unter  starker  Amuioniakentwicklung 
in  Kalilauge,  mit  Hinterlassung  eines  Quantums  schwarzer 
Flocken  auf.  Salzsäure  füllte  aus  dieser  Lösung  die  Harnsäure 
als  krystallinisches  Pulver  aus,  das  mit  conc.  Salpetersäure  er- 
hitzt, auf  Zusatz  von  Ammoniak  die  bekannte  Murexidreaction 
zeigte.  Diese  Excremente  bestanden  zu  rpirhlich  60  Proccnten 
aus  hamsaurem  Ammoniak,  dass  sich  in  diesem  Falle  lediglich 
durch  die  Verdauung  und  Oxydation  der  Substanz  der  Feder- 
fahnen gebildet  haben  kann,  wahrend  den  Larven  ausserdfin 
als  flüssiges  Nahrungsmittel  nichts  weiter,  als  dir  durch  die 
Federn  aus  der  Luft  angezogene  Feuchtigkeit,  zu  Gebote  stand. 
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(Vorg«lc|st  Yon  Prof.  Dr.  K 1  e  I  n.) 

Bereits  im  iweiten  Bande  der  mathematischen  Ännaien  hat 
Kkm  in  einer  Abhandlung  nur  Theorie  der  Liniencompleze 
ersten  nnd  swetten  Grades*}  t  angegeben ,  daaa  sechs  Knoian- 
puncte  einer  jBimiiifr*schen  Fllohe,  welche  auf  einem  Kegel* 
schnitt  liegen f  ein  Mal,  »wei  Mal,  drei  Mal  oder  tnerMal  ein 
Mriandum*8chtB  Seohsedc  bilden  künnen.  Es  sollen  hier  die 
Goofigurafionen  betrachtet  werden^  welche  di«  siDgulttren  Ble- 
mente  der  betreifenden  iTiieimer'sohen  Flüchen  darbieten« 

4)  Um  eine  geignete  Beieichnungswetse  eimufllhren,  gehe 
ich  von  den  sechs  linearen  Fondamentaloomplexen  ans,  denen 
ich  die  Zahlen  4,  2,  3,  4,  5,  6  beilege;  ihre  45  Conprucnzeu 
werden  dann  mit  42,  43,  ....  56  und  ihre  40  Lioienllüchen 
mit  423  =  456,  ....  zu  bezeichnen  sein;  auch  die  45  Direc- 
tricenpaare  mögen  durch  42,  43,  .  .  . ,  50  bezeichnet  werden. 
Die  45  Congruenzen  deOniren  45  collineore  Raumtransforma- 
iionen  [42],  [43]  ....  [56],  die  6  linearen  (^o[ii|)lr>:e  und  die 
40  Linienflächen  definiren  46  dualisiischo  \  <  rwmdtschaften 

[4],  [2],  ....  [423],  [424],  von  ilenen  die  lel/teren  auch 

durch  i45G]  ,  fRoG]  bezeichnet  werden  können.  Dio 

Knutenpuiicte  einer  kummcr  sehen  tiiiche  bezeichnen  wir  diinn 
dementsprechend  mit:  (00^,  (42  ,  13),  ....  (56),  wobei  die 
45  collinearen  Transformationen  [12  ,  ....  den  Punct  (00) 
der  Aeihe  nach  in  (42),  (43; ,  überfuhren.  Die  46  Doppel- 
ebenen nennen  wrir  den  dualistischen  Verwandtschaften  ent« 
sprechend  '1],  (2),  .  .  .  (423),  (424),  ....  In  einer  Ebene 
(i)  liegen  die  6  Knotenpuncte  (00),  (i  4),  (»2),  ...  (t6),  in  einer 
Ebene  (hik)  b  (Imn)  liegen  die  6  Knotenpuncte  (Ai),  (fft),  (AA), 

•)  Hath.  Annal.  Bd.  II,  pag.  SI4. 
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ifm),  imn),  (In);  durch  einen  Knotenpunci  [Iii]  gehea  die  6 
Hoppe! ebenen  Vi),  (i),  [hik)y  (Ät/),  (Ar/i). 

Es  mag  nun  gesiaitet  sein  unsere  Symbole  für  die  Knoten- 
puncte  und  Doppelebenen  geiegentiicJi  durch  andere  zu  ersetzen. 
So  verstehen  wir  unter  [hikl]  ein  zvn  t^iiiliedriges  Syrnliol,  wel- 
ches man  erhalt  —  wenn  unter  den  Ziilden  Ä,  i,  k,  l  zwei  gleiche 
sind  —  indem  man  die  j^leichen  Zahlen  wei^lässt,  —  wenn  die 
Zahlen  /,  A",  l  verschieden  sind  —  indem  man  sie  durch  die 
beiden  noch  tlbrigen  Zahlen  der  Heihe  1,  9,  3,  4,  5,  6  ersetzt. 
Nach  dem  Gesagten  iai  auch  das  Symbol  {hiklmn)  leieht  durch 
das  ihm  äquivalente  viergliedrige  und  folglich  auch  durch  das 
äquivalente  zweigliedrige  Symbol  zu  erselien.  Ebenso  können 
aUe^ungeraden  Symbole  durch  Weglassen  gleicher  Zahlen  auf 
em-f  drei'  oder  fmfgliedrige  Symbole  reducirt  werden  i  Yon 
deoeu  die  leUteren  durch  dasjenige  emgliedrige  Symbol  ersetzt 
werden  können,  desaen  Zahl  in  dem  Ct&nlgliedrigen  Symbol  nicht 
vorkommt. 

\        Wahlen  wir  drei  beliebige  nicht  derselben  Doppelebene 
4iigeb((rigie  Knotenpuncte  (At),  (A/),  [mn]  —  wobei  die  Zahlen 
kiklmn  auch  th^lweise  gleich  sein  können  —  und  gesellen  wir 
denselben  den  vierten  Punct  [hiklmn]  =  (pq]  zu,  so  nennen 
I    wir  solche  k  Puncto  ein  gesckhsienes  Quadn^el  oder  kurzweg 
:    Quadrupel,  Das  Quadrupel  geht  durch  drei  collineare  Trans- 
!    formationen  in  sich  Uber,  nämlich  eme,  welche  [hi]  mit  [kl] 
j    und  [mn]  mit  (pq)  vertauscht,  eme,  welche  (Äi)  mit  (mn)  und 
,     ikl]  mit  [pqii  und  eirw,  welche  i7r/j  mit  (mn)  und  ihi)  mit  {j)q) 
vfTtauscht.  Ganz  ähnlich  sprechen  wir  von  einem  geschlossenen 
I    Quadrupel  von  i  I)()])[)elebenen.    Vier  h'notenpuncte,  von  denen 
keine  drei  einer  Doypelohene  angehören ,  bilden  immer  ein  ge^ 
Khlossenes  Quadrupel,   Die  1t>  Knotenpuncte  lassen  sich  4  5  Mai 
iü  je  vier  Quadrupel  theilen. 
'  2)  Aus  diesem  Satze  folgt,  dass  vier  Knotenpuncte  nur 

dann  in  einer  Idiene  liegen  können,  wenn  sie  ein  Onjidri^»! 
bilden.  Da  aber  ein  Quadrupel  durch  4  Transformationen  — 
einschliesslich  der  Identität —  in  sich  übergeht,  so  kann  ein 
Aenes  Quadmpel  nur  in  der  Seitenfläche  eines  Fundamental- 
lelraeders  liegen.  So  erkennen  wir,  dass  die  16  Knotenpuncte 
einer  Kummer'schen  Flache  vier  Mal  zu  vier  in  den  Seitenflächen 
eines  Fundamentaitetraeders  liegen  und  dass  die  16  Doppel- 
ebenen  vier  Mai  zu  vier  durch  Eckpuncte  desselben  hindurch 


Digitized  by  Google 


12 


Karl  Rohu, 


gehen ,  wenn  überhaupt  ein  Hai  vier  KnotaiipaDOte  in  einer 

Ebene  lie^^en;  eine  solche  Fläche  nennt  map  Tetra^iroid*) .  In 
jeder  Doppelebene  bilden  die  6  Kuotenpuncte  ein  Brianchm- 
sches  Sechseck,  der  zugehörige  Brianchon*sche  Punct  fällt  mit 
einem  Eckpunct  des  ausgezeichneten  Fuudamenialtetraeders 
zusammen.  Durch  jeden  solchen  Eckpunct  gehen  6  gerade 
Linien,  welche  zwei  Knotenpuncte  enthalten.  Die  Gleichung 
der  Fläche  bezogen  auf  das  ausgezeichnete  Tetraöder  ist : 

sie  enibüU  noch  zwei  unabhflngige  Constanten. 

3)  Uro  nun  <n  untersuchen,  wann  eine  Kummer'sche  FlScibe 
swei  Mal|  drei  Mal,  vier  MalTetra^droid  ist,  kann  man  swei  ver- 
schiedene Wege  einschlagen.  Wir  haben  gesehen,  dass  eine  Kum- 
mer'sche  Flache  dann  sum  Tetrasdroid  wird,  wenn  eine  Doppel- 
ebene durch  einen  Eckpunct  eines  Fundaroentaltetraeders  geht. 
Geht  die  Doppelebene  durch  swei,  drei  oder  vier  Tetra^dereck- 
puncte,  so  wird  die  zugehörige  Fläche  zwei,  drei  oder  vier  Mal 
Tetraödroid  sein.  Es  ist  dieses  der  Weg,  welcher  von  Klein  a.a.O. 
eingeschlagen  wurde.  Man  kann  sich  aber  auch  direct  fragen, 
wann  das  Sechseck  in  der  Doppelebene  zwei,  drei,  oder  vier 
Mal  bnanchon'schi^s  Sechseck  wird.  So  erkennt  man  solort, 
dass  zwei  Brianchon'sche  Puncte  nur  auf  einer  Seite  des  Sechs- 
ecks liegen  können,  welche  sie  dann  iiarmonisch  theilen.  Exi- 
stiren  dagegen  zw^ei  Brianchon'sche  Puncte,  welche  nicht  der- 
selben Seite  des  Sechsecks  angehören,  so  zeigt  der  Pascal'sche 
Satz,  dass  es  noc  h  einen  dritten  Brianchon'schen  Punct  geben 
muss,  der  mit  jenen  beiden  aul  gerader  Linie  liegen  muss.  Tritt 
endlich  noch  ein  vierler  Brianchon'schpr  Pnnet  hinzu,  so  Heizen 
wieder  drei  von  ihnen  auf  gerader  Linie,  während  ihre  Ver- 
bindungsUnien  mit  dem  vierten  Seiten  des  Sechsecks  bilden. 

i)  Kehren  wir  wieder  zu  den  Quadrupeln  surttck,  welche 
von  den  Knotenpuncten  gebildet  werden.  Um  die  Vorstellung 
zu  fixiren,  wühlen  wir  die  vier  Quadrupel,  welche  sich  bei  des 


*;  Naüh  Coyiey,  vergl.  LionvUle's  Journal  XI  (IS47]. 


Digitized  by  Google 


Ennci  sncntu  FXub  m  Kmn'flCHiir  FUcn.  13 


'nranflfonDationen  [12],  [34] ,  [56]  niehl  andeni.  IHesen  vier 
Quadrupeln  fügen  wir  vier  weitere  lusammengehttrige  Quadru- 
pel bei,  welehe  mii  den  ersleren  iweiPuncte  oder  keinen  Pnnot 
gemein  haiMn,  i.  B,  die  Quadrupel,  welche  durch  Anwendung 
der  Transformationen  [12],  [35],  [46]  in  sich  ttbergeben.  Nun 
lassen  wir  die  Quadrupel  in  ebene  Quadrupel  tlbergchen,  dann 
ffhalten  wir  für  die  Knotenpuncle  folgendes  Schema: 

[Hl,  [341,  :r,6]  Hi],  [35],  [461 

:00;  (12)  (34)  (56)  —  (00)  (12)  (35)  (46)  —  E, 

(35;  (46)  (45)  (36)  —  (34)  (56)  (45)  (36)  —  E, 

(13)  (23)  f14)  (24)  —  (13)  (23)  (15)  (25)  —  E, 

(46)  (85)  (26)  (16)  -  B,  (U)  (24)  (26)  (46)  -  E, 

wenn  wir  die  £benen  der  beiden  ausgezeichneten  Fundamental- 
telraeder  mit  E^  E^E^E^  resp.  E,  E^E^E«  bezeichnen.  Ftlr  die 
£ckpuncte  dieser  Tetraeder  erhaiten  wir: 

P,-  (00)  (12),  (34)  (56),  n,  -  m]  (12),  (35)  (46) 

P,—  (35)  ^46),  (45)  (36),  JI,—  ^34)  (56),  (45)  (36) 

(13)  ,23),  (14)  (24),  /T3-  (13)  (23),  (15)  (25) 

P,-  (15)  (2Ö).  (26]  (16).  n,- (44)  ^24),  (26)  (46) 

Die  8  Geraden  (00)1(12),  (34)  (56),  '35)  (46),  (45)  (36),  (13) 
[23),  (44)  (24),  (45)  (25),  (26)  (IB)  gehören  der  Congruenz  (12) 
an;  auf  jeder  liegen  natürlich  zwei  Knolenpuncle  und  in  jeder 
schneiden  sich  zwei  Doppelebenen.  Auf  den  8  Geraden  liegen 
aber  auch  je  zwei  Tetraödereckpunct*'  uikI  in  ihnen  schneiden 
sich  je  zwei  Tetmc'dernnchen  und  zwar  von  jedem  Tetraöder 
iiüuier  eine;  inil  ;iTulrrn  Worten  jode  der  8  Geraden  wird  noch 
voD  zwei  weiteren  geschnillen.  Aus  dem  Schema  erkennt  man, 
dass  die  Puncte  JI,  J7,  auf  der  Schnittlinie  von  inid  liegen, 
und  da  auf  dieser  Geraden  auch  die  Puncte  P,  und  liegen, 
w  folgt,  dass  die  vier  Puncte  11^  TT^  Pj  P^  auf  einer  Geraden  lie- 
(pi,  durch  welche  zugleich  die  vier  Ebenen  E"^  £*,  F,  hinditrch" 
jeÄen,  Ebenso  liegen  die  vier  Puncte  TI^  P,  P,  auf  einer  (Mera- 
rfen,  in  welcher  sich  die  Ebenen  E^E^£^E^  schneiden.  Die  beiden 
Geraden  sind  Directricen  der  Congruenz  42.  Die  vier  Ebenen 
EjE^F^f,  —  und  ebenso  die  vier  Ebenen  E^£^E^E^  —  ent- 
halten alle  4  6  lüiolenpuncte.  Die  Gleichung  einer  solchen  Fläche, 
biegen  anf  eines  der  beiden  ausgezeichneten  Tetraeder,  ist : 


Digitized  by  Google 


14 


Karl  Eoun 


+     -I-  a*  w 


sie  enthält  noch  eine  einzige  Gonstante. 

5)  Wir  legen  jetzt*  vier  Q^'^tlrupel  «u  Grunde,  welche  bei 
den  TraDsCormationen  [12],  [34],  [56]  nngeandert  bleiben,  und 
nehmen  vier  weitere  Quadrupel  biniu,  welche  mit  jenen  je 
einen  Knelenpunct  gemein  haben,  etwa  die  vier  Quadrapei, 
welche  bei  den  Tranaformatlonen  [13],  [25],  [46]  ungeändert 
bleiben.  Dann  gibt  es  noch  vier  weitere  Quadrupel,  welche 
sowohl  mit  den  ersteren  Quadrupeln  als  auch  mit  den  letslereo 
je  einen  Knotenpunct  gemein  haben ;  es  sind  dies  dleQuadrupeli 
die  bei  den  Transformationen  [16],  [24],  [35]  ungeindert  blei* 
ben.  Das  Bildungsgesetz,  welches  die  Transformationen  [46], 
[24],  [35]  aus  deo  gegebenen  Trausloriuationeu  ableiten  lehrt, 
ist  unnütlelbar  klar. 

Die  drei  Fuiuiamenlaltetraädor  lt.  34,  56:  13,  25,  46  und 
16,  24,  35  haben  die  EigenschafL  dnss  ihre  Eckpuncte  16  Mal 
zu  3  auf  16  Geraden  liefjen  und  d.iys  ihre  Seitenflächen  sich  lö 
Mal  zn  3  in  IG  Geraden  sclineiden.  Man  kann  aueh  so  sairon: 
Je  zwei  Telra<Mler  decken  sich,  weuD  man  sie  aus  den  ^£kr 
puncten  des  drillen  belrachtet. 

Werden  nun  die  Quadrupel,  mit  den  Tranformationen  [ii  , 
[34],  [56]  in  sich,  eben  und  werden  gleichzeitig  die  Quadrupel, 
mit  den  Transformationen  [43],  '25  ,  [46]  in  sich,  eben,  so  wer- 
den auch  die  Quadrupel,  mit  den  Trauformationen  [i6  .,  [24], 
[35]  in  sicU»  eben.  Es  gibt  also  hier  drei  ausgezewhnele  Tetra- 
Uder*  Die  Lage  der  Knotenpuncte  ergibt  das  Schema : 


(00)  (421.  /34)  (56)— P,,  (00^  (43).  (25)  (46)— Ä,— 

(43)  (23),  (44)  (24)— X— P,,  (4i'  (23),  (45)  (35)— : 

(45)  (25),  (26)  (46)-.l3-P3,  (34)  (44),  (46)  (36)— | 

(35)  (46),  (45)  (36)--il,— P,,  (56)  (24),  (26)  (54)— ' 


[<6],  i2<],  [35: 

(00)  (4  6),  (24)  (35)  —  C,  — 

(42)  (261,  (4  4)  (46)-C.  — 

(43)  (36),  (56)  (45)  —  Ä, 
(23)  (45j,  (34)  ^25)  —     —  Ä^. 


[12],  :34],  [56] 


[43],  (Wl,  [46] 
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Dabei  bedeuten  die  Ai        die  Seiteoflachea  und  Pj  Oi 
die  Eckpuncte  der  FuDdamentaltetraSder ,  und  zwar  ist  der 
Schnittpunct  der  Geraden  (00)  (4  2;  ,  (34)  (56)  u.  s.  w. 

Jede  der  42  Seitenflächen  Ä^B^C^  hal  mit  jeder  anderen 
einen  und  nur  i^nen  Rnotenpunot  gemein,  in  jeder  Doppel- 
«bene  Hegen  drei  Telra^ereoken  auf  gerader  Linie^  von  Jedem 
Tetraeder  eine;  und  dureh  |edeo  Knole&pnnet  gehen  drei  Te^ 
MAderBetten ,  welche  sich  in  gerader  Unie  schneiden*  iH0  4M 
Ameiiy  foMe  vinr  KnolmipunoiB  enMim^  ^dumlm  M  46 
Mal  9u  drei  m  4$  Geraden,  und  die  4M  AmcM,  dmrck  wehke 
vier  DoffMbeMn  gehen ,  liegen  46  Mal  su  drei  in  46  Geraden. 
Die  \  6  Geraden  durch  die  i  2  Tetra^erecken  sind  : 

PiQi^i  PtQi^,  ^»Oi^«  P.Qi^t 
^•OiÄ,  P^QtK  PzQt^  P^Qt^i 
^*<?,Ä«     P.O,Ä,     P,<?,Ä,  P,<?,Ä, 

PiO^R^     P.Oi^i      P.Q^^t  P,0,R,* 

Die  Hy  Geraden,  in  welchen  sich  die  Tetraiiderseiten  su 
drei  schneiden  sind: 

Ä,B,C,  A^B.C,  A,B,C,  A,D,C^ 

A.B^C^  A^B^C,  A.B^C,  A.B^C, 

A,B,C,  A,B,C^  A,B,C,  A,B,C, 

A^B^C^  A^B^C^  A^B^C^  A^B^C^. 

Die  Gieicfaung  einer  solchen  Flüche,  bezogen  auf  eines  der 
drei  ausgezeichneten  Fundamentaltetreeder,  ist: 

6)  Die  in  der  vorhergehenden  Nummer  besprochene  Con- 
figuration  der  16  Knotenpuncte  kann  noch  weiter  specialisirt 
werden,  indem  man  etwa  die  vier  Quadrupel ,  welche  durch 
dieTransfoniiationen  [12],  [46],  [35]  in  sich  übergehen,  in  ebene 
>  >  ladrupel  verwandelt.  Die  Knotenpuncte  besitzen  dann  er- 
sichtlich ein  Mal  die  in  Nr,  5  ani^ej.: ebene  Configuration  und  drei 
Mal  die  in  Nr.  4  angej^ebene  Contiguration.  Zu  den  Ebenen 
^,J?iC,  und  den  Funden  P^QfB^  kommen  dann  noch  die  4  Seilen- 
flächen  und  die  4  Eckpuncte  des  Tetraeders  42, 46, 35,  oamlich: 
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[H],  [46],  (85J 

(00)  (48),  (46)  {35)-D,-S, 

(«)  (83),  (S5)  (45)-/>,-S, 

(U)  (24),  (46)  (26)-/),-S, 

(34)  (56),  (36,  (45)_/>,-S,. 

Die  n  VuucXe  P^Q^Hi  und  die  M  Kbenen  /1,B,C,.  besitzen 
die  verlier  tjeschiUlerle  Contiguration  ;  zuj^leich  liegen  auf  den 
6  Kanten  des  Tetraeders  12,  46,  35  je  zwei  jener  Puncte  und  es 
gehen  durch  diese  Kanten  je  zwei  jener  Ebenen  hindurch.  Auf 
den  Kanten  des  Tetraeders  12,  46,  35  liegen  also  je  4  der  (6 
Puncte  PiQ^R^Sf  und  es  gehen  durch  sie  je  4  der  46  Ebenen 
AfB^  CfD^  hindurch. 

Unsere  Fläche  besüsU  also  46  ^)ene  Quadrupel  Man  katm 
6  Mal  4  Quadrupel  zusammenfassen,  welche  alle  1 6 Knotenpuncte 
umfassen  und  deren  Ebenen  sieh  in  einer  Geraden  schneiden;  diese 
S  Geraden  biiden  die  Kanten  eines  TetraBikrs,  Die  Elhenen  dieses 
Teiraifders  enthaüen  vier  Quadrupel^  welche  ebenfalls  aUeKnelieer 
punete  umfassen.  Es  eatistiren  femer  fieeA  drei  Mal  vier  Quadru- 
pel,  weldie  sämmüiche  linotenpunde  enthalten;  sie  bilden  drei 
Tetralßder^  welche  die  in  Nr,  S  an^gebene  Lage  besitsten. 

Die  Gleichung  uoserer  Fläche,  bezogen  auf  das  Tetraeder 
12,  46,  35  ist: 

a;*+y*-*-a*-i-tü*—(a?*y*+j5*  5*4-y*u?*+a;*u;*-*-yV)=0. 

7)  Geht  man  von  den  Kummer'flchen  Flächen  su  den  Gom<> 
plezflttcben  über,  so  rttcken  vier  Mal  zwei  KnotenpuDCte  auf  der 
Doppelgeraden  zusammen.  Es  kann  dann  nur  noch  die  in  Nr.  S 
behandelte  SpeciaHsimng  eintreten.  Die  8  Knotenpuncte  einer 
Complexllttdie  Hegen  bekanntlich  vier  Mal  zu  zwei  auf  vier 
Axen ,  welche  die  Doppelgerade  treffen.  Bei  der  angegebeneta 
Spectalislrung  schneiden  sich  zwei  Mal  zwei  Axen  in  demselben 
Puncte  der  Doppelgeraden,  und  dementsprechend  liegen  die 
singulären  Tangenten  in  den  Pinchpoints  zwei  Mal  zu  zwei  io 
derselben  Ebene  durch  die  Doppelgerade. 
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riicher  Drek^e  durch  algebraische  PuncHonm. 

(Vorgel^t  voD  Prof.  Dr.  F.  üleio.) 

Die  vorliegende  Mitteilung  bezieht  sieb  auf  eine  specielle 
Untersuchung  der  Functionen,  welche  die  beim  Ikosaeder  auf- 
tretenden sphärischen  Dreiecke  auf  einander  eonform  abbilden. 
Die  Resultate  derselben  lassen  sich  mit  geringen  Modificationen 
für  die  Abbildung  aller  sphärischen  Dreiecke  verwenden,  deren 
Seiten  In  Syrometrieebenen  eines  regulären  Körpers  liegen. 

Im  Interesse  der  kürzeren  Darstellung  will  ich  im  Folgen- 
den uligemein  ein  Dreieck  mit  den  Winkeln  ^         ^  durch 

i~i  —  j  ~1    bezoichnon;    das    einfachste  Ikosaederdreiock 

(i,  ^,  ^)  führe  ich  als  Elementardreieck  ein.  Es  soll  nun  ttber- 
baopt  nur  die  Abbildung  aller  Ikosaederdreiecke  auf  das  Ele* 
menlardreieck  in  Betraobt  gexogen  werden;  durch  diese  wird 
dann  die  Abbildung  zweier  beliebiger  Ikosaederdreiecke  auf 

einaiiiier  vermittelt.    In  der  Bezeichnungsweise         ~,  -^j 

soll  zugleich  angedeutet  sein,  dass  die  erste,  zweite,  dritte  Zahl 
des  Symbols  bezüglich  zu  Ecken  gehören,  welche  den  Ecken 
}t    1  des  Etementardreiecks  (i »  i»     en (sprechen. 

Indem  wir  die  Kugel  als  Trägerin  der  Werthe  einer  complexen 
Variabelen  einfuhren,  nehmen  wir  das  Elementardfeieck  immer 
b  der  Kugel  für  die  Variabele  t]  ,  jedes  andere  abzubildende 
tlosaederdr'eieck  in  der  Kugel  fUr  die  Variabele  z  gelegen  an. 
Hk  Beziehung  zwischen  1]  und  z  wird  in  jedem  Falle  alyebraisch 
«in,  wie  generell  aus  den  Untersuchungen  des  Herrn  Schwarz^) 

*)  Schwarz:  (Iber  diejenigen  Falle,  in  welchen  die  GauMische  hy- 
per^eomelrisebe  Reihe  eine  algebraiache  Function  ihres  vierten  Elementes 
dintellt.  Grelle^»  Joum.  Bd.  75,  pag.  S9i. 
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folgt;  derselbe  hat  nachgewiesen,  dass  die  Abbildung  einer 
Halbebcne  Z  auf  ein  KreisbogendreieciL  in  der  Ebene  der  Va- 
riabelen  %\  welches  durch  stereogruphische  Projection  aus 
einem  sphärischen  Dreieck  hervorgeht,  dessen  Seiten  von  Sym-- 
metrieebenen  eines  regulären  Körpers  aus  einer  zu  letzterem 
concenlrischen  Kugelflttche  ausgeschnitten  werden,  durch  eine 
algebraische  Gleichung  zwischen  Z  und  vermittelt  wird.  Zu 
jeder  Abbildung  des  Elementardreiecks  auf  ein  Ikosaederdreieck 
*  gehören  6  Gleichungen  zwischen  %  und  ,  entsprechend  den 
6  Arten,  auf  die  man  die  Winkel  beider  Dreiecke  einander  zo- 
ordneo  kann;  jede  derselben  besitzt  die  Form 

eine  rationall'  Function  \on  —  r,~-  verstan- 
f  Tut  <2V  i»/) 

den;  f  und  H  sind  die  bekannten  Functionen  12len  resp.  SOten 
Grades,  welche  gleich  Null  gesetzt  die  Ecken  des  Ikosaedcrs 
resp.  Pentagondodek.KMlcrs  reprHsenliren  *) .  Dieses  Resultat 
folgt  als  specieller  Fall  aus  den  allgemeinen  Untersuchungen 
des  Herrn  Alvern  Uber  algebraische  Integrale  linearer  Differential- 
gleichunizcn**),  man  kann  es  aber  auch  direet  aus  der  con- 
formen  Abbildung  gewinnen. 

Setzt  man  ,■3,.''^  =  Z,  so  kann  man  kurz  sajzen,  dass  je 

5  der  zu  einer  bestimmten  Abbildung  gehörigen  Gleichungen 
aus  der  sechsten  durch  lineare  Transformalion  von  /  hervor- 
gehen. Pehmen  wir  an,  dass  die  bestimmte  Gleichung 

die  Abbildung  des  Elementardreiecks  auf  das  Dreieck 

1~" »  ~  I  ~l  vermilteil,  so  entsprechen  den  Dreiecken 

L  y\        L  IX    IL  L.  iL\    IL  iL  l\ 

*)  HinsichUich  der  explicitea  Formeln  (ttr  f  nnd  ff,  wie  überhaupt 
hinsichtlich  etwa  mangelnder  Formeln  und  Beweise  vergleiche  man  das 

demnächst  im  Druck  erscheinende  Buch  des  Herrn  Klein :  vVorlesongcn 
ühfr  die  Thcon«*  (Ii  s  Ikosaeders  Und  die  AoflOsung  der  Gleichungen  fitof' 

teo  Grades«,  L»'i[»/iu  )ss4. 

**/  Klein:  Iber  lineare  DiiTcrcnttalgleichungcn.  Math.  Ann.  Bd.  XI, 
pag.  445. 
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ff '  f   ^^1»  .       bezüglich  die  linearen  Sttbstitu- 

lionen 

L  Szom  tber  4Ie  Fnnkttoii  JB(Z). 

Benutzen  wir  die  homogene  Schreibweise,  indem  vsir  einer- 
seiu         durch  Z  =:  ^  und  andrerseits  die  binären  Formen 

0,  ^  von  Z,,  Z,  durch  A  s  |p  einführen,  so  stellen  sich^  wie 

man  a  priori  aus  der  Abbildung  sMiesst^  in  uMm  Fällen  0  und 
V  in  der  Form  dar  : 

(3)  0:^:0^W 


wo  k-  Constante  und  /  s^.,  ganze  Zahlen,  welche  der  Re- 
ialioD  genügen : 

r,+      <4 + Sm,  =       <,-h ^-t-  5 tn,  s  r,+  8 a  n ; 

n  isl  die  Ordnung  der  biniiren  Formen  0  und     und  somit  der 
ijrad  der  rationalen  Function  H  [Z) ;  derselbe  gibt  zugleich  die 
Anzahl  dei  Klementardreiocke  an,  aus  denen  das  i;iössere  Iku- 
saederdreioek .  um  das  es  sich  bei  der  Al>liikiung  liandelt,  zu- 
sammengesetzt ist.  Die  Faktoren  ( — 1)*'  sind  aus  Zwockniiissig- 
Leilsi^ründcn  zugefügt  worden.  Die  Werthe  der  Grössen  r,-,  s,-, 
hrmiien  ab  von  den  Werthen  der  Nenner  n^.  n^,      des  letzteren 
Dreiecks  und  derArl,  wie  die     deniNennoru  3,  5,  2  des  Elemen- 
tardreiecks augewiesen  sind.  Hinsichtlich  derWerthe  der  Nen- 
ner [n,,  n,,  n,j  haben  wir  5  Klassen  zu  unterscheiden ,  nämlich 
;t35j,  (335),  (255),  (355),  (555),  von  denen  sich  die  vier  ersten 
betreib  der  Aufeinanderfolge  der  3  Zahlen  wieder  in  6  resp.  3 

a* 
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UnterfäUe  sarlegen,  je  nachdem  alle  drei  Zahlen  verschieden 
oder  zwei  einander  gleich  sind.  Auf  solche  Weise  ergdm  sich 
im  Ganzen  46  WerUmofnä^inßUonen  r^y  s^^  t^;  von  diesen  lelzieren 
Grössen  sind  immer  nur  3  von  Null  verschieden;  dieselheo 
haben  bei  der  eingangs  verabredeten  Bexeichnungsweise  der 
Winkel  fttr  die  16  Fälle  die  Werte: 

n  SS  ß  =  y     5in^  »  a  -i-  Sm,. 

«)  (m):  r,  =  «,  = 

n  SS  y  Zm^  =    H-  5m,  «s  a  +  Sir,. 

3)  (5Ä5):  r,  =  «,  s,  =  ß,     =  y; 

4)  \pS2]  :  i\  =  a,      =       ^3  =  y\ 

«  =  cf      3m^  5=     4-        =  y  -H  2m,. 

5)  (5i3)  :      =  of,  5,  =       ^,  =  y; 

»  «  y  -I-  3#»^  =s  a     5m,  =    -I-  2iw,. 

6)  r,«a,  s,^ß,  t^^y; 

«  =        3m4  «  a  4-  Öm,  ^  y  2m,. 


7j  :      =  a,  5,  ==  /if,  =^ 

n  =  fr  -H  /i^  -4-  3  «i,  =  y  -I-  öw,  =  2m,. 

n  =s  a  -t-  y  -f-  3m,  s=  ^      5m,  2i»,. 

9)  (553):  r,=  a,  «4  = /^^  « 

nas/^-Hy-i*3mf=:aH-5m,  SS  2m,. 


n  s  3m|  SS  a  -h  y  -f  5m,     ß  -k'  2m,. 
42)  (5^;^}:  r,=  a,  s,  = 

n  s  Sm^  s  a  -h    H-  5m,  s    -i-  Sm,. 


43)  (3415)  :  r,  «  a,     =         =  y; 

n  s  er  +  3m|  »     -h  y  -i-  5m,  ^  2m,. 

44)  (535)  :  r,  =rs  a,  I,  ss  y; 

«  =  /f-h3mj»a  +  y  +  5m,  »  2m,. 
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45;  {S3^}  :  I 


Variabele  auf,  so  erhält  man,  wie  «uerst  HerrScAtror»*)  anfuhrt, 
in  der  Function  z[Z;  den  Quotient  zweier  hypergeonielrischer 
Reiben,  resp.  stweier  Rieiiuiim  scher  /^-Functionen ,  und  zwar 
sind  letztere  specielle  Fälle  ein  und  derselben  allgeiiiaineren 
P-Function.  Aus  diesem  (jiunde  kaun  niün  in  einer  Anzahl 
von  Kiilien  zur  Gewinnung  von  Ii  die  von  Hieinunn**'  ange- 
gebenen rational("n  Transformationen  der  P-Functionen  mit 
einem  willkürlichen  Parameter  verwenden,  die  sich  aus  den 
von  Herrn  Kummer***)  auft;ostcllten  rationalen  Transforma- 
UoDen  der  bypergeometriscben  Reihe  ableiten  lassen.  Den  bei 
Riemann  ansegebenen  TVansforroationen  ist,  wie  Herr  (^our^atf ) 
findet,  nocb  die  Transformation  zuzufügen ,  welche  die  Func- 
tionen P(|,  f^,  Z')  und  P(},  ^v,  Z]  in  einander flberlObrt. 
Herr  Goursat  betrachtet  nicht  die  P-Functionen ,  sondern  die 
eotsprecbenden  hypergeometrischen  Reihen ;  er  berechnet  für 
/  und  Z  die  Gleichung : 


t    Es  ergeben  sich  aus  den  R i(  iii  iiin'sehen  Translorniationen,  ein- 
(    schliesslich  der Goursat'st'hcn,  alle  zu  den  n'ducirlen  Dreiecken 
der  Schwarz'schen  Tabelle  ff)  gehörigen  Ii ,  mit  Ausnahme  der 

*}  1.  c.  pag.  344;  die  erste  AnddUtang  Uber  diesen  Punkt  findet  sich 
itt  der  Abbandlong  desselben  Verfassera :  -  •  Ober  etnige  Abbildungsauf- 

pben«.  Crelle*s  Journ.  Bd.  70,  ima.  fi7. 

Hiemann:  »Beiträge  zur  Theorie  der  durch  die  Gaussische  Reihe 
Fr..  •?  ;/  r)  darstellbaren  Kunclionen«.  Abhandlunp^en  der  kgl.  Gesellsch. 
ikr  VVi».  zu  Güllingcii  Bd.  VII,  oder  Ges.  Werke  pag.  62,  i657. 

Kummer:  »über  die  hypcrgeometrischc  Reibe«.  Crelle's  Journ. 
Hu,  pag.  39  und  pag.  427,  4836. 

4-)  Gourtol;  »Th^  »ur  l*6quation  difKreotielle  Unfaire  qui  admet  pour 
iit^grate  la  s^rie  hyperg^m^trique,  pag.  95  {Paris  4884}. 
•H)  Crelle's  Journ.  Bd.  75,  pag.  3i3. 


2(Z  -i-  8) 
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FüHp  Xlf,  XIV  XV;  z.  H.  folul  iius  (Um-  ersten  Transformationen 
für  iWo  Al)i>il(iung  des  Eiementardreiecks  aul  Dreieck  Ji  ^ 
die  Troportion : 

9 

ÜDabhangig  von  jeneD  TransformatioDeD  bat  Herr  BrüwM*) 
gerade  diese  Falle  auf  algebraischem  Wege  berechnet,  bi  den 
Fallen,  wo  die  Anwendung  derRiemann*schen  TransformatioDeD 
versagt,  führt  eine  von  Herrn  Klein**)  angegebene  Hethode 
zur  Berechnung  von  R  sicher  sum  Ziel ;  beispielsweise  bereeb- 
net  derselbe  auf  diese  Weise  die  R  der  Falle  XU,  XIV,  XV  der 
Sehwarx*sehen  Tabelle.  Da  bei  dieser  Berechnung  als  singulüre 
Steilen  in  der  if-Ebene  nicht  /=  0,  oo,  i  verwandt  wurden,  j 
so  l)ed(iilen  die  drei  l  unclioncn  noch  einer  Heduclion,  um  tüp  ] 
für  unsere  Ahbildungszwecke  dirct  l  i*i  iiuc  liharrn  Ii  dar/usU;!-  '. 
len.  Nach  geeigneter  Umsetzung  nehmen  sie  die  Form  an : 

^Xllj  0  :      :  0  —  ^  =  i 

(XIV)  0:W:0^W^ 

Z,(2*  .  3'^;^,*-  3»  .  7  .  43Z4Z.-2«  .  7Z,^^ 

(Zj-Z,i  ^2«.3»Z,*-3^6.HZ/Z,+««-3«.23  Z,  Z,*+2*'' 

(XV)  ***)  a):«F:a)-«F« 

2*  ■  Z,  (3^  Z,^  -  3 '  •  :>«  Z^  Z,  H-  5^ .     Z,      —  5*Z,»}' 
:  ö'^.Z;*(Z4-Z.)^.(3*Z,-h5ZJ» 

:  (« . 3« Zi»-3» .  5*Z/  Z,  -  «».3« . 5»  Z,»  Z,*  +  2 .  ö« .  4  < .  1 7  Z/-  Z^ 

-  2.  49  .5''.Z,Z,*-i-  a'^ZjV. 


Brioschi :  »Sullo  cquazioni  difTerentiali  de)  tetracdro,  doli'  oUaedro 
c  üeir  icosaedro«,  Annali  di  Maternatica,  Serie  II,  t.  10,  pag. 

**]  Klein:  «über  lineare  Differentialgleichungen«.  Malb.  Ann.  Bd.  XII, 
peg.  167. 

Wegen  dieses  Falles  vergleiche  man  die  Anmerkung  auf  pag.  66 
von  Bd.  XVU  der  Blatfa.  Ann. 
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Die  tiestimmuDg  der  Constanlen  von  H  kann  man  nun  auch 
in  allen  Fällen  dadurch  bewerksleiligeo,  dass  man  in  die  Glei- 
chuDg : 

welche  aus  Gleichung  (4)  hervorgeht,  wenn  man  jb  s  ^  und 


»1 


H  =  ^  setzt,  für  z^,  s^^  ihre  EntwickeluDgen  nach 

bypergeomelnachen  Reiben  von  Z  eintragt.  Man  erhäU  dann 
durch  Vergleichung  der  Goefficienten  gleicher  Potenzen  von  Z 
etoe  unendliche  Anzahl  von  Beatimmungsgleichungen  fUr  die 
betreffenden  Gonstanten.  Auf  diese  Weise  hat  voraussichtlich 
Herr  Goursat^  der  sich  mit  der  allgemeinen  Aufgabe  beschflftigte, 
alle  rationalen  Transformationen  der  hypergeometrisehen  Reihe 
aufzustellen ,  die  Transformationen  gewonnen,  welche  sich  in 
einer  letztbin  publicirten  Note*)  vorfinden. 

Um  den  soeben  auseinandergesetzten  Weg  einschlagen  zu 
kennen,  ist  es  nölhig,  die  Darslelluni4  von  5,,  5^  durch  li\f)er- 
geometrische  Reihen  resp.  durch  /'-Functionen  in  expliciler 
Form  anzugeben.  Wir  können  uns  darauf  beschranken,  nur 
<lie  /^-Functionen  ftir  je  einen  Fall  der  o  unterschiedenen  Kla.ssen 
inzutieben ,  da  alle  anderen  sich  aus  diesen  nach  oben  durch 
Anwendung  einer  der  6  b'nearen  TransrorüiationcD  ergeben, 
weiche  ihrerseits  nur  auf  ein  Vertauschen  der  Exponentenpaare 
der  betreuenden  P-Functiou  hiuauskommen.  Greifen  wir  zum 
Beispiel  die  fünf  Fnlle  i,  S,  ^3,  16  der  obigen  Tabelle  her- 
aus, so  lassen  sich  die  5  P-Funclionen  besonders  einfach  zu- 
sammenfassend schreiben,  da  für  alle  5,  =  =  /-g  =  0  und 
s^=  ß.  Man  findet  y  dass  dann  2^,  js,  unter  den  aligemeinen 
M  UDclionen : 

I   jL  -L.  J_  ^  ÜitU*^     y  ^  *  ^  _  Iii 

S     »       lHj"""  S      8  5 


l    8«,      8       5  '  tn^^ 


speciell  diejenigen  sind,  welche  aus  den  Riemann*schen  pß, 
P^*  durch  beliebige  analytische  Fortsetzung  erwachsen,  wobei 


*)  Sur  uue  ciiualioa  di/TcrcnticIlc  du  lioisiemo  ordre,  Comptes  rendus 
t.  98,  pag.  41»  und  809. 
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die  bei  Riemaon  uock  unbestimml  gelassenen  ersiea  Coei&cien- 
ien  von  P^,  PP*  sich  ergeben  als  bestUglich : 

K  '  V 

Hierbei  ist  Y  ein  aus  den  Grössen  f/,  jT  rational  zusammeniie- 
setzter  Ausdruck,  den  wir  im  einzelnen  Falle  beim  Übergang 
von  der  Function  ^  zw  den  Functionen  s,,  als  conslant  an- 
genommen haben ;  der  Werth  desselben  ist : 

iwo  I 

d  in  (5^j  hat  den  Werth : 


U,  Über  die  Kedaelrbarkeit  der  dilelchujig 
Bei  Untersuchung  der  Gleichung 

driiniit  sicli  von  vornherein  die  Frage  nach  der  UtMlucibilital 
ileraelben  auf.  Belrachtet  man  in  [\)  i\  als  unabhängige  Varia- 
beie  y  so  werden  zu  jedem  Werte  17  60  Werte  %  gehören,  und 
man  bentflhigt  zur  Darstellung  der  60  Zweige  der  Function 
einer  60-blättrigen  Riemann'schen  Fläche ,  welche  nothwendig 
zerfallen  muss,  wenn  Gleichung  :f  reducibel  sein  soll.  Es  ge- 
lingt nun,  aus  der  conformen  Abbildung  heraus  die  Riemann- 
sehe  Fläche ,  auf  welcher  %  als  eindeutige  Function  des  Orl«s 
erscheint,  zu  construiren.  Eine  generelle  Untersuchung  aller 
hierher^ehörigcn  HitMiinnn  sLhen  FlJlchen  lit  Icrl  das  Hesullad 
da^^  alle  AbhilduiK/sjjlcaJiimgen,  welclie  zu  Iii  et  ecken  um  hall 

also  zu  Ürmeckm  ^y,  ,  gehureuj  sich  m  60  factoren 

(7)  jj  =  rat(i^) 

spalten;  diese  Factoren  gehen  aus  einem  hervor,  wenn  man 
auf  z  oder    bezüglich  die  60  nicht  homogenen  Ikosaedersub- 
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sülutionen  anwendel.  Jeder  solcher  Factor  bleibt  dann  bei  60 
simnltanen  Sui>stitutionen  von  t}  und  s  ungellndert.  /n  aüm 
anderen  Fallen  dagegen  erweist  sich  Gleichung  (1)  als  irr«rfii- 
cibeL  und  es  i;iht  selbstverständlich  3600  simultane  Substitu- 
tionen \un  >!  iiiul  3,  bei  (Ionen  dieselbe  in  sich  tibergeht. 

im  Falle  z  =  rif^'i  worden  wir  nun  n.iiüriich  diese  Func- 
tion r  direct  berechnon  und  von  der  Construction  der  Function 
ff'Z  ,  die  für  unser  AhhildiinL'sprotilem  dann  Uhophnupl  niclit 
mehr  interessant  ist,  Ahsljind  nehmen.  Man  würiie  wohl  über- 
dies am  besten  ihun,  hier        nicht  direct,  sondern  eben  aus 

X  s  r  (i7j  durch  Einsetzen  in  7Va-.5  t  zu  construiren. 


in.  IiiTarlaiitentheoretlseher  Ansati  nur  Bestfnimiuig  ron  r. 

Betreffs  der  Abbildungsgieichungen  (7)  liaben  wir  eine 
Unterscheidung  su  machen ,  welche  sich  auf  die  simultanen 
Transformationen  der  beiden  Variabelen  %  und  i/  besieht.  Da 
bei  der  Abbildung  durch  (7)  die  Nenner  der  Winkel  des  abzu- 
bildenden Dreiecks  dieselben  Werthe  haben  als  die  des  Elemen- 
tardreieeks ,  so  werden  die  Substitutionen ,  welche  %  und 
gleichseitig  erfahren,  immer  dieselbe  Periode  besitzen.  Aus 
diesem  Grunde  werden  femer  den  Substitutionen  8,  (7,  T  von 
der  Periode  bezUj^licli  3,  •'),  2,  welche  zu  den  Keken  3,  5,  2 
des  Elementardrciecks  gehören,  und  w(>k-he  den  Relationen 

r»=  4,       =  4 

genügen ,  drei  Substitutionen  8%  ü\  T  entsprechen ,  die  zu 
den  Koken  3,  5,  2  des  anderen  Dreiecks  gehören,  und  welche 
ihrerseits  den  Relationen 

s'^  =  ir^  =  r*  =1,  s'  £/'  r  =  4 

genügen.  Durch  diese  Relationen  ist  aber  die  betreffende  Sub- 
stitationsgruppe,  nttmlich  hier  die  Ikosaedergruppe,  vollständig 
dsfinirt,  wie  Herr  Dyck*)  gezeigt  hat;  daher  sind  beide  Grup- 
pen, abstract  genommen,  identisch.  Es  besteht  somit  im  ratio- 
nalen Falle  zwischen  der  Gruppe  der  60  Substitutionen  von  z 
und  der  Gruppe  der  60  Substitutionen  von  rj  holoedrischer  iso- 
mrphismus. 


*j  Dyck:  Grappcntheoretischü  bludien,  Math.  Ann.  Bd.  XX,  pag.  1  ff. 
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Hieraus  folgi  nun,  vermöge  einer  bekaniUen  Theorie*,, 
aber  auch  direet  aus  der  Lage  des  absubildenden  Dreiecks, 
dois  die  linearen  StdfstätUionenf  wdche  z  erfahrt,  sich  bei  geeig^ 
neter  Auswahl  des  Factors  z  ^  r(i/)  aus  den  linearen  Substitu- 
tionen,  denen  man  jeweils  17  unterwerfen  mag^  ergebefi,  indem 
man  in  letzteren  die  fünfte  Einheitsumrsel  e  durch  e^  ersetzt,  wo 

V  ^  4  oder  %  ist. 

Zu  y  s  1  geboren  alle  Dreiecke ,  die  sieb  an  die  Seiten 
des  Klementardreiecks  anlehnen,  zu  v  =  2  alle  die,  welche 
durch  die  das  Dreieck  1,  \)  [lall  XIV  der  Tabelle  von 
Schwarz]  umsthliossenden  Kreise  gebildet  werden;  für  erstere 
ist  ß  =  ±  \  (mod  5  ,  für  lelzlere  =  ±  2  mod  5  .  Auf  diese 
Unterscheidung  hal  bei  verw.uidtcMi ,  rein  ;ili;el)r;iiselien  Unter- 
siiehuna;on  zuerst  Uerv  Ki  üiiecker*'  aurmerksam  izeiiiachl ;  di(? 
Herren  Klem***)  und  Cordanj)  fUln'len  sie  dann  in  die  Thofiric 
des  ikosaeders  ein  und  zwar  mit  der  aus  der  invariantentbeorie 
herObergenomnienen  Bezeichnung  cogrodientes  (für  v  =s  i)  und 
contm^redientes  (y  as  %)  Verhalten  der  beiden  Variabelen  js  und 
rj.   Dementsprechend  werden  wir  die  Dreiecke,  welche  za  Fall 

VI  der  Scbwars^scben  Tabelle  gehören,  cogrediente,  die,  welche 
zu  Fall  XIV  gehören,  contragrediente  Dreiecke  nennen. 

ViTas  nun  die  Bildung  von  r(i;)  selbst  angebt,  so  werden 
sich  Igemüss  der  Hegeln  der  Invariantentheorie  im  cogredienten^ 
wie  im  coniragredienten  Faüe  sämtliche  r  aus  zwei  derselben  ra- 
(fonal  ableiten  hasen, 

Jm  cogredienten  Falle  gehen  wir  von  den  beiden  Functionen 

^  und  —      aus ;  die  Function  —  ^ ,  welche  die  Abbildung 

auf  DreiedL  (f ,  ^,  ^)  vermittelt,  Ist  in  dieser  Hinsicht  zuerst 
von  Herrn  Kleinff  ]  angegeben  worden.  Jede  weitere^  ein  co- 
gredientes  Dreieck  abbildende  Function  stellt  sich  dann  dar  in 
der  Form : 

*)  Man  vergleiche :  KMn,  Theorie  des  Ikosaeders  etc.  Ahschaitt  Ii, 
Kap.  4. 

**)  Kroneeker,  Berliner  Monatsberichte  4861. 

Klein,  Weiter»  ODtersuohimgeii  tüier  das  Ikoeaeder,  Math.  Aan. 

Bd.  XII,  piifz.  585. 

f)  Gordan,  Cber  die  Aunü,suu^  der  Glcichuag  5tea  Grades,  Math. 
Ann.  Bd.  XIII,  pag.  375. 

if)  JTto^,  Math.  Ann.  Bd.  XII»  |iag.  596,  Anmerkung. 
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iro  Ä,  raliunale  Function  von  Z;  div  Facloren  rund  //  musston 
der  homogenen  Schreibweise  halber  zugefügt  werden  ;  nur  so 
sieilt  sich  l  als  Function  allein  von  Z  dar.  Die  Formel  (8)  ist 
Im  Wesenllicbeo  ideDiisch  mit  der  von  Herrn  Klein  *}  durch  Po- 
iarenbildoDg  gewonnenen. 

Im  cwUragrtdienten  Falle  liefem  uns  die  beiden  In  %  linea- 
ren Covarianten  Q  und  (r,  B)^^^^  die  sich  in  der  von  Herrn  Gor- 
dan'*^  aufgestellten  Tabelle  contragredienter  Funktionen  vor- 
finden,  Bwei  r(i/),  aus  denen  man  alle  andereo  susammensetKen 
kann.  Aus 

erhallen  wir  durch  Nullsetzen  die  beiden  Gleichungen: 
,  »  l  =  und 

jy,  1?,«- 3^17,%»  - 8617,  V 

Wie  ich  einer  persönlichen  Mitteilung  entnehme,  hat  Herr 
Dyck  zuerst  darauf  aufmerisam  gemacht,  dass  durch  ^  ^  ^ 

die  Abbildung  des  Elenientardrciecks  auf  Dreieck  (} ,  |,  \), 

durch  z  »  —~  die  Abbildung  auf  Dreieck         ^)  geleistet 

wird.  Aus  diesen  beiden  Functionen  setzt  sich  jede  weitere, 
die  ein  contragredientes  Dreieck  abbildet,  in  folgender  Weise 

zusammen : 

'lft\  «  «  ±  .  '     +  '^  CI'a 

WO  iL  wieder  nUimiüe  Funetüm  von  Z. 

Wir  haben  somit  fUr  die  rationalen  Fälle  die  Aufgabe  dar- 
auf zurflckgefilhrt,  X  als  rationale  Function  von  Z  zu  berechnen. 


*)  KM»,  Math.  Ann.  Bd.  XII,  pag.  m. 
**)  Gonto»,  Math.  Ado.  Bd.  XIII,  pag.  886. 
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Dasselbe  lüsst  sich  stets  aus  der  Hodinj^ung  ge^^  iiuien  ,  dass  die 
FuDctioualdclcnuioante  (f/),  tp]  die  Fonii  ff^"*  T^~*  be- 

sitzen nniss.  Die  Funclionaldelerininanle  stellt  sich  Ijis  ;»uf 
eiiK  nicht  iu  Betracht  komuieade  Constante  c  dar  im  cogreiiieo- 
leü  hülle  als : 

(10)  [ip,  ip]  =  c  {(rU*-f.  10 A  -  \)H'  +  [tOk  -4-  \]Wf* 

im  coutragredieotea  Falle  als : 
< )       i//;  =  A  {2 . 3 7 ,  X     7) -  37  (^^    - 1 Ä -  U)  1 2'  r 

^Xr{H,[H,,k]^H,[H^,k])y 

Hieraus  erhalt  man  durch  obige  Bedingung  stets  eine  ge- 
nQgend  grosse  Anzahl  von  Bestlmmungsgleichungen  fUr  die 
Goefficienten  der  Potenzen  von  Z  in  ü. 

Als  Beispiele  mögen  folgende  Functionen  dienen ; 
a)  m  cogredimten  Falle  : 

z  =  ,  zu  Dreieck  [i,     ^)  gehörig, 

4  i  W«  Tnt~  (ff»-  34  •  < 

z  =  ^,  zu  Dreieck  (|,  j). 

41  JI«.r9,+(lf»-84  .12»/*) 

h;  /m  ootUragredienten  Falle : 

Man  kann  A  nun  auch  gew  innen  durch  direcles  Linsetzen 
der  H(*ilteneDtwickeluogeD  von  2^,  2,,  ij^,  ij,  iu  Gleichung  (Hj 
und  10). 

Da  im  rationalen  Falle :      =     =      »     =     =      =  0 ; 
=  a,  .v^  =       t.^  =  y  und  n  =  1 0  or  -|-  6 +  Iii;»  —  30, 
so  stellen  sich  allgemein  dar  als  specielle  Fälle  der 

Function : 
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1     L  z. 

6  '       10'  4 


a 


1  -y. 

40'  4 


V 
1 


und  besitien  batiglich  die  erstea  Coeffieienten 


1 


10 


^  .  12"-  Vi-  , 


WO 


speciell  zur  Darstellung  von  17,,  17,  erhalten  wir: 

1.  -LA 

6'       40'  4 

-L  -Li, 
«  »      iÖ»  4 

und 


z 


wo 


IT*  ABwendiiiif      i«Iatl0B«i  Inter  toetiOBeB  eontlfnaB» 

Die  Eintragung  der  P-Functionen  zur  Gewinnung  von  K  im 
rationalen  Falle  gestaltet  sich  nun  besonders  einfach,  da  alle 

Gogredienten  q>,  ^  in  %  ^  ^  mit  fj^^  ij^^  "~  ^  *  ^ 

gleloben  alle  eontragredienten  ^  mit  0, ,  H^y  cou- 
tigue  P-Functionen  sind. 

Was  zunächst  den  cogredienten  Fall  angeht,  so  kann  man 

die  P-Funt*tion ,  durch  welche  sich  /^^  .iiisdrilrken ,  durch 
MuUijiliralion  inil  einem  geeigneten  Factor —  Z/ auf  die 
Form  bringen; 


Die  P-Fünetionen  für  alle  cogredienten  (p ,  ip  werden  sich 
dann  allgemein  sdireiben  lassen : 
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0,  !i 


m,  0 


60 


n 


WO  die  gansen  Zahlen  1^  m,  n,  p  dar  Relation  i  -i-  m  h-  n + p 

genügen;  so  hat  mau  z.  B.  zur  Üarsteliung  von  —  ^  i 
Function : 


0 

ie 


Aus  diesem  Grande  besteht  swischen  je  drei  ip  und  ebenso  drei 
iff  im  oogredienten  Falle  eine  lineare  Relation»  die  relalio  inter 
functiones  contignas. 

Dasselbe  Resullat  erhalten  wir  fttr  den  contragredienten 
Fall.  B^,      geboren  %n 


4  13  1 
T  *  60  '  % 


H|,  SU 


Pi 


0, 


87 
•0» 


0 


8  »  SO  ^ 


,1 


wMhrend  alle  anderen  ^,  ip  im  contragredienten  Falle  sich  durch 
eine  Function  der  Form 


0, 


3 


J2  +  «,o 

6Ö 


4 

T 


WO  w  iedcr  /  -+-  m      n        =  0,  ausdrücken  werden ;  dem- 

na(!h  besieht  also  auch  hier  zwischen  je  drei  (p  und  ebenso 
zwischen  je  drei  ip  eine  Relation  der  t;pnannten  Art. 

Damit  ist  nun  unsere  Untersuehiirii;  an  vnio  ftM  iiüo  Theorie, 
an  die  Theorie  der  relaiiones  inter  functiones  contiguas,  ange- 
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schlössen,  welche  zuerst  Gauss*]  iür  die  hypergeometriscben 
Reiben  schuf,  und  die  dann  später  von  Jtiemann**)  fttr  die 
P-FuDcUonen  in  systematischer  Weise  entwickelt  wurde. 

Wollte  man  alle  Functionen  r(rj)  mit  Httlfe  der  Functtonal- 

determinante  berechnen ,  so  würden  sich  bald  bedeutende 

Schwierigkeilen  einstellen,  in  Folge  der  grossen  Anzahl  und  des 
hohen  Grades  der  liedingungsgleichungen  für  die  Constanlen. 
Dieser  Weg  ist  nur  so  lange  von  rel<ntiv  einfacher  Natur,  so 
lange  der  Grad  von  X  in  /  kleiner  als  2  ist.  Hei  der  Berech- 
nung (lor  /  von  höherem  Grade  treten  dann  die  relaliones  inier 
funrtioiies  contiguas  in  ihr  Hecht  ein;  natürlich  katin  man  auch 
die  oben  angeführten,  einfachereu  Beispiele  mit  Hülfe  derselben 
ableiten. 


*)  G«uit:  Oisquisiliooes  geoerales  circa  seriem  iDÜnilam 

Werke.  Bd.  III,  pag.  <25. 

**)  Biemann:  Ges.  Werke,  pag.  74. 
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Friedrich  Engel,  Ueber  die  ÄheV sehen  Helatiomn  für  die 
Theiiwerlhe  der  eiliplischen  FuncUonen,  (Vorgelisgt  von  Prof. 
Klein.) 

Schon  t»M  Abel*)  finden  sich  lineare  Identititten  zwischen 
den  Kinheilswurzeln  und  den  Wurzeln  der  specielleu  Theilun»:s- 
gleichungder  elll[)ttschcn  Functionen  d.  h.  derjenigen  Gleichung, 
weiche  die  zu  raiionalen  Tbeilen  der  Periodea  gehörigen  Fudo- 
tionswerthe  bestimmt. 

Freilich  gibt  Abel  diese  Identitttteii,  welche  ^ir  kurx  als 
die  »Ab einsehen  KelatioDon«  bezeicboeD  werden,  noch 
nicht  in  definitiver  Gestalt.  Sein  grosses  Theorem  lieferte  ihm 
zwar  die  Existenz  solcher  Relationen,  reichte  aber  nicht  aus, 
um  die  auftretenden  Einheitswurzeln  vollständig  zu  bestimmen. 

AbeTs  Andeutungen  ftthrte  Sy  1  ow  im  Jahre  1864  aus,  er 
bestimmte  die  betreffenden  Einheitswurzeln  und  gab  zwei  Be- 
weise für  die  Relationen.  Spater  (f  874)  benutzte  er  dieselben, 
um  die  bis  dahin  noch  nicht  bestimmte  Galois'sche  Gruppe  der 
Theilungsgleichung  ahzuleilen  **). 

Schliesslich  gab  KronecktM-,  als  er  im  Jahre  1875,  olme 
Sylow's  Resultate  zu  kennen,  die  Gru()pe  der  Theiluns^s- 
fj;lcicliung  behandelte***  .  auch  einen  Beweis  für  die  Abel'sehen 
Relationen  und  deutele  n()<  h  verschiedene  Wege  an,  auf  denen 
man  zu  denselben  gelangen  köuue.  — 

*)  Oeuvres  conipU'N^'i,  i.  Au*;i:.  Bd.  1  ]v  r,i3,  II  p.  i^y^ . 

Christiauia  ViUonskabsselskab.s  FoilwiiuUinger ;  1864  p.  68  IT.  uiiU 
4874  p.  418  (T. 

***)  Berliner  MonalAberichle  vod  1S78  p.  498  ft.  Kronecker's  Beweis 
findet  Bich  auch  in  den  Noten  zu  AheVs  Oeuvres  complötes  Bd.  II  p.  818.  et 

auch  Ik^rlinor  Monntsl)ericiitc  von  1876  p.  svn  Kronecker  sich  über  das 
Veriittllniiw  seiner  l>nlersuGhungen  zu  denen  Sylow's  ausspricht. 
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Allf»  diese  üntersucluirii^en  [)i  schäftigen  sich  nur  mit 
sin  am  cos  am  t;  u.  s.  w.,  also  nur  mit  solchen  Functionen, 
weiche  bloss  bei  gewissen  nicht  bei  allen  lineareD  Transforma- 
tionen der  Perioden  angeändert  bleiben.  Dagegen  werden  die 
W  eierst  rassischen  p{u)  undp'[tf),  welche  bei  allen  solclien 
Transformattonen  invariant  bleiben,  gar  nicht  berücksichtigt. 

Eine  andere  Bemerkung  ist  die  folgende.  Es  hat  zwar 
Sylow  die  Aberscfaen  Relationen  in  ihrer  allgemeinsten  Form 
aofgestellty  doch  geht  er  ebensowenig  wie  Kronecker  auf  die 
Frage  ein,  wie  viele  von  einander  unabhängige  Gleichungen 
durch  diese  Relationen  dargestellt  werden,  oder,  was  dasselbe 
ist,  wie  viele  von  den  Wurzeln  der  Theilungsgleichung  unter 
Adjunctiou  der  Einheitswurzcln  von  einander  linear  unab- 
hängig sind. 

Mit  diesen  heiden  Punkten,  welche  anscheinend  bisher 
■  nocii  keino  B(»li;mdIuDg  gefunden  haben,  beschfifligt  sich  dit» 
folcond«  Miilheilung.  Diesel!)e  hohandelt  also  die  Aufgabe, 
i-irici  .Neils  die  Aberscheii  Relationen  für  /)  'u]  und  p'(u)  aufzu- 
stellen, andererseits  das  Öysletu  dieser  Uclalionen  näher  zu 
untersuchen. 


Dureh  die  Aiiwendunj;  \on  Ueihenentwickeluniicn  finden 
Sylow  und  Krouecker  die  Aberschen  Relationen  zunächst 
in  der  Form : 


0 


WO  t  =  ('  "  .  n  eine  uns^erade  Zahl,  eine  der  Zahlen  0,  4  bis 
n  —  i  ,  endlich  k£2^  und  irgend  zwei  primitive  Perioden 
der  Function  sin  am 'r,  x)  bedeuten. 

4  und  hangen  mit  den  beicannten  Grossen  Kund  K' 
durch  die  Gleichungen  zusammen : 

wobei : 

as4  ,      /?s8/50  ,       2ds2mod.4.  .2a) 
sinam{r,  x]  bleibt  bei  allen  linearen  Substitutionen  von  der 

lfalh.-V%fi.  CUM«.  18M.  f 
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Forin  2),  2r/)  in\;iriiinL  Da  diese  Subslitulionen  durch  Con- 
gruenzen  iDod.  i  (Jefinirt  sind,  können  wir  siuam[t7,x)  als 
Modulfunction  oder  kurz  als  Function  viorter  Stufe  bezeichneo. 
Dagegen  sind  p(tt)  ,  p''Ui  Functionen  erster  Stufe. 

Wenden  wir  auf  die  Function  sin  aui  v  eine  ganz  beliebige 
Substitution  2)  an,  bei  welcher  sie  nicht  invariant  bleibt,  so 
rouliiplicin  sie  sich  entweder  m\i  einem  oonslanten  Factor  oder 

seht  über  in:       ^"^      ^""^  ^'  -   Fttr  diese  beiden  Functionen 

^  cos  iiw  r  '    ^  ;itn  r 

erhallen  wir  (laher  ;ius  T  durch  Anwendung  der  betreflendeu 
linearen  Snhsiitutionen  ucn.m  analoiie  kienliliilen. 

Diese  Ik  inerkung  giei)l  uns  ein  Millel  an  die  Hand,  unser 
erstes  Ziel  zu  erreichen.  Wir  brauchen  uns  bloss  zu  vergegen- 
wärtigen, dass  jede  symmetrische  Verbindung,  also  auch  die 
Summe  aller  WertbOi  welche  eine  Function  m-ter  Stufe  vermöge 
aller  linearen  Transformationen  der  Perioden  annimmt,  eioe 
Function  erster  Stufe  liefert.  Wollen  wir  dieses  Princip  an- 
wenden, so  müssen  wir  sunttchst  sin  am  i;  rational  durch  p{u\ 
und  p'{u)  ausdrücken. 

Ol,,  Ol,  seien  irgend  xwei  primitive  Perioden  von  p{u): 
tax ,  ta^i ,  lOf,  seien  drei  aufeianderfolgende  Perioden  des  Gyklus: 

Soll  sin  am  (v,  x]  rational  durch  p(u)  undp'(ii)  uusdrück- 
bar  sein,  so  müssen  nothwendig  w^  und  oi,  so  gewählt  werden 
können,  dass  4A'  =  ccd, ,  %iK' ss  c.oi,  und  v  ss  c,u  wird. 

sin  am  (t; ,  x)  wird  aber : 

einfach  Null  bei:  v  =  0  ,  %K  , 

einfach  unendlich  bei:  f  =s  lA'',  tk-t-  iK' . 

Andererseits  wird  ^ ^f^^^  =  : 

einfach  Null  bei ;  ti  «  0  ,  ^  , 

einfach  unendlich  bei :  u  =  y  ,  . 

Also  können  sich  {u)  und  sin  am  (v ,  x)  nur  durch  eineo 
constanten  Factor  unterscheiden : 

sin  am (i;,  x)  as  C.g)^{u]  . 

Dividiren  wir  mit  ti  und  geben  xur  Grenze  fttr  u  as  0  über,  ao 
kommt : 
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{ 


£ 

mithin : 

siD  am  (c .  u ,  x)  =  —  2c .  9,  (ti)  . 
fietrachten  wir  allgoniein : 

9a  haben  wir: 

sin  am  (q  .  m  ,       =  -  2^  .  ^ 

UDler  A';^ ,  Ä)'  die  zu  y.^  ^^^hörigen  Integrale  verslnnden. 

(px{u)  ist  hier  ciru*  Function  zweiter  Stufe,  sie  hleihl  in- 
variant bei  allen  Transformationen  der  Perioden,  welche  ei  in- 
variant lassen.  Ihre  primitiven  Perioden  haben  daher  die  Form : 

luil  der  Bedingung  :    ß  =0  mod.  2  . 
Aus  \  ]  ergiebt  sich  zunächst : 

'^a,^oi.^^\pi±^\  =  0      =  1 ,  2,  3)  ,  .    .  8) 

WO  a ,  (!  den  in  2a)  angegebenen  BcdinaunLit  ii  nKid  i 
genUijpn  müssen.  Beachten  wir  aber,  dass  (px[u)  bei  allen  Sub- 
stitutionen Ü,  in  denen  ß  =  0  niod.^  ist,  sich  nicht  Sndert  und 
wtMiden  (beseligen  auf  die  Gleichungen  5)  an  ,  so  überzeugen 
wir  uns  sofort,  dass  5)  auch  mit  der  einzigen  Beschränkung 
ßsO  med. 2  gültig  bleibt. 

Allerdings  haben  wir  jetzt  nach  dem  oben  angedeuteten 
Principe: 

fl  {<Pi  («)     'ft  (")  +  ^3    )  *  5j 

P' 

allein  wir  künnen  von  diesen  Formeln  noch  kt  iiirn  (»ebraueh 
machen .  w  eil  in  5)  die  Argumente  der  g)i  von  dem  Index  k  ab- 
hängig sind. 

Um  diese  Beschränkung  zu  beseitigen,  bemerken  wir^  dass 

mit  5)  zugleich  auch  die  Gleichung : 
fi—  1 


|2{<?,.  f/',(«)  +  ^,.r/),(M)-|-e,.<jP,{wj)  = 
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stHlKindel.  Die  linken  Seilen  beider  Gleichungen  UDterSCheiden 
sich  uainlieli  nur  durch  den  Factor:  6~*^  . 

Unsere  Gleichung  5)  fand  ursprünglich  stall  im  Falle 
ß^O  ,  also  für: 

asl,  ßsd,  yso,  "^"^-^  • 

Wühlen  wir  jetzt    =  0  ,  ^  ungerade  und  setzen : 

so  linden  wir,  dass  5)  niicli  gilt,  falls: 

to-O.  ßs^,  ysi,  dmi\ 

Wählen  wir  andererseits  ^  =  0  ,     ungerade  und  setzen : 

50  ergiebt  sich  aus  den  eben  gefundenen  Bedingungen  filr 

a,  ß.      d,  dass  5)  auch  bestehen  bleibt,  wenn: 

a^O    1^^^^    y^i  ö^0\ 

Damit  sind  alle  Möglichkeiten,  welche  mod.2  bei  den  Zahlen 

a.  d  eintreten  können,  erschöpft  und  wir  sehen,  dass  in 

den  Gleichungen  4)  und  5)  ßy  d  alle  niit  der  Hedinizung 
aS  —  ßy  =  1  vertriifilichen  Werthe  annehmen  kunnen.  Dann 
bedeuten  al)er  uf)^  und  offenbar  zwei  beliebige  primitive 
Perioden  von  /^(u)  und  es  ist: 

)  =0  (i  =  » ,  2,  3) 

aö  —  ßy  =  i  . 

Jetzt  haben  wir  in  allen  unsern  Gleichungen  7)  von  dem  index  l 
unabhängige  Argumente.  Wir  können  daher  aus  7)  vennöge  der 
Gleichungen  6)  die  gewttnschlen  Relationen  fttr  die  Functionen 
erster  Stufe  lusammensetzen. 

Dieselben  stellen  sich  dar,  wie  folgt: 

8)    .  V«   r  ^^-iT—  =  0  ,       >7a£*«^-   ^  -"-iH  =  ö  • 
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Diess  kurz  der  Gedankenganf;,  welcher  mich  zuerst  zu  deo 
GleichuogeD  8)  geführt  bat.  £r  war  zwar  einfach  genug,  aber 
insofern  unbefriedigeod,  als  er  die  FiinctioDeo  erster  Stufe  p  (u), 
p*(u)  gewissennaflsen  als  secundär  gegenüber  sin  am  u  u.  s.  w. 
erscheinen  Hess.  Ein  direkter  Beweis  der  Abe]*schen  Relatio- 
nen 8}  blieb  daher  immer  noch  wllnschenswerth.  Einen  solchen 
hat  seitdem  Herr  Professor  Klein  im  Juli  dieses  Jahres  in  seiner 
Vorlesung  Ober  elliptische  Functionen  vorgetragen  und  er  hat 
mir  gestattet,  denselben  hier  zu  reproduciren,  was  in  etwas  er- 
weiterter Form  geschehen  soll. 


§2- 

Wir  bezeichnen  durch  Z{u)  das  elliptische  Integral  zweiter 
Gattung :  und  wie  früher  durch  vf^^m^j  so  jetzt  kurz 
durch  ia^ ,  zwei  ganz  beliebige  primitive  Perioden  voYi  />  [u] . 
Die  Functionen  ^j^j  und  ^j;^  werdea  im  Periodenparaiiclo- 

graroro  (w,,  ü>,)  beide  an  den  drei  Stellen :  ?^?*5Ji±^^ 

je  einfach  unendlich.  Sie  lassen  sich  daher  in  der  Form  dar- 
stellen : 


») 


:5=i^q.4-'^)-HC,, 

wobei  die  Gonstanten  cx  und     noch  den  Bedingungen : 

c^  +  c,  +  c,=  0,      C^-t-C,-»-C,s=  0   .    .  40) 

genügen  roOssen. 

Wir  wollen  c;  und  wirklich  berechnen,  wenn  auch  ihre 
Werth«  im  FolL^eiiden  nicht  in  Betracht  kommen.  Nach  dem 
Adduionsthcorem  der  Function  Z[u]  ist: 

tw/         \  'ti  ■       'M>  ^       <  p'  w)  —  p'f«"i 

Z(tt  ^  v)  Ä  liu]  —  /  ri  4-  —       —  --f-  , 

\       /  \  i       ^  '      *  p     —  (vi 

also: 


z(„_-;^)=z(«)-.(^^)-h; 


2    y      -  €i 
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milhiu  ergiehl  sich : 

^  ^     V^,  .  P  N  VT, 


1  "  I 

Da  =  i  •[/'  —  <',) (;j  —  —  e,)  und  eine  ungerade 
FuDclioQ  ist,  eriiaiten  wir: 

3 

i 

wobei  fji^  ?i  H-  i^ft ,  und : 

3 

<  «  2  .Jj'ac;^  (PM  -  «/il  •  [P («)  -  «ir]  • 
1 

Diese  Gleichung  zerfölU  in  die  folgenden  drei : 

1 

1 

Entspreebend  wird : 


10a)    .    .  - 


Setzen  wir  für  die  Determinante : 


4 

4 

4 

4 

4 

«  1 

^1 

»  1 

V  1 

\  ^  1  — 

deren  Quadrat  =     (^»' —  27^,*^  ~  ^^^^   4"  ^ > 

wird: 


40c) 


13  3 


Da  /^'(u)  eine  ungerade  Function  ist,  sind  für  6  =  0  die 
Relationen  8)  evident.  Bei  der  Betrachtung  des  Ausdruckes : 
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n-  1 


'  "  1 — 


klhineii  wir  daher  den  Fall  s  0  mod.  n  ausschliessen  und  er- 
halten: 


«-1  *  n-1 


Das  Glied ^a«/^".  C4  ist  weggefallen,  da  S^^^"  bei  der  ge- 

0  0 

machten  VorauaaeliUDg  verschwindet,  n  ist  vorläufig  beliebig, 
also  nicht  nothwendig  ungerade. 

Für  die  Function        treten  nur  die  Ci  an  die  Steile  der 

r;^.  so  können  wir  uns  auf  die  Betrachtung  von  be- 
schi^nken. 

Wir  benutien  jetzt  eine  für  sin  am  u  bereits  von  Jacobi*] 
aufgestellte  Formel,  welche  auch  von  Kronecker  1.  c.  erwähnt 
wird.  Dieselbe  findet  sich  in  der  für  unsern  Zweck  geeigneten 
Gestalt  bei  Kiepert  im  Crelle'schen  Journal  Bd.  76  p.  37  u.  38. 
Wir  schreiben  sie  folgendermassen : 

Üierbei  ist : 

=  Ii     .  ^»)  »       ^«  =     ('^  »  ^'^)  • 
Setzen  wir  lur  Abkttraung: 

M  wird: 

vj-^       =V,,...s.(„),    .    .    .  «) 


*}  jMobi'(«iBmtticlieWwk.iM.lp.>T>. 
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In  dem  Ausdruck  fttr  Sx  (u)  isi  vod  1  abhängig  bloss  der  Factor: 

Fl  ,«    =   ;  i   . 

Wird  dieser  für  einen  von  X  unahh?ln|-:it;en  Werth  ü  des  Argu- 
uieules  u  sclithl  vun  A.  unabhängig  uiid  dlsu: 

io  bekommen  wir: 

. «)  =  6;  {ü\  =  6',  i«)  = 

und: 

ü-h  «I 

Der  angegebene  Fall  wird  eintreten  können,  wenn  die  beiden 
cr-Functionen  in  Zähler  und  Nenner  von  Fx{u)  sich  nur  durch 
einen  geeigneten  Exponentialfactor  unterscheiden,  also  wenn 
ihre  Argumente  um  ganse  Perioden  verschieden  sind.  Denn 
die  ff-Function  reproduclrt  sich  immer  dann  bis  auf  einen  Ex- 
ponentialfaetory  wenn  ihr  Argument  um  eine  ganse  Periode 
wächst.  Auf  diese  Weise  resultirt  lür  u  die  Bedingung : 

WMhlen  wir  das  obere  Zeichen,  so  koaiml ;  /<  S  Oniod.n|  was 
ausgeschlossen  ist.   Wählen  wir  das  untere,  so  wird : 

iU.tt»,   .   0.0».    .  9.10a 

WO         eine  der  drei  Perioden :    — ,       ,    —  H-  w.  von 

o    '  '^^^    oi^]  bedeutet  und  ^  von  k  unabhängig  sein  muss. 

Q  und  T  können  wir  ohne  Beschränkung  =  0  setzen,  denn. 
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wie  aus  den  Gleichungeo ; 

Z[U       T  .  lü^l   =  Z[u]       T  .  IJ, 

und : 

mit  r.t*ichtigkeil  folgt,  t  hfil  also  'j^nv  koinon  Kinflüss;  q  niulti- 
plii-ii'l  Si  Dut'  luil  einer  von  k  unabhängigen  Ktuheitswurzeli  die 
auch  nicht  in  Betracht  kommt.  £s  folgt  daher: 


JelBt  mOssen  die  Falle  il  a  I ,  S ,  3  getrennt  behandelt  werden. 
Man  findet: 


/     Ol,        \  *        '  * 


n  '/ 

Setzt  man  in  diesen  Ausdrücken  u  =  ^  +       ^  und 

»SS 

multiplicirt  sie  hierauf  mit  e  ,  so  erhält  man  die  Fi. 
Han  sieht  aber  bald,  dass  ,  F, ,  gleichzeitig  nur  dann 
von  l  unabhängig  werden  können,  wenn  ^  s  0  ist.  Wird 
aber  ^  as  0 ,  so  hat  man : 
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Dabei  ist  von  der  bekannten  Relation: 

Gebrauch  gemaeht  worden.  F^,  uod  ktfnnen  also  nur 
gleich  werden,  wenn  n  ungerade,  /i  aber  gerade  ist:  s  26. 
Demnach  ergiebt  sich  schliesslich : 

2fr* 

_      ^71       .  • 


Aus  den  Gloichuni^cn  folgen  jetzt  in  derThat  die  Äberschcn 
Helalioncn,  w  'w  sie  in  den  Gleichungen  8)  enthalten  sind.  Denu 
ü}^ ,  cj,  sind  nach  unserer  VorauüsoUung  durchaus  nicht  all- 
gemeiner als  ^o^ ,  . 

Bemerkt  sei  hier  noch,  dass  man  die  Uuabhiingigkeit  der 

Grössen  von  X  auch  beweisen  kann,  indem  man  die 

durch  Heiheu  nach  Potenzen  von  q  ausdrüikl.  iiier  ist  auch 
npch  folgende  Bemerkuu.^  am  Platze.   Der  Ausdruck: 

hat  Im  Parallelogramme  {^a^,  luj  gerade  %n  einfache  Unendlicb- 
keitsstellen : 

t*  =  T  +  -r^  t  (a  =  0,  <  ...n-  4; 
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(u)  tiat  natürlich  auch  %n  uud  nicht  mehr  NullstelIeD,  nämlich : 
u=--'  +  ^,  +       („-0,4. ..«-!)  . 

Jeisi  ist  aber : 

WO  />  eine  Conslante  bedeutet.   Alsu  folgt : 

«►,(«)  «X>. {«,{«)- S,(u)>  . 

Fassen  wir  das  Gesagte  zusaimneii,  so  ergiebt  sich,  dass  S^{u) 
unil  63(1/]  nur  lur  die  in  Werthe 

tt  =  — ■  — •  ,      ^  H  ^-h       (a  =  0,         —  I) 

n         n  2        »         n     ^  '  ' 

einander  gleich  werden  ktonen.  Ueberhaupt  zeigt  sich,  dass 
S^[u)y  S^[u],  S^[u)  nur  für  dien  Werthe: 

Lüi^      ata.   f         A    j  1. 

alle  drei  einander  lileich  werden  können.    T)fi  endlich  0^{u)y 
lind  ausser  diesen  n  Nullslellen  sonst  keine  ge- 

mein haben,  verschwinden  auch  die  Ausdrücke : 

(att}.\ 
^a-   „„a  — 5  =4 

.  p-j-*— ')       •     ''(«♦  „") 

Dur  an  den  n  Stellen : 

u=  (a  =  0,  4  ,..fi  —  4J 

zu  gleicher  Zeit.  Die  übrigen  2n  NuUstellcn  zu  bestimmen, 
welche  jeder  dieser  beiden  Ausdrücke  besitzt,  ist  mir  bis  jetzt 
noch  nicht  gelungen. 

§3. 

Nachdem  wir  so  einen  direkten  Beweis  für  die  Abe!*schen 
Relationen  8)  kennen  gelernt  haben,  ergeben  sieh  nunmehr  die 
Relationen  fiBr  g>x(u)f  sin  am  u.  s.  w.  eintiach  als  Folgen  der 
Gleichungen  8). 

Wir  gehen  jetst  dasu  über,  festsustellen,  wieviel  von  ein- 
ander unabhöDgige  unter  den  Gleichungen  8)  vorhanden  sind. 
Dabei  beschränken  wir  uns  auf  die  Relationen  zwischen  den 
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— ,  weil  fUr  die         genau  dasselbe  gilt.  Ferner  beschran* 

Pmth  Pa$b 

ken  wir  uns  der  Einfachheit  wegen  auf  den  Fall,  dass  die  an- 
gerade  Zahl  n  eine  Primzahl  ist. 

W  ir  bemerken  zunüclist,  dass  eine  gewisse  Verallgemeine- 
rung, welche  Sylow  noch  einführt,  nur  toriiial  ist.  Derselbe 
zeigt  nämlich  aui  Schlüsse  seiner  Abhandlung  von  i864,  dass 
allgemein : 

wenn  1,  fi,  Vj  ^  beliebige  ganze  Zahlen,  jedoch  Ä  und  /t  nicht 
beide 

mod.  n  s  0 

sind. 

Um  zu  zeigen,  dass  die  Gleichungen  13]  von  den  Glei- 
chungen 8}  nicht  wesentlieb  verschieden  sind,  bestimmen  wir,, 
was  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  immer  rolSglicb  ist, 
ßt     ^       folgenden  Bedingungen : 

(A^  —  ftif)  fSv  f      d .  (it^  —  fi^)  s  (f .  mod.n  , 

Schreiben  wir  ausserdem  noch  für  b{kQ^fip]  wieder  6,  so 
finden  wir : 

Das  sind  al)er  einfach  die  Gloichungcn  8).  In  den  Gleichungen 
44),  weiche  nunmehr  2U  discutiren  bleiben,  können  wir  alle  für 

6  s  0  sich  ergebenden  Eelationen  ersetzen  durch  die  — j— 

Gleichungen : 

Dieselben  folgen  ersichtlich  daraus,  dass  p'(u]  eine  ungerade 
Function  ist. 

Besonders  nützlich  ist  für  die  folgende  DIscussion  die  Be- 
merkung, dass  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  von  44)  sich 
nur  mit  e*^**  multiplicirt;  also  Null  bleibt,  wenn  man  von  dem 
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Argumenie  des  p'{w)  die  GrOsse  t  •  i".^«  eine  beliebige 

ganze  Zahl)  abiieht. 

Wir  müssen  zwei  Fälle  unterscheiden,  jenacbdem  eine  der 

Zahlen  a  und  fJ ,  sajien  wir  ß ,  inod.  «  S  0  oder      0  ist. 

I.  F a  1 1 .   fl       mod. n ,  also  ad  s  I .    W  ir  subtrahii'en 

im  ArgomeDl  und  wllhleo  r  so,  dass: 

6  .  y  —  t  .  «  S  0  mod.  n  . 

Dann  wird: 


a 


,  :(l  tl  0),        h  thi).,  \ 

0  p'^—i-  


==  0  . 


Für  o:  aö,  für  b:  ö.a  gesetzt  giebt : 

V,— i — - —  A) 

4M      ,  10(4),  +  6lU.,\  ' 

Alle  Gleichungen  4 4),  in  denen  /i  s  0  mod.n ,  kommen  also  auf 
die  Form  A)  znrQck. 

II.  Fall.  /?^0 mod.n.  Wir  können  jetxi  stets  errei« 
chen,  dass  ^50  wird.  Denn  subtrahiren  wir  im  Argument : 

I  '  "'i^  -"^"'i'  mj^j  machen  ö .  d  —  t  .  ^  S  0  mod.  n ,  setzen  dann: 

6.y  —  T.ersaj,  so  wird:  ß  .xs  —b  mod.  n ,  was  aueh  gilt, 
sobald  a  oder  y  mod.n  B  0  ist.  Somit  erhalten  wir: 

womit  wirklirh  (>  =  0  geworden  ist.    Sehreii»en  wir  jetzt  fllr 

h:  ß  h  ^  fUr  a :  .  a ,  dagegen  wieder  für  ß  .a  :  a ,  so 
kommt : 

5«                              =  0    .    .    .  B) 

"   »-  i  JT  '} 

Die  Gleichungen  A)  und  B)  stellen  offenbar  nur  dann  von  ein- 
ander und  von  den  Gleichungen  15)  verschiedene  Relationen 

dar,  weuB  ü  von  4  ,  a  von  0  ...  n  —  4  geht.  A)  und  B) 

iQsammen  repräsentircn  mithin  -~—  -h"  "^-^  oder       -  Re- 
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Intionen,  d.  h.  ebensoviel  als  es  dem  absoluten  Werlhe  nach 
veis(  Ii iedene  Wurzeln  p'a^i  giebt.  Du  ins  lolgt  mit  i;ross<»r 
Wahrscheinlichkeil,  dass  auch  die  lilt'ichuni;en  AJ,  B]  noch 
nicht  alle  von  einander  unnbhilni^ii;  sein  können. 

Es  ist  in  den  Gleichungen  B)  störend,  dass  w,  mit  dem  zu- 
sammengesetzten Ausdruck  aa  — 6  muUiplicirt  ist.  Wir  inUssen 
daher  suchen,  aus  B)  solche  Helationen  herzuleiten,  in  denen 
wie  bei  A)  und  beide  nur  mit  einem  Buchstaben  muliipli- 
eiri  erscheinen. 

Zu  dem  Ende  multipliciren  wir  die  Gleichungen  B)  mit 
B~     und  Summiren  nach  b  von  0 ...  n  ~  I .  Das  giebt : 

V,§  =  0  . 

•  *  »  (  r  ■) 

An  Stelle  von  h  führen  wir  das  neue  SuminalioDSi&eichen  r 
ein,  indeo)  wir  die  Substitution  machen : 

bsaa^r  med.  n  , 

So  erhallen  wir: 

>«         -—  ■■■■■    -  =  [)  . 

Jetzt  multipliciren  wir  mit  b^^^^"^^^  und  summiren  nach  a: 


fi- 1 


NT.  Vr  _!l  j   =  u 


Die  Summation  nach  o  kttnnen  wir  ausfahren,  denn 

ist  nur  dann  ^  0  und  zwar  —  n ,  wenn :  a  5  s  ±  ^  mod.  it. 
Auf  diese  Weise  behalten  wir  nur  eine  einfache  Summe  Obrig, 
ntfmlidi : 


r 


Für  «  —  I  und  s-^t  sehreiben  wir  bezüglich  b  und  c,  ersetzen 
schliesslich  noch  r  durch  a  und  haben : 
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=  0     .    .  16) 


Setzen  wir  b  s=:  c  ^  so  ergeben  sich  offenbar  die  Gleichungen  A), 

welche  somit  als  direkte  Folge  der  Gleichungen  Bj  dar^esteUl 
sind.    Selzen  wir  c  =  0 ,  so  komnil: 


»- 1 


1 


=■0  , 


was  sich  auch  schreihen  lasst : 
«- 1 
*  II  I  — 


=  0  . 


Wef^^n  t*^^— €       s  Si. sin zieheD  wir  hieraus: 

«  —  1  Sin   n  —  1 

Oirsr-  l'Orniel  culspi  icht  licnau  der  ersten  der  boiil<Mi  loimeln, 
weiche  Kronofkcr  in  .seiner  Ahhandhing  (Berliner  Mouats- 

)    berichte  von  1875  p.  500)  mit  la  bezeichnet  hat. 

I  Nachdem  wir  die  Gleichungen  16)  aus  B)  abgeleitet  haben, 

werden  wir  fragen  müssen,  ob  16)  auch  mitB)  vollständig  äqui- 
valent ist.  Um  dies  nachzuweisen,  multipliciren  wir  16)  mit 
^-t(»  ica-ß)  ^ujj  aununireu  nach  6.  Das  giebt : 

•  •  IM     ')  >(  1 

Im  ersten  Theil  bleiben  nur  die  Glieder  a  s  ca  — tnod.  n 

übrig,  für  welche^^^i- nicht  »  0,  sondern  »  n 

u 

wird;  es  resultirt  mithin : 

0  S  1-  >rt  >'i,  . 

Jelzl  multipliciren  wir  mit  %^^P  und  summiren  nach  c,  so  wird: 
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FiIiDaicu  Enukl, 


0  =  n  .^c 


n~l 
c 


n-1 «-1 


2"* 


Im  zweiten  Xheil  behalten  wir  nur  die  Glieder:  asba^ß 
übrig,  für  welche  =  n  wird.    Ziehen  wir 

0 

Alles  zusammen,  so  eriialten  wir: 


♦I  —  l 

2'- 


=  0  , 


was  genau  die  Gleichungen  B)  sind. 

DasGleichuDgssystem  B)  kann  folglich  durch  das  System  16) 
ersetzt  werden.  Ersetzen  wir  in  46)  b  und  c  bezttgUch  durch 
—6  und  —  c,  so  brauchen  wir  nur  noch  für  r  —r  zu  schrei- 
ben, um  uns  zu  überzeugen,  dass  vermöge  45)  die  Gleichungen  46) 
wieder  in  sich  ttl>ergeben.    Lassen  wir  daher  6  bis  n  — 4 

wüclisen,  so  darf  c  nicht  > 


2 


werden.    Somit  können  wir 


die  Gleichungen  46)  auch  folgendermassen  schreiben: 


n 


M-1 

2' 


5— 


ä—  2ii<; 


) 


=  0  , 


«1 


Ii  -  1 


WO  aber  jetzt  6  und  c  beide  nicht  >        werden  dttrfen. 

Femer  sind  die  Gleichungen  17)  i.  B.  auf  h  und  c  sym- 
metrisch; 47/?)  giebt  für  6  =  c  nur  0  =  0,  endlich  für  6  =  0 
oder  c  =  0  werden  17«)  und  17/?^  mit  einander  identisch. 
Wirerhallen  daher  aus  4  7)  nur  dann  lauter  von  einander  und 
von  den  Relationen  45)  verschiedene  Gleichungen,  wenn  wir: 


4)  in  47a):   6«0,  c»4..2^;  6  =  c-  

2)  in  47  o)  und  in  47^^}:   6      1  c  =  6-4-4.~ 


4 
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ueiileii  lüssen.  Kurz,  wir  erhalten  n  —  1  Gleichungen  veruiehrl 
um  die  Anzahl  aller  Combinatioaen  (6,  cj  mit  der  Bedingung 
6  <  c .   Das  sind  aber : 

n  —  4  -I-  2  •  ^  j— j  i  =  — j —  Gleichungen. 

Sind  dieselben  alle  von  einander  unabhnn^iü  ?  Wir  schla- 
gen  einen  indirekten  Weg  ein,  um  diess  nachzuweisen.   Es  ist 

stets  mifglicfa,  die  n*— 4  Grössen  durch  die  Einheits^ 

P  a  >  h 

wurzeln  und  dureh  n*  Grössen  ^^1^,  ^  linear  auszudrücken. 
Selzen  wir  nümlich: 

'*<">'= '^'-^^^tn^  

>o  wird : 

1 

Fttr  die  Grossen  Ai,f»c  «rg^ben  steh  aus  den  ^^'^''"^^  Glei- 
chungen  45)  und  46)  folgende    Relationen: 

Diese  Relationen  sind  alle  von  einander  unabhängig.  I  olt:;ltch 
sind  von  den  ^4^,  p  gerade  — r —  unabhängig  und  die  Glei- 
ehungen  16)  bestimmen  also  die    —  als  lineare  Functionen 

von  — - —  unabhängigen  Grössen.    Daraus  folgern  wir  weiter, 

(lass  die  Glpicfiungen  16)  von  einander  nnabhiingig  sind  und 
dass  ihre  Zahl  nicht  weiter  reducirt  werden  kann. 

Es  ist  demnach  hier  das  Verhältniss  geradeso,  wie  bei 
der  ^uiliplicatorgieichung  für  das  Jacobi'sche  M  oder  fUr 

oder  (unter  i£/  das  traii&furmirte  ^  beiderTrans- 

fiormatton  n-ter  Ordnung  verslanden).  Auch  die  n  •!>  4  Grössen 


M  oder  y  -j^  lassen  sich  nämlich  vermöge  der  sogenannten 
Jacobi'scben  Relationen«  gerade  aus  halb  soviel  d.  h.  aus 

•4*4 

Grössen  mit  Hülfe  der  Einheitswuneln  linear  zusammen- 
setzen. 

}uui.-9]&js.  CUM«  im,  4 
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Geoau  wie  im  Vnr  horgehenden  liodeu  wir  noch: 


22) 

wobei 


i : 

£Ddlich  wird: 

23)    .    .    .  p\p±^)^-h'.  

0 

Schliesslieh  wollen  wir  noch  die  Grossen  A^^  ^  durch  a[u) 
ausdraeken.  Die  Gleiobung  44]  iKeigt  uns  dazu  unmittelbar  den 
Weg.  Es  war  dort  nämlich : 


Für  ^  s  0  wird  ausserdem : 


wenn  ^p|^<j  »      gesetzt  wird.  Erinnern  wir  uns  jeisi, 


».  - 1 


dassnacb  49),  9)  und4<)c): 


0  p' 

3  3  »I-  1 
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Wir  linden  dann,  wenn  c  ^  0  mad.n  : 

UDd  wenn  c  S  0  mod.n  : 

'  "IV-T!»'"') 

Die  Wertbe  der  ,  ^  gehen  aus  24)  und  S5]  bervor,  indem 
bloss  ci  durch  C;  ersetzt  wird. 

Offenbar  sind  aus  den  Gleichungen  24)  und  25)  die  Re- 
lationen 24)  zwischen  den  yl^,  nicht  ohne  Weiteres  ablesbar. 
Dieser  Umsiand  wird  es  rechtfertigen .  dass  wir  die  Grössen 
.4^,  ^  nicht  von  vornherein  durch  ihre  Ausdrtlcke  24)  und  25) 
deßnirt  haben,  sondern  von  der  allizemeinen  Forn)  der  Abei'schen 
Relationen  ausizdu  iul  die  GleichnTisen  ?1  ■  abgeleitet  haben.  Ja 
es  ergeben  sich  nunmehr  aus  iM  ,  und  zusammen- 
genommen eine  Menge  interessanter  Relationen,  auf  weiche  ein- 
zugehen freilich  nicht  Zweck  dieser  Mittheilung  sein  kann.  Ein 
Beispiel  mag  genttgen.  il«»  «  s  0  giebt: 

was  mit  den  bekauoleu  Helationen : 
ia  £aiklang  steht. 


Beriektigiuigeii« 

paj^.  34  in  der  Mitte  lies ;  W| ,  w^,  —  (»i    «f^  t  P  • 

an  Stolle  von ;      (U| ,  a>t  +  tu, ,  (*>a;  p        =  ejj, . 

•  S4  Zeile  7  v. «.  Ikis :  null  statt  NulL 
»   16    >   4  3  v.o.    »      »'jt*  "Ai  '^I' 

•  47  »    S  V.  n.   »    diess  stttl  dies. 


4» 
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Karl  Kohn,  lieber  Flüchen  4.  Ordnuny  mit  ndU  Ina  sechzehn 
Knotenpuncten.  Yorgelegl  von  Prof.  Dr.  Klein, 

Die  vorliegende  Noie  hat  den  Zweck,  eine  Heihe  von  Ke- 
suitatCD  über  die  Fhiehen  i.  Ordnunij;  mit  Knulenpunclen  zur 
allgemeinen  kenutniss  zu  bringen.  Sie  entschiügt  sich  jedoch 
voUkommeD  der  Beweise  fUr  die  gefimdeDen  SäUe,  da  ich  die- 
selben in  einer  ausführlichen  Arbeit  zu  publiciren  beabsichtige 
und  swar  verbunden  mit  einer  andern  Reihe  von  Vorstellungen 
und  Sätzen,  dio  ich  sum  grossen  Theil  jetzt  schon  besitze,  deren 
endgültige  Einfuhrung  und  Forniulirung  indess  noch  einige  Ver- 
wandlungen durchlaufen  dürfte.  Eine  vorlaufige  Veröffent- 
lichung schien  mir  bereits  im  Interesse  der  gewonnenen  Re- 
sultate fttr  angezeigt.  Der  Hauptgrund  dieser  Publication  ist 
aber  darin  su  suchen,  dass  dieselbe  einige  fiesultale  von  Herrn 
Cayley  berichtigt,  welche  letztere  bereits  in  das  umfassende 
Werk  der  ^aumgeometrie  vm  W.  Fiedler  übergegangen  sind. 

Bevor  ich  mit  der  Auseinandersetzung  dieser  SKtse  beginne, 
muss  ich  der  einschlugigen  Abhandlungen  von  Herrn  Cayley 
gedenken,  die  sich  im  Bande  der  Proeeedings  of  the  London 
Malhematical  Society  befinden,  und  als :  First,  second  and  third 
memnir  on  Quurtic  surf  acpff  betitelt  sind.  Die  erste  Ai  heil  be- 
handelt Flüchen  4.  Ordnuni;  mit  8,  9  und  10  Kno!en|mnclen. 
Herr  (layley  «lelanst  hei  den  Flächen  mit  8  uü(i  Knulenpunclen 
zu  Sülzen,  welche  sieh  unter  anderen  auch  in  dieser  Note  vor- 
Hnden.  Die  Uesultale  für  Tliiehen  mit  !0  Kiioicii pimcten  sin(f 
jedoch  nicht  mehr  ganz  eorrect :  i  issi  i dfMii  Mcil*!  die  Frage 
Uber  d.is  Auftreten  des  Svninielroides  iu  einem  liUschel  von 
irlächeu  mit  9  gemeinsamen  Knotenpuncten  (einer  der  iuter- 
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essanleslen  Puncle  in  ein  mystisches  Dunkel  gehüllt.  Die 
siceite  Ahiiaudiun^  zeigt,  dass  das  Syniiiietroid  die  Eigenschaft 
hat,  dass  der  TangentenkeiJiel  aus  jed<Mn  seiner  zehn  Knoten- 
puDcte  in  zwei  Kecjel  3.  Ordnung  zerfiillt:  lässt  aber  jenes 
Dunkel  unanfL'eklHrt.  In  der  dritten  Abhandlung  beweist  Herr 
Cayley,  dass  jede  Flfiche  niit  10  Knolenpuncten,  für  welche  der 
TaniientenkeL'el  aus  duv  eini'm  Knotenpuncl  in  zwei  Kegel 
3.  OrdnuH"  zerfiillt,  ein  SNUiinelroid  ist.  Ausserdem  wird  eine 
Methode  zur  Beliandluni;  von  Flächen  mit  10  bis  iO  Knolen- 
puncten angegeben.  Dieselbe  wird  für  die  Flache  mit  16  Kno- 
ten, die  Fläche  mit  15  Knoten,  die  Fläche  mit  14  Knoten  und 
eine  Fläche  mit  13  Knoten  durchgeführt.  Es  sind  das  jedoch  nur 
Flachen,  zu  denen  bereits  früher  Herr  Kummer  gelangt  war. 
Für  die  Behandlung  der  übrigen  Fluchen  mit  43,  42,  H  und 
10  Knolenpuncten  scheint  jene  Methode  ungeeignet;  jedenfalls 
baben  sieb  dabei  grosse  Schwierigkeiten  in  den  Weg  gestellt, 
da  ihre  Behandlung  weder  von  Herrn  Cayley,  noch  auch  von 
anderer  Seite*}  durchgefOhrt  ist.  Es  wird  in  dieser  Abhandlung 
auch  die  Existenz  einer  Flache  mit  43  Knotenpuncten  behauptet, 
deren  Tangentenkegel  aus  jedem  Enotenpuncte  in  drei  Kegel 
2.  Ordnung  zerfallt;  eine  solche  Flttche  existirt  aber  nicht,  da- 
gegen gibt  es  eine  andere  Fläche  mit  43  Knotenpuncten.  Von 
den  Flachen  mit  48  Knotenpuncten  werden  drei  Arten  angege- 
ben; es  gibt  indessen  vier  Arten.  Von  den  Flachen  mit  44 
resp.  10  Knotenpuncten  ist  nur  je  eine  Art  angegeben. 

kh  Denne  ferner  zwei  wichliiie  Arbeiten  von  Herrn  Kufnmer  ^ 
die  denieni-ien  von  Herrn  Ca\U'V  vorausi2e£?ansen  sind.  Die 
erstere  behandelt  die  aUjebrnischen  Sfrnhlrnsi/slfmc  insbcsonrhre 
der  1 ,  und  Ordnung  und  findet  mtIi  in  den  Abhundhm<irn  der 
Berliner  Academie  von  1806  p.  1  — 150.  liier  werden  zuerst  die 
Flüchen  mit  IS  bis  16  Knotonpuncleu  aufgestellt,  die  sieh  aueh 
in  jenen  Abhandlungen  von  Herrn  Cavle\  wiederfinden.  Die 
zweite  behandelt  die  Flächen  4.  Grades^  weiche  von  einer  ^tliaur 
von  Flachen  zu  eilen  Grades  eingehüllt  werden  und  ist  in  den 
MamUiberichten  der  Berliner  Academie  von  1872  enthalten. 


*)  leb  sage  dtmit  nicht,  dass  nicht  eloe  oder  die  andere  FUche  ge- 
ksentlich  behandelt  wurde  (vergL  die  spilteren  Anmerkungen};  dagegen 
feblt  eine  vollständige  Aufstellung  aller  esistirenden  Flfichen. 
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Flieheil  4»  (^rdaiag  ntt  8  Us  10  KMtenpuioteM  *)• 

Sieben  Knotenpuncte  einer  Flüche  4.  OrdDitng  können  be- 
liebig angenommen  werden,  es  gibt  dann  noch  sechsfach  un- 
endlich viele  Flachen  mit  den  vorgegebenen  7  Knotenpuncten. 
Soll  die  Flache  noch  einen  weiteren,  achten  Knotenpunct  er- 
halten, so  muss  derselbe  einer  Bedingung  genügen,  wenn  anders 
die  Flache  irredueibel  sein  soll.  Es  sind  dabei  noch  zwei  ver- 
sdtiedene  Fülle  lu  unterscheiden. 

Ein  Mal  kann  der  achte  Knotenpunct  mit  den  7  gegebenen 
Knotenpuncten  zusammen  den  vollständigen  Durchschnitt  dreier 
Flachen  2.  Grades  bilden;  solcher  Flachen  gibt  es  bei  vorgege- 
benen Knoten piinclen  noch  fünffach  unendlich  viele.  Auf  diesen 
Flachen  gibt  es  einfach  unendlich  viele  (uirven  4.  Ordnung, 
welche  alle  8  Knotenpuncte  passiren;  sie  werden  umhulll  von 
einer  Schaar  von  Flachen  2.  Grades*).  Sokhe  Flachen  wolieo 
wir  als  sy:iy(jetisrh('  Flachen  mit  8  Knolenpmtvtcn  bezeichnen. 

Zum  andern  gibt  es  Flachen  nut  8  Knotenpiincien.  welche 
nicht  den  vollständigen  Schnitt  dreier  Flachen  :i.  Grades  bilden; 
wir  nennen  sie  uiyzyyctischr  Flächen .  Die  Abhilnciizkeit  des 
achten  Knotenpuncles  von  den  7  übrigen  ist  auf  foigeode  Weise 
charakterisirt. 

Ersichtlicher  Weise  muss  es  eine  Raumcurve  8.  Ordnung 
geben,  welche  auf  einer  Flache  2.  Grades  liegt  und  welche  jene 
8  Puncto  zu  Doppelpuncten  hat.  Dieses  Kriterium  kann  durch 
das  folgende  ersetzt  werden:  Es  mOssen  die  vier  Curven 
4.  Ordnung  zweiter  Species,  welche  man  durch  die  8  Puncte 
hindurchlegen  kann,  zu  zwei  auf  zwei  Flächen  2.  Grades  liegen. 
Es  ist  dieses  nur  eine  einsige  Bedingung,  da  immer,  wenn  zwei 
von  den  Curven  4.  Ordnung  zweiter  Species  auf  einer  Fläche 
2.  Grades  liegeUi  auch  durch  die  beiden  ttbrigen  eine  Fltfche 
2.  Grades  gelegt  werden  kann.  Endlich  können  wir  das  Krite- 
rium noch  in  einer  dritten  Form  angeben.  Wenn  wir  nKmlich 
die  fünffach  unendlich  vielen  Flächen  4.  Ordnung,  welche  die 


*)  Es  mag  noch  einmal  hervorgehoben  werden,  dass  sich  einige  der 
SStse  über  Flachen  4.  Ordnung  mit  8  oder  0  Knotenpuncten  bereits  bei 
Herrn  Cayley  a.  a.  0.  vorfinden. 

Kummer,  Monatsberichte,  Juni  4678. 
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vorgegebenen  7  Puncte  zu  Knotenpuncten  haben  und  durch  den 
achten  Punct  einfach  hindurchgehen,  betrachten,  so  finden  wir, 
das?  sie  in  dem  letzteren  Puncte  alle  eine  gemeinsame  Tangente 
hesiucn,  taWs  dieser  Ponci  den  achten  KnotenpuDct  einer  ir- 
redurihlen  Flache  bilden  kann. 

i>ie  Bedingung,  welcher  der  achte  knoirnpunt  (  iiiigeii 
nifiss,  zwinj^t  ihn,  auf  einer  gewisspn  Flilcho  6.  Ordnung  zu 
Weihen;  diese  Fläche  wollen  wir  kurz  die  Knoten/lache  der 
7 Torgegebenen  Puncte  nennen.  Von  ihren  Eigenschaften  mögen 
nur  die  folizonden  hervorgehoben  werden.  Die  Knotenflüche  be- 
sitzt die  7  Puncte  als  dreifache  Puncte  ;  ferner  gehören  deren 
i{  Verbindungslinien;  sowie  die  7  Raumcurven  3.  Ordnung 
durch  je  6  dieser  Pancte  der  Flüche  an.  Sie  entbttit  endlich  die 
Bmineurve  6.  Ordnung,  welche  den  Ort  der  Scbeit«1  aHer  Kegel 
bildet,  die  dnrcb  die  7  Gmndpuncte  hindorcbgehen. 

Bei  den  Flädten  mU  9  Knotenptmcten  sind  wieder  xwei  ver- 
$ehiedene  Arten  vol  unterscheiden.  Die  syzygeüsehe  Flache  mit 
S  Knotenpuncten  gibt  Veranlassung  su  einer  syzyyetisckenFkU^e 
mit  9  Knotenpuncten.  Der  neunte  Knctenpunct  rouss  dabei  notb« 
w«ndig  auf  der  Jacobi'schen  Curve  der  8  syzygelischen  Gnmd- 
puncle  liegen.  Es  fjiht  noch  dreifach  unendlich  viele  syz\t;eU- 
sehe  Flächen  [uil  9  gemeinsamen  Knotenpuncten.  Die  Fl,1rhe 
wird  wieder  von  einer  Schaar  von  Flüchen  2.  Grades  urnliiilll, 
v^orunter  sicii  ein  Ket:el  befindet,  dessen  Scheitel  im  nrunlon 
Knolenpuncte  h>«jt.  So  zerfällt  der Tangentcnkegel  6.  Ordnung 
ans  diesem  Puncte  in  einen  Ketiel  2.  Onlnuntz  und  flnen  Kogel 
4.  Ordniinii.  während  der  Taniiontenke^jel  b.  Ordnung  aus  den 
Übrigen  Knotenpuncten  irroducibel  ist. 

Die  asyzyt^etische  Flache  mit  8  Knotenpuncten  liefert  eine 
Wfzygetische  Fläche  mit  9  Knotenpuncten.   Der  nennte  Knoten- 
ponct  liegt  hierbei  nothwendig  auf  ein  r  Curve  18.  Ordnung, 
die  wir  als  Kmtencurve  bezeichnen  wollen.  Alle  doppelt  un- 
emltich  vielen  Pitteben  i.  Ordnung,  welche  die  8  Gmndpuncte 
ta  Knoten  beaitxen  und  durch  einen  und  denselben  Punct  der 
Knotencunre  hindurchgehen,  bertthren  sich  in  diesem  Püncte, 
luerdnrch  ist  die  Knotencurve  de6nirt.  Es  gibt  noch  einfach  un-' 
adlich  viele  asyzygelische  Flachen  mit  9  gemeinsamen  Knoten- 
^cten;  sie  bilden  ein  Bttschel ;  die  9  Knotenpnncte  sind  gleielw* 
berechtigt. 

Von  den  Eigenschaften  der  Knotencurve  sind  zu  erwähnen, 
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dass  sie  die  8  Grundpuncte  zu  dreifachen  Puncten  hat;  die  drei 
Aesle  in  einem  jeden  solchen  Puncte  berühren  eine  Ebene.  Die 
Knotencurve  schneidet  die  S8  Verbindungslinien  der  Gnind- 
puncCe,  abgesehen  von  den  Grandpunolen  selbst,  je  zwei  Mal. 
Sie  sehneidet  femer  die  45  Ranmourven  3.  Ordnung,  welche 
durch  je  sechs  der  8  Grundpuncte  sich  bestimmen,  je  swei  Mal, 

Rei  den  Ptächen  mü  10  Knotenpuncten  sind  drei  wesentiu^ 
versd^iedene  Arten  aufzustellen.  Von  den  syzygetischen  Flachen 
mit  9  Knoten  gelangt  man  zu  syzygetiecken  Flächen  mü  40  E^ialm* 
Der  zehnte  Knotenpunct  kann  wiederum  beliebig  auf  der  schon 
vorher  erwähnten  Jacobi'schen  Curve  6.  Ordnung  der  8  syzy- 
getischen Grundpuncte  liegen.  Unter  der  Schaar  der  berühren- 
den Fl<ichen  2.  Grades  L;il)t  es  jetzt  zwei  Ket^el,  deren  Scheitel 
rv^\i.  iiii  neunten  und  zehnten  Knoienpuncte  liegen.  Die  Tan- 
^entenkegel  G.  Ürdnuni^  in  diesen  Knotenpuncten  zerfallen  also 
in  einen  Kegel  2.  Ordnung  und  einen  Kegel  4.  Ordnung,  wiih- 
rend  die  Tangenlenkegel  aus  den  andern  Knoten  irreducibel 
sind.  Es  gibt  noch  einfach  unendlich  viele  syzygetische  FliLchea 
mit  40  ueineinsanien  Knotenpuncten. 

Die  asyzygetischen  Flarhen  mit  9  gemcinsanif  n  Knoten- 
puncten, welche  wie  schon  bemerkt  ein  Büschel  bilden,  liefern 
noch  zwei  verschiedene  Arten  von  asyzygetischen  Flüchen  mü 
10  Knoten,  Unter  den  Flächen  jenes  Büschels  gibt  es  nocJi 
13  Flüchen,  f reiche  einen  zehnten  Knotenpunct  aufweisen»  Von 
diesen  13  Flächen  sind  4S  gleichardf/ ,  eine  dagegen  ist  aus- 
gezeichnet.  Die  42  gleichartigen  Flächen  haben  die  Eigenschaft, 
dass  ihre  1 0  Knotenpuncte  gleichberechtigt  sind,  tmd  dass  die 
Tangentenkegel  6.  Ordnung  aus  denselben  irredueibei  sind;  wir 
nennen  dieselben  kurz  asynygetische  PUtdien  mit  40  Knoten. 

Auch  bei  der  ausgezeichneten  Fläche,  welche  in  dem  Büschel 
vorkommt,  sind  die  40  Knotenpuncte  gleichberechtigt;  aber  die 
Tangentenkegel  6.  Ordnung  aus  denselben  lerfaUen  in  zwei 
Kegel  3.  Ordnung.  Eine  soldie  Fltfche  nennt  man  Symmetroidf 
da  ihre  Gleichung  in  die  Form  einer  viergliedrigen  Determi- 
nante gebracht  werden  kann,  deren  Elemente  lineare  Functionen 
der  Variablen  sind.  Unter  dem  Büschel  von  asyzygetischen 
Flachen  mit  9  gemeinsamen  Knotenpuncten  gibt  es  also  43  Fla- 
chen, welche  noch  einen  zehnten  Knotenpunct  besitzen  und 
unter  diesen  befindet  sich  ein  Symmetroid. 

Den  Flächen  mit  8,  9  und  10  Knotenpuncten,  welche  wir 
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bis  jelit  aufgeitthlt  haben,  sind  noch  einige  weitere  FIttchen 
mmllhlen,  die  man  erfaüU,  wenn  man  sechs  von  den  ursprttng- 
Uoh  gewählten  7  Knotenpuncten  in  einer  Ebene  und  swar  auf 
einem  Kegelaefanitte  annimmt.  Es  gibt  dami  noch  ausserhalb 
dieser  Ebene  swei|  drei  oder  vier  Knotenpuncte,  die  im  leU* 
teren  Falle  wieder  in  eioer  Ebene  liegen  können^  welche  zwei 
jener  ersten  6  Knoten  enthalt.  Auch  diese  Flächen  haben  inter- 
essante Eigeuschaiieu ,  aul  die  ich  jedoch  hier  nicht  weiter 
eingehe. 

FUtohen  4«'0r<l]iaiig  mit  11  lUoteiipimeteii. 

Von  den  Flüchen  mit  10  knotenpuncten  ausgehend,  i^elangt 
man  zu  Ilachen  mit  4  1  knotenpuncten,  deren  es  itn  (ian/.cn 
iw  Arten  gibt.  Zunächst  erkennt  man,  dass  es  in  dem  Büschel 
von  syzyeetischen  Flächen  mit  \ö  gemeinsamen  Knotenpuncten 
noch  iO  Flüchen  git^l,  welche  einen  weiteren  eilften  knolenpnnct 
besitzen.  Solche  Flachon  nennen  wir  syzygetischc  tiiu  hea  mit 
//  Knoten.  Sie  werden  wieder  inuhdllt  von  einer  Schaar  von 
Flüchen  2.  Grades,  unter  weichen  es  drei  Kegel  gibt,  deren 
Spitzen  resp.  in  dem  9.,  10.  und  1  I .  knotenpunct  liegen.  Die 
Tangenteukegei  6.  Ordnung  aus  diesen  drei  Knotenpuncten  zer- 
fallen also  je  in  einen  Kegel  2.  Ordnung  und  einen  Kegel 
4.  Ordnung  mit  zwei  Doppelkanten,  während  die  Tangenten« 
kegel  aus  den  übrigen  Knotenpuncten  irreducibel  sind.  Hier- 
durch ist  die  Fl£lche  charakterisin,  ihre  weiteren  Eigenschaften 
sollen  hier  unerwähnt  bleiben. 

Von  den  as)  zyge tischen  Fifichen  kann  man  nun  nicht  ohne 
Weiteres  zu  Flächen  mit  1 1  Knotenpuncten  ttbergehen.  Es  gibt 
jedoch  eine  specielle  Art  von  solchen  asyzygetischen  Flächen 
mit  40  Knotenpuncten,  welche  uns  unmittelbar  zu  Flächen  mit 
11  Knotenpuncten  hinleiten.  Nimmt  man  nämlich  40  Puncte, 
welche  den  vollständigen  Durchschnitt  zweier  Raumcurven 
l.  Ordnung  zweiter  Species  bilden,  und  macht  sie  zu  Knoten- 
puncten einer  asyzygetischen  Fläche,  so  gibt  es  ersichtlich  noch 
ein  ganzes  Büschel  von  solchen  Flächen,  und  unter  ihnen  sind 
10  asysifgetische  Flächen  niit  II  Knotenpunclcfi.  Man  kann  nun 
aber  zeigen,  dass  dieses  die  allgemeinsten  derartigen  Flüchen 
sind.  Zunächst  kann  man  nämlich  7  Knoten  und  einen  achten 
Knoten  beliebig  auf  der  zugehörigen  knolenüäche  annehmen. 
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Der  neanie  Knoten  muss  dann  aaf  der  Knotenciinre  liegen;  wird 
er  nun  auf  dieser  beliebig  gewählt,  so  iLami  die  Flache  nar  noch 
einen  zehnten  Knotenpanct  erhalten.  Wählt  man  aber  den 
neunten  Knotenpunct  auf  der  Knotenonnre  so,  dasa  es  anf  einer 
zugehörigen  Flaöhe  4.  Ordnung  noch  zwei  Schaaren  von  Raem- 
eunren  4.  Ordnuni?  erster  Species  gibt,  so  existiri  eme  FIttohe, 
welche  die  gegel)enen  9  und  noch  2  weitere  Knolenpuncle  be- 
sitzt. Von  dieser  Fläche  zeigt  man  wieder,  dass  10  ihrer  Knoten- 
puncle  den  volisl^ndigen  Durchschnitt  zweier  Rauincurven 
4.  Ordnung  zweiter  Species  bilden.  Für  diese  10  KuotenpuncU 
zerfüill  der  zugehürit^e  Tangentenkegel  (>.  Ordnung  in  einea 
Kecel  3.  Ordnunj^  mit  und  einen  Kegel  3.ür(inunL:  iJnw  Doppel- 
kaiite.  DerTangeutenikegel  aus  dem  letzten  kuoleupuucte  ist  ir> 
reducibel. 

Ausser  den  genannten  beiden  Flachen  arten  gibt  es  noch 
zwei  weitere.  Für  eine  FUuheimrt  mit  1 1  Knoten  liegen  zwei 
Mal  6  Knotenpuncte  auf  je  einem  Kegelschnitt  (zwei  Knoten  sind 
natürlich  beiden  Kegelschnitten  gemeinsam),  der  eilfte  Knoten- 
punct bildet  den  Doppelpuoct  einer  Curve  4.  Ordnung,  welche 
die  beiden  Kegelschnitte  je  4  Mal  trifft.  Für  einen  Knotenpunct 
zerfallt  der  Tangentenkegel  in  einen  Kegel  2.  Ordnung  und 
einen  Kegel  4.  Ordnung  mit  zwei  Doppelkanten,  fttr  zwei  andere 
Knoten  zerfällt  er  in  zwei  Ebenen  und  einen  Kegel  4.  Ordnung 
mit  einer  Doppelkante,  für  die  8  übrigen  endlich  zerfallt  er  in 
eine  Ebene  und  einen  Kegel  5.  Ordnung  mit  5  Dop[)elkanten. 

Für  dif  andere  FUtchenart  mit  ff  K'nnft'n  licuen  ein  Mal 
6  Knotenpuncte  anf  einem  Kei:('is(  tmitl.  \i>  uiltt  alsdann  durcli 
diese  6  Knotenpuncte  fünf  Rauincurven  fi.  Ordnung,  welche  in 
je  4  der  fünf  weiteren  Knotenpuncte  einen  Doppelpunct  be- 
sitzen. Für  die  letzteren  5  Knotenpuncte  ist  der  Tangen tenkegel 
6.  Ordnung  irreducn)el,  für  die  ersteren  zerfällt  er  in  eine  Ebene 
und  einen  Kegel  5.  Ordnung  mit  5  Doppelkanten.  Auch  hier 
lasse  ich  die  weiteren  Bigenschaften  dieser  Flache  unberück- 
sichtigt. 

Fliellen  mit  12,  IS,  14)  Ift  und  16  Knotenpuieten* 

Die  Flachen  mit  46,  45  oder  H  Knotenpuncten  tiefem  nur 
je  eine  Art  und  treten  in  der  oitirten  Abhandlung  von  Herrn 
Kummer  als  Brennflttchen  der  Strahlensysteme  2.  Ordnung  nad 
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zweiter  resp.  dritter  resp.  vierler  Glasse  auf;  sie  können  des- 
halb hier  ilbergaüg<:^ii  werden. 

Die  Flachen  mit  15  Knotcnpuncten  liefern  zwei  Arten.  Die 
eine  Art  ist  die  Brennflache  des  Strahlensy^^lenis  2.  Ordnung  und 

5.  Classe.  Der  TanscntenkeL'el  6.  Ordnung  zerfallt  für  einen 
Knofenpunct  in  3  El  ton  t  u  mul  einen  Keuel  8.  Ordnung,  für  drei 
knoten puncte  in  zw  ei  J.benen  und  einen  Kegel  3.  Ordnung  mit 
SDoppeikanten,  und  iürneun  Knoienpuncte  in  eine  Ebene,  einen 
Kegel  2.  Ordnung  und  einen  Regel  3.  Ordnung  mil  einer  Doppel-» 
kante.  Die  andere  Art  besitzt  1 2  Knoienpuncte,  deren  Tangenten- 
kegel in  zwei  Ebenen  und  einen  Kegel  4.  Ordnung  mil  drei 
IKippelkanien  zerlHlU,  während  der  Tangentenkegel  des  letzten 
KDolenpunctes  aus  drei  Kegeln  2.  Ordnung  besteht.  £s  kann 
diese  Flttche  aus  detjenigen  Flache  mit  48  Knotenpuncten  er- 
halten werden,  deren  Knoten  die  Schnittpnncte  von  4  Kegel- 
schnitten bilden,  die  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegen. 

Die  Flächen  mit  12  Knotenpuncten  bilden  vier  ver$ckiedem 
ArUn,  Zwei  Arten  derselben  findet  Herr  Kummer  als  Brenn- 
flächen der  beiden  Arten  von  Strahlensystemen  8.  Ordnung  und 

6.  Classc.  Die  eine  Art  besitzt  ^%  gleichberechtigte  Knoten- 
puncte.  (leren  Tnngentenkegel  in  einen  Kegel  2.  Ordnung  und 
einen  Kegel  4.  Ordnung  mit  drei  Dopjfelkanlen  /ei  ltdlen.  Die 
andere  Art  besitzt  6  Knoienpuncte,  deren  Tangentenkegel  in 
zwei  Kegel  3.  Ordnung  mit  Doppelkante  zerfällt,  ferner  l  Knoten- 
puncte,  deren  Tangentenkegel  aus  einer  Ebene,  einem  Kegel 
2.  Ordnung  und  einfin  Kegel  3.  Ordnung  besteht,  t ndlich 
?  Knoienpuncte  mit  einer  Ebene  und  einem  Kegel  5.  Ordnung 
mit  G  Doppeikanlen  als  Tangentenkegel. 

Eine  dritte  Art  findet  sich  bei  Herrn  Kummer  unter  den 
Flächen,  welche  von  einer  Schaar  von  Flächen  2.  Grades  ein- 
gehüllt werden.  Sie  besitzt  M  uleiohberechtigte  Knotenpuncle, 
deren  Tangentenkegel  in  zwei  Ebenen  und  einen  Kegel  4.  Ord- 
DQog  mit  zwei  Doppelkanten  zerfallen.  Die  48  Knoten  liegen 
aaf  einer  Fläche  8.  Grades  und  bilden  die  Durchschnittspuncte 
von  vier  Kegelschnitten. 

Es  gibt  noch  eine  vierte  Art,  deren  Tangentenkegel  in  den 
Knoten  sich  folgendermassen  zusammensetzen.  Für  acht  Knoten- 
puncte  besteht  derselbe  aus  einer  Ebene  und  einem  Kegel 
5,  Ordnung  mit  6  Doppelkanten,  für  zwei  Knotenpuncte  aus 
iwei  Ebenen  und  einem  Kegel  4.  Ordnung  mit  zwei  Doppel- 
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kanten  und  für  die  übrigen  beiden  .Knolenpnnote  aus  einem 
Kegel  8.  Ordnung  und  einem  Kegel  4.  Ordnung  mit  drei  Doppel- 
kanten. 

Hiermit  sind  die  verschiedenen  Arten  der  FlOcbea  mit 
8  bis  16  Knotenpunoten  erschöpft ,  jedoch  ktfnnen  die  einielnen 
Arten  noch  weiter  specialisirt  werden.  Eine  Angabe  der  An» 
Ordnung  der  Knotenpuncle  für  die  einzelnen  Arten,  sowie  ein 

genaueres  Studium  der  Terschiedenen  Eigenschaften  dieser 
chen  Hegt  äusserhalb  des  Rahmens  der  vorliegenden  Note. 
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Felix  Klein,  Zur  Theorie  der  eUiptisdieii  Functionen  n^*** 

Die  folgenden  Bntwickelungen  knüpfen  an  einen  Aufsatz 
an,  den  ich  unter  dem  Titel:  lieber  unendlkh  viele  Nomialformen 
des  elliptischen  Integrals  erstei'  Gattuny  ni  ilen  Berichten  der 
MUnchencr  Akademie  vom  .luli  1880  veröflontlicht  habe,  und 
(lerspaier  im  17.  Rande  der  mathcLuaüschen  Annalon  (p.  433  ff.) 
wieder  abgedruckt  worden  ist.  Es  handelte  sich  damals  um 
eine  erste  Formulirung  gewisser  Ideen,  deren  specielle  Durch- 
fiihruni:  dann  Hr.  Bianchi  in  Angriff  nalim;  man  vergleiche 
llrn.  Bianohi's  ehculails  im  17.  Annalenhande  [p.  234  ff.)  publi- 
cirte  Al>liaiuilung :  lieber  die  Aortnaijormen  dritter  und  fünfter 
SUifc  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung,  deren  Titel  genug- 
sam die  iu  ihm  einc^ehallene  Umgrilnzung  des  Stoffos  anzeigt*). 
Ich  habe  seit  lange  bemerkt,  dass  man  die  Sätze,  welche 
Hr.  Bianchi  specieli  bei  der  fünften  Stufe  entwickelt,  fast  un- 
geandert  auf  höhere  Stufen  von  ungeradem  Grade  übertragen 
kann,  worauf  man  Formeln  eriw&ili  welche  für  die  allgemeine 
Theorie  der  Transfonnation  von  wesentlicher  Bedeutung  schei- 
nen. Eben  aus  solchen  Betrachtungen  ist  die  Note  über  gewisse 
IÄei7tt?er/Äe  der  Ö-JFtiiicfioft  entstanden,  die  sich  im  4 7.  Bande  der 
mathematischen  Annalen  (p.  565  ff.)  abgedruckt  findet*  Ich 
wfinscbe  im  Folgenden  die  Grundzüge  dieser  Verallgemeinerung 
ia  Ihren  allgemeinen  Umrissen  hinzustellen,  wobei  ich  nur 
solche  Einzelheiten,  die  mich  besonders  interessirten,  genauer 
ausfuhren  werde.  Die  Beschränkung  auf  ungerade  n  ist  dabei 


*)  Man  sehe  ferner,  was  die  vierte  ölufe  angehl:  1^.  Lange,  JJte 
19  WeiMerUhrungtpuncte  der  Baumcwrvß  vierter  Ordnung  erüer  Species, 
m  88.  Bande  von  Schldmilcb'«  Zeitschrift. 
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nur  durcli  die  Gleichförmijikeil  der  al»zulpileüden  Resultate  ge- 
boten, keineswegs  aber  im  Wesen  der  Meihndo  begründet. 

Was  die  Bezeichnungen,  die  ich  vervM  nde,  angeht,  so  be- 
merke ich  tileicli  hier  das  Folgende.  Zuyachst,  was  die  For- 
meln betrifll.  so  schliesse  ich  mich  theils  an  .lacobi,  theiis  an 
W eierst  ra SS  an,  wol)ei  ich  freilich  (wie  dies  In  i ciis  Hr. Bianchi 
^e(han)  insof<M'n  wieder  abweiche,  als  ieh  die  Perioden  der  In- 
tegrale erste!  und  zweiter  Gattung  nicht  2w,  Sw',  bez.  . 
^r]'j  sondern  ^4i^,  ta^,  resp.  fjty  neone*).  ich  schreibe  dana 
ferner : 


.  i»i 

i7f  —  i;r  - 


Sei  ferner  hinsichtlich  der  Ausdrocksweiio  das  Folgende  be- 
merkt.  Alle  solche  linearen  Traosformationen  der  Perioden 

BS  yccij      diaj  ^'        '  ' 

welche  den  Gongruenzen  genttgen : 

crsds4,      ^  m  y        (mod.  , 

nenne  ich  rnoditlo  n  zur  Identität  congi'Xient  und  ret  hiic  mm  jede 
irgendwie  gegebene  elliptische 'Function  zur  n^^^  Stufe ,  wenn 
sie  bei  sttmmtlichen  in  Rede  stehenden  linearen  Transformatio- 
nen von  vi^ ,  10^  ungeändert  bleibt,  —  es  sei  denn,  dass  diese 
Un Veränderlichkeit  schon  bei  einer  Zahl  in<n  einiritt.  wornur 
die  vorgelegte  Function  der  m**°  Stufe  zuzuweisen  sein  wird. 
Die  hiermit  gegebene  Definition  umfasst  ohne  Weiteres  auch  den 
Fall  eines  elliptischen  Integrals  und  weicht  daher  von  derjeni- 
goDy  die  ksh  fn  metaier  ersten  oben  gcDanaten  Note  verwandte, 
in  formaler  Hingeht  ab.  Wenn  wir  ein  elliptisches  Integral, 
wie  damals  geschah  und  in  der  Folge  wieder  in  Betracht  kommt, 
an  einer  der  elliptischen  Normalcunren  Ordnung  des  ftaa* 
mes  von  (n—- 1)  Dimensionen  hraerstrecken,  so  ist  es  dämm 
noch  nicht  im  Sinne  der  jetzigen  Ausdrucksweise  von  der 
Stufe.  Es  hat  nur  insofern  Beziehung  zur      Stufe,  als  man 


*)  Indem  wir  «Dnebmen  (wie  im  Folgenden  Immer  geschieht] ,  dass 


der  imaginttre  TheÜ  von      positiv  sei,  haben  wir  dann: 
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die  geoamite  Gurve  mit  besonderer  Leiebtigkeit  auf  ein  kanwii- 
sches  CoorcKiietemiysteiii  belieben  kann,  bei  dem  dne  Integral 
▼OD  der  fi^  Stufe  wird.  Eben  dieses  war  nun  freUfeib  der  Kern 

meiner  damaligen  Mittheilung,  so  dass  materiell  die  alte  Auf- 
fassung iiiil  der  jelzigca  übcn.'inütiiiiiiit. 

Ich  erinnere  hier  noch  an  folgende  i  orxiiein.  Wir  haben 
zunächst : 

(S)       V^-l/p.jA 9**) 

•  in 


woraus  die  im  Folgenden  zumeist  gebrauchte  Wurzel  durch 
Cubiren  hervorgehl.  Wir  setzen  femer  mit  Jacobi : 
j    «  (2* -1-1)« 

Man  hat  dann  für  die  Weierstrass'sche  a-Function : 
(4)     cr(u,«.,i..)-  Ks7-^--^.Ut  ^ 


3ia 


e 

Uehrigens  wolle  man  sich  der  Functionalgleichung  erinnern : 

(5)  <r  (tt  -h  m,  0»!  4-  ^t^t) 

»(— 4 ^(m,i7|  +  m,»?,)^M  +  5  1  ^^^^ 

Wir  lassen  jetzt  TransforniaLiüu  n**'  Ordnung  eintreteUi  indem 
wir  Selzen : 

bist  dann  naeb  der  Legendre'seben  Relation : 

(71  ^"Ji  ^  ^Vf  . 

86»^     2cii«  2ctf, 

Ben  gemeinsamen  Werth  dieser  Ausdrttcke  bezeichne  ich  mit 
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(cf.  Felix  Müller,  de  Ivansformalionv  functionxim  ellipticavunty 
Berlin  i867},  und  habe  also  in  folgendem  Ausdrucke: 

a  Im,  ^\  wj 

eine  doppeltperiodiscbe  Function  von  u  mit  den  Perioden     ,  cu, . 

Endlich  finde  folgende  Bemerkung  hier  ilire  Stelle,  leb 
habe  meinen  nachstehenden  Entwickelungen  zahlreiche  Gltate 
eingefttgt,  die  s&mmllich  moderne  Arbelten  betreffen.  Dem  Kun- 
digen wird  aber  nicht  entgehen,  wie  viel  Ich  aus  den  späteren 
Arbeiten  Jacobi's  geschöpft  habe,  aus  denjenigen  nftmlich,  die 
im  ersten  Bande  der  neuen  Gesammtausgabe  von  Jacobi*s  Wer- 
ken die  zweite  Hälfte  ausmachen.  In  der  That  handelt  es  sich 
im  ersten  Abschnitte  des  Folgenden  viellach  nur  darum,  die  von 
Jacobi  aufgestellten  Methoden  auf  diejenigen  Functionen  anzu- 
wenden, welche  Hr.  Weierslrass  eingeführt  hat,  eine  Auf- 
gabe, welche  zumeist  eine  sehr  elegante  Lösung  gestattet. 


Erster  Abschnitt. 
EinfOhning  der  A"^. 

§.  I .  Von  den  Ennetioaen  cx,  fi  ^x,  ft  • 

\V;mn  immer  es  sich  um  allgemeine  Untersuchunt-en  über 
Transfonualiun  Oidnunu  InnKN  It  ,  ist  es  iiüUiich,  die  iol- 
{ienden  Functionen  zu  Grunde  zu  lej^ea  : 

deren  Nuliwerthe  ich,  so  lange  die  Perioden  w^ ,  eo,  nicht  aus- 
drücklich genannt  werden  müssen,  mit      ^  bezeichne: 

Vermehrt  man  in  (9)  die  (immer  ganzzahlig  zu  denkenden) 
Indices  A,  /i  um  ganzzahlige  Multiple  von  so  erhfllt  man 
folgende  Formel : 
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Es  isl  iilso  Oj^^ij^    </  +  mn  ^')  ^^^^  ^>l,|u("y  einen  con- 

stanten  Faelor  uiilerschieden  und  wir  haben  im  Wesentlichen 
nur  ti'  Grössen  O)^     h/)  in  Belrncht  zu  ziehen,  von  denen 
^[u]  mit  a{u)  zusuuunentailt.    Die  ^uliwe^the       ^  aber 

reduciren  sich  auf       •  Grossen,  denn  es  Ist,  vemittge  [5) : 

und  natOrlicb  ^  0  [wobei  wir  ti ,  was  übrigens  an  dieser 
Stelle  noch  nicht  nOthig  wäre,  bereits  als  ungerade  voraus* 
setzen]. 

Wir  vermehren  femer  in  (9)  das  Argument  ii  um  Perioden. 
Dies  fuhrt  zu  der  Formel  : 

aus  der  sich  für  den  Quotienten  a^^  ^  [u]  :  a{u]  das  folgende 
Verhalten  ergibt : 

(1  ♦)  ,   ^  r—  =  e       •       .  — ~ —  • 

Man  vergleiche  hierzu  kiepert  im  76.  Bande  des  Journals  für 
MalheniMlik  (p.  28  fr.),  wo  nur  von  vorneherein  unserem  Quo- 
tienten im  Nenner  der  Factor  a^^  ^  zugesetzt  ist,  was  ftlr  uns 
nicht  zweckmässig  sein  wUrde,  weil  dann  die  Formeln  (9),  (40) 
nicht  ein/ein  zur  vollständigen  Geltung  gelangen. 
Wir  notiren  jetzt  die  Formel : 

und  unterwerfen  endlich  die  Perioden  10,,  ci»,,  i},,  1^,,  welche 
in  (9)  vorkommen,  einer  linearen  Transformation,  welche  mo- 
dolo  n  zur  IdentiUlt  oongruent  ist;  die  vvir  also  folgendermassen 
schreiben  können : 

Ci#j  =  [an  +  4]  w,  4-  bn  .  1^,'  ä  (an  4-  4)  1/,  -I-  6«  .  »j,  , 

«*  SS  on  .  cii|  +  [dn  -I-  4)  op^  ,      ly^'  s  cn  .  iji     (rfn  -I-  4)  i^^  , 

wo : 

(46)  (ad  -  6c)n  +  (a  4-     »  0  . 

Rine  kurze  Rechnung  ergibt : 

Mstb -phjü.  CUsse  1^4.  5 
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(17)     (7i,^(M,  w;,  <1  =  (-  1)A«{fl6  +  a  +  ö)+^»:cd  +  c  +  il)+a^(ad+fcc 

f « + /«  -  di  ;i /!+ Ci4«j 
.c»  .ff;,  „(m,  IÜj,  W,;  . 

Unsere  d;  ^(w),  oder  ihre  Nullworthe  </;,  ^,  erscheioen  also, 
als  ModulCunctionen  aufgefasst,  nicht  etwa  als  Functionen  der 
n}^^  Stufe ^  sondern  sie  gehören  zu  denjeuigeD  Functionen, 
welche  man  der  n^^  StuCe  aäjungirt  nennen  könnte,  insofern  «e 
sich  bei  linearen  Substitutionen,  die  modulo  fi  snr  Identität  eon- 
gnient  sind,  nur  um  eine  als  Factor  vortretende  Einheitswunel 
ändern.  Solche  Functionen  sind  geeignet,  um  aus  ihnen  als 
Factoren  Moduln  der  Stufe  zusammenzusetzen,  wozu  wir  im 
Folgenden  mehrfache  Beispiele  gewinnen  werden.  Uebrigens 
ist  der  Factor,  mit  welchem  cx;  ^  (u)  rechter  Hand  in  (17)  ver- 
bunden .luflritt,  sobald  wir  ii  als  ungerade  Zahl  vorausselxen, 
nur  scheinbar  eine  2w*®  Einheilswurzel.  Aus  (<6j  folgt  niiiu- 
lich,  dass  für  ungerade  n  immer  folgende  Uelationen  statt 
hüben : 

ab'^amcd-hesOf      ad    bc  s  a  ^  d   (mod.  2)  . 

Wir  können  also  (47),  indem  wir  für  (—  I)  die  Polenz  e*^  ciu- 

fohren  und  tlbrigens,  wie  immer  im  Folgenden,  fttr  e  *  t 
sehreiben,  folgendennassen  umgestalten  : 

w  o  jetzt  nur  eine      £inheitswurzel  als  Factor  auftritt.  Dk 
Potenz : 

ist  also  jetzt  eine  Modul/'unction  vt^^  Stufe*  Uebrigens  kommt  der 
bctrofTende  Factor  in  (4 7  5)  allgemein  zu  reden  nur  dann  in 
Wegfall,  -wenn  wir  6,  c  und  a  — ef,  und  also,  wegen  (46), 
auch  d  einzeln  durch  n  theilbar  annehmen.  In  diesem 
Sinne  gekoren  die  a;^  ^  ^(u ,  oi« ,  ca,)  %ur  Stufe  n*. 

Wir  haben  noch  den  functionentheoretischen  Charakter 
unserer  a^^  fi{u)  zu  fixiren.  Zunächst  erschliesst  man  aus  (44) 
in  bekannter  Weise,  dass  die  Quotienten  O)^^  ^{u)  :  a  [n)  von 
den  Fundamenlalfunctionen  p{u),p'{u)  nl(febraisch  abhUngen. 
Wir  erforschen  ferner  die  AhhUngijjkeit  von  den  luvariaulen 
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^3.  Zo  «leai  Zwecke  trageo  wlr^lail'ir  nach  Formt  (4)  die 
^j'Reihe  ein  lind  be^köiiiniea : 


Der  Factor,  mit  welchem  hier  rechter  Hand  der  ^-Quoiieol 
multipHciri  ist,  lasst.sich  in  folgende  Form  seUen: 

Wir  seh  Hessen  hieraus  und  aus  f17]  fvermöso  einer  Schluss- 
weise,  die  hier  niclil  mit  wenig  Woricn  darjselcirl  werden  kann, 
die  aber  beispielsweise  in  meinen  früheren  Arbeiten  tlber  ellip- 
tische Modul functionen  (Mathema tische  Annalen)  vielfach  ver- 
wandt wurde],  dass  a^^  ^  (ti) :  a{u)  auch  von  g^f  alg^aüeh 
abhängt.  Das  Gleiche  gilt  dann  für  die  Nullwerthe      ^ . 


§.     Bedohangen  der  O)  ^{u)  ,  ay  ,^  in  anderen  Chroisen  der 

Tranafonuatioii  atheoi  ie. 

Wir  bemerkten  bereits  soeben,  daBS  es  ein  Leichtes  ist, 
ans  den  0";^,  ^(u),  <Jx,  Modulfunctionen  der  n^"  Stufe  zu- 
sammenzusetzen. In  der  Thai  stellen*  sich  alle  Grössen,  welche 
man  gewöhnlich  in  der  Theorie  der  Transformation  Ordnung 
anwendet,  in  einfaober  Weise  durch  dfe  0^,ju(^)>  ^K,  ^  ^"i*- 
Ich  notire  in  dieser  Hinsicht  zunächst  die  Formeln: 

^  +     f+  f'      •"X-X'.y-  ^-  (") 

»X,  f,  («)*  •  "I-,  ^• 

die  man  sofort  durch  Umsetzung  bekannter  Fundament^ilformeln 
erhäU  und  die  u.  A.  gestatten,  sämmtKche  specielle  Theilwerthe : 

5« 
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durch  die  ct;  ^  nuszudrttcken'*).  Ich  erinnere  ferner  an  eine 
Formel  y  welche  Hr.  Kiepert  im  87.  Bande  des  Jouraels  ftlr 
Mathematik  (p.  S03)  mittheilt  und  die  folgendermassen  ge- 
schrieben werden  kann : 

M  -  I 

Hier  bedeutet  ^  den  transforioirlen  Werth  ./      ,       ,  wofern 

wir  das  ursprüngliche  ^  ausführlicher  mit  J  '^ü^ ,  lo^)  bezeich- 
nen; die  24^  Wurzel  aber  ist  durch  Formel  (^J  definirt. 

Wir  können  umgekehrt  verlangen,  solche  Verbindungen 
*^k,u{^)f  ^X,  fit  welche  als  Functionen  von  u  die  Perioden 
ca, ,  Ol,  besitzen  und  als  Modulfunctionen  zur  n^"  Stufe  gehören, 

.at.o„al  aurch  die  p{u) ,  p' ^u),  pi^'"' p'(^''' ^^''''j 

auszudrucken.  Ich  setze  nur  zwei  hierauf  bezflgHche  Formeln 
her,  die  wir  später  gebrauchen.  Wir  linden  einmal,  indem  wir 
in  (20)  u  s  0  nehmen  und  in  geeigneter  Weise  ausmultipli- 
ciren : 

(22)  "      JK  .  =  ^   . 


wir  finden  ferner,  indem  wir  von  (4d)  ausgehen: 


yyH"-T)-pr:')] 

woraus  fUr  »  a  0  die  Formel  resultirt: 


(«3)  . 


*)  Um  dies  betreffs  der  p  j^*^'  ^  '^^-^  ausufiibreD,  bat  man  nur  sa 

beachlen,  dass  die  2  p  |—  ^*  — |  ,  erstreckt  über  sÄmraliicbe  ^  ^ 
verschiedene  Tbeilwerlbe,  ^ileicb  Null  ist. 
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wo  der  dem  ProduotxeieheD  beigefttgte  Acceni  bedeuten  soll, 
dass  der  dem  Werthe  sa  fi  enlspreohende  Factor  aiugelasflen 
werden  muss.  Uebrigena  gehört  hierher  auch  für  n  s  6  ±  4 
die  Formel,  welche  Hr.  Kiepert  auf  p.  202  des  87.  Bandes  des 
Journals  fUr  Mathematik  mittheill: 
»-1 

i^)  JK.^—i — —  


1 


Gombinirt  man  dieselbe  mit  (22),  so  erhlilt  man  (immer  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  ungerade  Zahl  n  durch  3  nicht 


«--1 

3 


iheilbar  sei)  Jf  a^^  ^ ,  d.  h.,  oacb  Formel  (21),  )/  ralional 
durch  die  Theiiwerthe  von  p  und  p'  ausgedruckt. 


§.  3.  Definitioii  der     ,     ,  A^,'. 

Ich  führe  nuiunelir  die  Grossen  A'^^  ein  [«  =  ü  ,  1  ,  .  .  . 
(n  —  4  1,  welche  für  die  i^r  ^enwärlige  Arbeit  lundamenlal  sind. 
h^s  sind  yewisse  transformirle  Werthe  der  o^^  ^  (u),  nämlich  joi- 
(jenäe : 


denen  atM  Zweckmässigkeitsgründen  nur  noch  zweierlei  Factoren 
sugeselzt  werden.  Erstlich  nämlich  hehafte  ich  diese      ^,  damit 
X 

eine  doppellperiodische  Function  von  ii  mit  den  Perioden 

w, ,  vj^  sei,  mit  dem  Factor  p*"^!"*  (siehe  1  orinel  [H]  (»l»en). 
Zweitens  aber  füge  ich,  um  spiiter  l)ei  linearer  Trynsformalion 
der  Perioden  möglichst  einfache  Formein  zu  erhalten,  den  Factor 


's-  <)«  V 


hinzu.   Ich  setze  also  definitiv  ; 
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Es  sind  dies,  wie  ich  iiieich  hier  hiincrkiMi  will,  ini  Wesciil- 
liehen  dieselben  Ausdrücke,  wolclie  Hr.  Bianciii  hei  n  = 'i 
und  ;/  =  benutzt  hat.  nur  dass  Hr.  biaochi,  der  allein  die 
Quoiieoien  der  X„  belracbtel,  auf  eine  genaue  Fixirung  der 
vorzusetzenden  von  u  unabhüogigen  Factoren  kein  Gewicht  ge- 
legt hat*).  Wir  finden  sofort: 

sowie  mit  RUckstcbt  darauf,  dass  n  eine  uogerade  Zahl  soin  soll : 

(29)  X„*a{>')  =  , 

(30)  M)  -  -  X,_„(u).  . 

Vermöge  (29)  können  wir  o  als  einen  ganzxahtig  unbeschrankt 
veränderlichen  Index  betrachten,  der  modulo    In  Betracht  sn 

sieben  isl.  Aus  i28)  schliessen  wir  insbesondere : 

W    •V„M  =  (-,)".e-M-'^)..V.(„-H^'), 

eine  Formel,  die  wir  gelegentlich  als  Definition  der  X„  an- 
wenden. 

Ich  führe  nunmehr  für  die  Nnlhverthe  der  X„ ,  wie  auch 
für  die  Sidhrerlhc  thrrr  Dt(jermlialquolimteii ^  besondere  Be- 
zeichnung ein,  indem  ich  setze  : 

(3<)  A„(0)  =  »„  , 


*)  li>t  w  =  p  .  9  ,  so  wird  man  ?>lail  der  A'„  ,  oder  vielmehr  neben  dcu- 
tielbcn,  auch  t>olche  Ausdrucke  in  Uelracht  ziehen  kunuen,  wclciie  aus 

dttroh Zafügen  geeigneter  tautoren  colslehcn.  Dies  ist  namuaiiicli  der  Fall, 
weon  «  gerade  ist  oder  eine  Quadratsahl  vorstellt.  Hierher  gehören  hei 
fi  :v  4  die  Functioaea  4r(3tt),  •  tft(S«J»  ^3(2«)»  welche  Hr.  Lange 

seiner  citirtea  Arbeit  zu  Grunde  legi. 
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uu  In  der  zweiten  Formel  i'i'i]  der  Index  a  nur  die  durch  n 
nicht  theilbarcn  Zahlen  bedeuten  soii.  Man  bat  dann  ver- 
niüiio  (30): 

(33)  5,  =  0  ,       ^«  =»  -  , 

SO  dass  im  Gänsen  — ^ —  Grossen  s  und       —  Grossen  A'  su 

unterscheiden  sind. 

3  /?  ^ 

Die  A^,  3^  sind  in  m,      ,      homogen  von  der  -  — 

z 

3  it  —  3 

Dinaension,  die      ebenso  von  der  — 5 —  Dimension. 


§.  4.  BantoUuig  der  X„  Amk  traaslotnirle  ^i-Fonetionen. 

Führen  wir  vermöge  (4   in  die  Definition  der      statt  der 
a-Funeiion  die  Function     ein,  so  erhalten  wir : 

(35)  A„(f<,  w,,  «üj 

  »Hl»»  Tin  u  Ol» 

(36)  J[,(u,  ci>,,  itfj 

oder,  wenn  wir  fttr  die     die  Beibenentwtckelungen  eintragen : 


*)  lotbesondere  sind  eise  die  Nallwertbe    durch  die  Formel  gegeben : 

Vei^leiclil  man  liicnuii  uieiiie  zu  bingang  cUirle  Note :  (Jehci  •;üsvissc 
Theilwertlie  der  i^-Funclion,  so  erkennt  man,  dass  unsere  jetzigen  von 
öto  dunals  ebenso  beieiciiDeleo  Grossen  nitr  uro  einen  von  «  ueabbSiigigan 
namerischen  Factor  untenchieden  sind.  Da  alle  splter  fttr  die  s«  aufea- 

5ip)1onden  Relationen  in  den  3„  lunnogen  sind,  so  kommt  bei  ihnen  der  be- 
iR'tTf'dde  Fac(»tr  niclil  woik-r  in  Betracht,  womit  der  Zusammenhan?»  meiner 
jeUipofiotwickeluAseo  mit  den  damaligeu  bioreichend  ||;ekeoiueidinet  ist. 
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(37)  .Y„  [u,  io,,  w,j 

'J>n  —  I  H^t  w* 


(38)  A„(m,  m^,  wj 


i.r*  .//(I  -r«*j' 


1 

'**  ^  I  ^  «  g  «02 


W  7f  I  j 


Wir  ietlen  aus  diesen  FormelD  gleich  hier  xwei  wesenl-  ; 
licfae  Folgerungen  ab.  i 

Erstlich  schliessen  wir,  dass  zwischen  den  X„  keinerlei  ' 
lineare  Relalion  besteht: 

wo  die  c„  von  «  frei  sind,  dass  cUso  die  X^^^  wie  wir  es  aus- 
drucken, linear  unabhängig  sind. 

Zweitens  aber  lesen  wir  aus  (36)  ab : 

r  i't/  »  1  • 


WO  C  einen  niimerisclK-n  Factor  bedeiilot,  don  ich  nicht  c\pli- 
cile  hinschrcil)e,  weil  er  nicht  \v(Mlcr  in  lielracht  koronU.  lli<"r 
können  wir  niiii  für  den  rechts  slohcndon  ,7-Ouolienten  in  l*e- 
kanoter  Weise  eine  lineare  parlieile  DiücrcuUaigleichuog  in 

Bezug  auf  —  ,  '-^  als  Variabele  aufstellen,  wobei  das  Schöne  ist, 

dass  in  ihr  der  Index  a,  der  nur  in  der  Verbindung  —  —  ^ 
und  dazu  bloss  in  dem  Argumente  der  einen  ^Function  vor^ 
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kommt,  Überhaupt  wegfallt.  Wir  gestalten  diese  Diffei^enlial- 
gieichuog  um ,  indem  wir  beacbien,  dass  X^i^t  ^'h'  ^i^^^' 
homogene  Function  von  ti ,  cii^ ,  oi,  ist,  und  fahren  endlich  stall 
II,  io^  j  (ü^  die  GrWsspn  p  [u]  =  />,  g^,  als  unabhünaitio  Ver- 
flnderücho  ein.  Auf  solche  Weise  finden  wir  nach  einiger  Rech- 
nung, dass  sämmüiche  Grössen: 

(39)  «  g 

der  folgenden  partiellen  BifferenlieUgleichung  genügen: 

(40)      -  a,p  -    .    +  [(6  -  4«)p'  +        . . 

der  clann  nocA  dte  HomogeneiUUsbedingung  »utritt: 

Man  vergleiche  hierzu  Kiepert  im  88.  Dandc  des  J<»urnals 
(ttr  MalhenuUik,  pag.  209,  wo  eben  die  Formel  (40J  in  allerdings 
etwas  anderer  Anordnung  für  den  Quotienten 

nhceleitel  oder  ducli  Frobenius  und  Stickelberger 

im  'J2i.  bände  daselbst,  pag.  327. 

§.  5.  Zuaamonhiiig  der     mit  den  und  deren 


Aus  den  allgemeinen  Formeln,  die  wir  für  die  ^(m)  aul- 
st^lten,  können  wir  ableiu^n  ,  dass  die  Quotienten  A„  {u) ; 
einerseits  doppellpcriodische  Functionen  von  u  mit  den  Perioden 
10,,  cj, ,  andererseits  Modulfunctionen  der  11^^"  Stufe  sind.  He- 
rflcksichligen  wir  noch,  was  ttber  den  algebraischen  Charakter 
der  gesagt  wurde,  so  folgt,  dass  die  genannten  Quo- 

lienten  als  rationale  Functionen  derp(i«),  p'(u)  und  der  Theil- 

werihe  t-tii5?-*j ,  ^'|^^?t-!tJif!!ijuj^jiseo  dargestellt  Vier- 
den können,  was  nunmehr  geschehen  soll. 
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Wir  gehen  dabei  von  der  Pandamenlalformel  ans: 


(42,   e-  Gau«.        Iii,      =      1^-2-,  cr(,,;  .y/ 

aus  der  wir  vermdge  (21 ) ,  (28  die  folgende  Definition  der  X^^ 
ableiten : 


«  -  1  M  -  1 

•2-  1- 


die  wir  auch  folgendermassen  schreiben  kennen: 


n  -  I  I»  -  1 

*i  2 


\« ■>')_(_ II«.//-,,.    7/ "^-«l"*:-!-'-.'«]!  K^V 


I 


Jetzt  haben  wir  ^  ia.(22)  und  ebenso  [a^^  „  [u)  :  a(M))'* 

in  (23)  dureh  p{u],  //  ?<  und  die  Theilwerthe  ausgedrttekt 

Audererseils  ist  iiacli  (19): 


indem  wir  einiragm^  kommt  unmittelbar  di$  gesuchU  Formel : 

J  P(»»/-P(-/) 
Insbesondere  finden  wir  für  die  ^ullwo^lhe  z^gi 


1 

«  - 1 


,5,,.=  ..liiiLl.  yyi..-)-'(-^l 
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wo  der  Acceoi  ])ci  dem  Producizeicben  wieder  bedeutet,  dass 
ein  bestimiutes  Glied  (dasjenige,  welches  fi  ss  a  einsprechen 
wttrde)  auszulassen  ist.  Die  allgemeine  Formel  fttr  die 
schreibe  ich  der  KUrze  halber  nicht  hin.  Dagegen  notiren  wir, 
dassA^'nach  (21),  (22}  selbstverständlich  wird : 

m  K  =  izr^  


§,  6.  Darstellong  derp,  />'  etc.  durch  die  A^,  v^,  A^. 

Wir  können  jetzt  den  Zusammenhang  zwischen  den  Quo- 
tienten \(^ :  a(uy*  und  den  p(n)^  p'{u)  noch  auf  andere  Weise 
susdrflcken,  was  fOr  uns  um  so  wichtiger  ist,  als  wir  dadurch 
das  Mittel  ßhdcn,  p{n)y  p'[u),  O)  ^[uf  sowie  die  Thellwerthe 

/(^5?^.) ,    (L-^  " ;  „ ^  d^rch  die  A«(«).     ,  K- 

darzustellen,  so  dass  einem  Aufbau  der  gesammten  Theorie  der 

eUipti^scheii  Functionen  unter  durchgüngiger  Ziigrundeletiung 
der  letztgenannten  Grossen  kein  lliiidci  iiiss  mehr  t-iiii^eLftMLsleht, 
Bemerken  \n  h  zunächst,  dass  unsere  Quolionlen      :  qnnze 
\    Fuuctionen  der  p(t/;,  j)      von  einem  leicht  besLiiiiUibaren  iji.uU' 
t   sind.    Um  unsere  Foiitieln  be(|iieinor  schrrilien  zu  können, 
wollen  wir  jetzt  statt  dm*  X^^  die  fol^endeu  Gombinalioueü  der 
eiofUhren: 

1117;   A  =A  ,  A  =  A  +  A   A„_i  =  A^_,+X„+,; 

(48;  B  es  A  —  A      . »  •  •  •  •  •  Dft-i  =        \  —  ^-»i . 

Uicr  sind  die  A  ungernde,  d\e  B  gerade  Functionen  von  it. 
Ferner  comcidircn  die  Nullwerthe  der  Diüereotiai(|uutientoD 

^  genau  mit  unseren  früheren  Grössen       [Formel  (32)], 

v\  ihn  Ii  i  tlir  NuUvverilio  der      gleich  2j5^  bez.  zu  setzen  sein 


werden.   Die  Quoticnlea 
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lassen  sich  liic.sen  Ht  iiuM  kuiiLren  zufolge  auf  Gruod  l>ekaüDter 
Sätze  in  folgende  Formen  bringen ; 

Wir  wollen  nun  annelnnen,  dass  tiii'  die  Moduln  n^^^  Stufe 
3^^,  A'  bereits  kennen^  diicfi  in  der  Lage  sind,  ihre  nach  7,, 
genommenen  Di/I'erenfirdfjuotit'nteii  zu  bri'i'rhnen  (eine  Aniiiilune, 
üherwelclio  in  den  unten  folgenden  Sciilus.shrnierkiiniien  Kiniges 
hinzu^efdiit  werden  soll).  Dann  i;estatteü  uns  die  DiU'erenlial- 
gleicbungen  (40).  (4IJ  alle  folgenden  Coefficienten  a^i, 

a   M.i.  b     ....  6   „-3  durch  die  AI  und      unter  Zu- 

«,  -"2--     «,  < '  — 

hülfonahrne  von  7,  und  g^  rational  auszudrücken.  Ist  dies  ge- 
schehen, so  brauchen  uir^  um  unser  Ziel  su  erreichen,  nur  die 
Formehl  (i9),  (öO)  zu  invertiren.  In  der  Thal  erfahren  wir  (hir<^h 
Auflösunti  der  (19),  (liO)  j^die  immer  milgürh  sein  muss,  weil  die 
nach  §.  4  linear  unabhängig  sindj  die  folgenden  Grössen: 

«_-3 

p\u)plu]  5"  ,       ....  ,       p\u)piu}  , 
als  lineare  VerbinduDgen  der  QuotieDten 

Dies  gibt  uns,  indem  wir  mit  dem  Menncr  a  (t/)^  heran fmuUipli* 
ciren,  einmal  a{u)^  als  ganze  lineare  Function  der  A^^  (was  ein 
erstes  fiesuilat  ist),  dann  aber  die  suecessiven  Potenzen : 

n  —  'i  «  -  1 

p{u)  ,       ....  ,      p{u)       ,  p(uf'^ 
und  die  Producte 

p'H  ,     p'MpM  ,     —  .     p'{f')pM  * 

als  linear  gebrochene  Functionen  der  .  Ersetzen  wir  endlich 
in  diesen  Formeln  das  u  durch  11  —  ^  ziehen 
(27),  (äl8)  heran,  so  erfahren  wir  die  a^^  u  (u)**  und  die  Functionen 
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Id  enlsprechender  Form.  Eine  Darstellang  der  (rj,^}  der 
p|£f^i_ltifi?s|  j  ^,|Aw^_^_/*w,J         durch  die  A^^,  z„  und 

g^,  ist  hier  eingeschlossen.  Wir  haben  also  in  der  That  das 
2iel  erreicht,  welches  za  Anfang  des  Paragraphen  bezeichnet 
wurde. 


Zweiter  Abschnitt 

üeber  einige  Eigenseliafleii  der  X^» 

§.  4.  Die  elUptischeii  Honnalcorven 

Die  elliptischen  Normaicurven  n^'  Ordnung  des  Raumes 
von  (n  —  4)  Dimensionen,  die  ich  hier  mit  bezeichne,  sind, 
wie  ich  in  meiner  ersten  in  der  Einleitung  genannten  Note  aus- 
filhrte,  in  allgemeinster  Weise  definirt,  wenn  man  die  homo- 
genen Goordinalen  a-  ,  eines  Gurvenpunctes  mit 
n  linear  unabhängigen  n-gliedrigen  a-Producten  proportional 
selzt,  deren  Quotienten  doppeitperiodisch  sind  *).  Wir  schreiben 
dementsprecliend : 

QX^  =  A  .  ü{u  —  a^)  .  a^u  —  a^)  a{u  —  oj  , 

Qx^  aas  Ä  .  a  (m  —  ftj  ,  a  (m  —  6J  cr(t#  —  6«)  , 

|5») 


I 
I 

( ^'^'n- »  =    •      —  —   a{u  —  nj  , 

wo 

Sa^  S8       SS  ....  s:  ^n,' 

IQ  nehmmi  ist  und  der  gemeinsame  Werth  dieser  Summen  der 

Einfachheit  halber  gleich  Null  gesetzt  werden  mag.  —  Von  den 

Eigcnsclinflou  dieser  C,,  lieben  wir  iiiei-  nur  die  hervor,  dass  sie 
ft*  smyulüre  Stellen  besiizl,  an  denen  n  conseculive  Puncte  in 

(kur  Ebene  liegetif  —  es  sind  dies  die  Stellen  u  =  — — ^  — , 

sowie  die  andere,  diiss  sie  durch  2     Collinealiomn  des  iiuumes 


*;  Man  <;ehe  auch  Clifford :  on  the classificattoa of  Loci,  Pbilosopbicai 
InDsactioos,  487S* 
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von  (n     4)  Dmmsionen  in  sich  iJihergeht.  Von  lelztereB  nennen 

wir  diejenigen  n*,  welche  den  Formeln     =  u  ^ 

entsprechen,  Transformationen  der  ersten  Art;  die  Transforma- 

tionen  der  zweiten  Art  sind  durch  «  «=s  —  i*  ^  ■ — ■ — - 

n 

\\  II  ssoili  ii  inin  zweierlei  krinonisclie  Darstellungen  unse- 
rer C„  einander  ijeLzenüherstellen.  Die  erslo  benutzt  ein  Coordi- 
natensysleni,  bei  weleheni  eine  und  nur  eine  der  iv  singularen 
Stellen  in  chnrakleristisclier  Weise  nusizpzciclini^l  ist,  und  das 
;dso  bei  den  n*  Coilineationen  der  ersten  Art  in  //'  neue,  uleicli 
einfaehe  Lauen  flberiieht,  worin  man  den  Grund  dafür  zu  er- 
blicken hat,  dass  die  Coefficienten  der  zwischen  den  Coordinaten 
bestehenden  algebraischen  Gleichungen  in  den  Invarianlen 

rational  sind.  Die  andere  legt  ein  Coordinatensystem  zu 
Grunde,  dessen  Ebenen  bei  sflniintlichen  Coilineationen  nnr 
unter  einander  permutirl  werden,  das  also  zu  Gleichungen  mit 
wesentlich  irrationalen  Coefficienten  ftthrt,  die  sich  als  Modnlo 
der      Stufe  erweisen. 

Wir  erhalten  die  erste  Art  der  Barstellmg,  indem  wir  dk 
homogenen'  CoordineUen  tT^Q  t  ^1  j  •  •  •  eines  Curffenpmcties  den 
eben  betrachteten  Potenzen  und  Produclen  von  p{u)  undp'iu)  pro- 
portional setzen : 

(52)  ay^iac,  ;....ar„_i:a;n^.i c 

i»-t  «-3 

=  1  :p{u]  :....p(u)  ^   :p'(u):  P'M/U")  ^  • 

Uier  haben  wir  einmal  die  Relation: 

p'{u)*  ^  ip{tiy  -  9^p(tt)  -  9,  , 

und  fil)riuens  die  seli)slversl;indlichcn  IdcntitUlen,  die  siefi  für 
die  Potenzen  und  Prodncte  zweier  Grüs.seii  ergeben  ;  wir  .sind 
also  in  der  Lage,  die  (lesaninitiieit  der  algebraischen  Flächen, 
die  unsere  Curve  enthalten,  in  einfachster  Weise  zu  diseuliren. 

Wir  erludten  die  zweite  Art  der  Darstellung,  wenn  wir  die 
rechten  Seiten  in  (54)  durch  die  des  vorigen  Abschnittes  er- 
setzen,  also  schreiben : 

(53)  9^tt^  • 

1q  der  Thal  sind  ja  der  1  urincl  (43)  zufulge  die  X^^  li-gliedrige 
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a-Proflu(  to  von  der  in  ^5i)  voraust'esetzten  Beschaffenheit.  — 
Hier  kennen  wir  vermöge  /?7),  (28),  (30)  die  CollineatiooeD, 
welche  die  C„  in  sich  überführen,  in  expliciler  Form. 

Man  vergleiche  jeUt  die  Formeln  (49),  (50).  Offenbar  ge- 
winnen dieselben  unseren  jeuigen  Festsetcnngen  gegenüber  die 
Bedeutmigy  den  Oeberfang  von  dem  einen  Caordinatensysteme 
tum  anderen  mu  vermitteln. 

Wir  "werden  nunmehr  in  den  nachstehenden  Paragraphen 
in  genauem  Anschlüsse  an  die  vorgenannte  Bianchi'scbe  Arbeit 
der  Reihe  nach  folgende  Aufgaben  behandeln :  wir  werden  die 
quadratischen  Relationen  herstellen  ^  welche  von  den  X„  be- 
friedigt werden,  —  wir  werden  das  Inloi^ral  erster  Gattung  u 
durch  die  A'^  ausdrücken  (Inlt'ui.il  /i*"  Stufe),  —  wir  werden 
endlich  uniersuchen,  wie  sich  die  A'^^  bei  linearer  Tninslurmaiion 
der  Perioden  ,  verhalten,  wie  wir  also  vom  Cuordinalen- 
>«s steine  (53)  ZU  anderen  cleiehberechtiizten  Coordinatensyslemen 
(IheiLielien.  Daran  knii[>len  sieh  dnnu  von  selbst  eine  Hcihe  von 
Füluerunizen,  welche  für  die  alli^emeine  l.ehrc  von  der  Trans- 
formation der  elliptischen  Functionen  Interesse  haben  dUrfteUi 
und  die  sich  leicht  noch  werter  ausfuhren  Hessen. 

Vergleicht  man  diese  Entwickelungen  mit  denjenigen  von 
Hrn.  Bianchi,  so  wird  man  sofort  bemerken,  dass  aihe  die  geo- 
metrischen Ueberlegungen,  welche  Letzterer  anstellt,  im  Folgen- 
den durch  einfache  Formeln  aus  der  Theorie  der  doppeltperiodi- 
scfaen  Functionen  ersetzt  sind.  Die  geometrische  Redeweise, 
deren  ich  mich  hier  im  Anschlüsse  an  meine  frühere  Darstellung 
bediene,  hat  also  bis  auf  Weiteres  nur  noch  beiläufige  Bedeu- 
tung: sie  bezweckt  einzig,  gewisse  Fragestellongen  nahe  zu 
legen  nnd  in  bequemer  Form  übersichtlich  zu  machen.  Es  ist 
dies,  was  Selbstilndiukeit  der  Methode  anj;eht ,  unverkennbar 
ein  Rückschrill,  der  <il>er  indicirl  war,  sofern  es  sich  uiu  ex- 
pedite  Ableitunt^  bcsiimmler  lorincln  handelte. 

Tebrigens  ist  deutlich,  dass  die  ganze  Art  unserer  Frai^e- 
islelluug  einer  wesentlielieu  Verallgemeinerung  fiihig  ist.  Bei 
dem  Coordinalensyslenie  (53)  erscheinen  die  n*  slngulüren 
Stellen  in  bcslimniter  Weise  auf  die  n  Ebenen  des  Koordinaten- 
systems vertheilt,  was  dann  später  für  sammtliche  Goordinaten- 
Systeme  gilt,  die  aus  dem  ersten  durch  lineare  Transformation 
der  Perioden  cti^ ,  o»,  entstehen.  Nun  gibt  es  aber,  wenn  n  >  3 
ist,  noch  eine  grosse  Anzahl  anderer  Goordinatensysteme,  welche 
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diese  Bedingung  erfüllen,  worüber  iiiüii,  was  speciell  den  Fall 
n  =  4  angehl,  die  wiedediult  eitirte  ArlieiL  von  Um.  Lange 
vergleichen  niag.  Alle  diese  Coordmutcnsystenie  l,<intit('n  trir  und 
sollten  wir  gleichfalls  in  den  Kreis  unserer  Bctrai  hlunyen  ziehen. 
Wir  würden  dann  neue  Beziehunuen  zwisclion  w-gliedriiicn 
a-Produelen  erhallen,  welche  Moduifunctionen  n^"^'  Slufe  sind, 
und  vermulhlich  alle  solche  Beziehungen  erschöpfen,  was  ein 
wesentlicher  Beilrag  zw  Lehre  von  den  Moduln  n^^  Slufe  seio 
mttsaie. 


§.  2.  Die  quadratischen  JELeiationen  zwischen  den 

Da  sich  aus  den  n  G rosse u  A'^^  im  Ganzen  -—  Glieder 

zweiten  Grades  bilden  lassen,  deren  jedes  an  Sn  Stellen  des  ^ 
Perioden  parallelogrammes  der  »-Ebene  verschwindet,  so  mfisseo 
nach  dem  bekannten  Hermite'schen  Satze  (siehe  meine  erst- 
genannte Note)  g — ^  liueiir  unabhängige  quadratische  Re- 
lationen zwischen  den  A^  existiren.  Für  n  «  5  bat  Hr.  Biancbi 
die  betrelTenden  Relationen  durch  besondere  Ueberlegun^en  auf- 
gestellt'*). Man  erhält  dieselben  allgemein,  indem  man  von  der 
a-Relatiuu  ausgeht: 

(54)      <r  (/  -f-  tt) .  <j —  ti) .  a{v  ^-  w) .  a  {v  —  w) 

-h  fj  (/  -I-  v) .  fj  (/  —  r)  .  tf  {w  -h  »/)  .  a  {ic  —  u) 

-h  o{t  -k-  w) .  a{l  —  w) .  tf  (u  +  v) .  (/(//  —  t  )  =  0  , 

Man  verstehe  hier  nHmlicb  unter  a  speciell  die  (r-Function  mit 
den  Perioden  — ,  oi«  und  substituire  nun  für     u,  t>,  u?  die 

folgenden  Argumente : 

14      cr|Cu^         II      ^^tt^i  ^s^ft  ^ 


*}  Dieselben  Relationen  finden  sicli  auch,  und  zwar  in  ganz  ähnlicber 
Weise  abgeleitet,  wie  bei  Hra.Bianohi,  in  Haipben's  grosser  Abhaadlttog: 
Swr  Itt  rSdvetion  des  i^uaU<ms  diffAr^iUiettes  Unfaires  aux  formes  htUgrablßt, 
sloho  t.  XXVIIl  der  Memoire«  pr^nt^s  h  l'AcBd^mfe  des  Sciences  fp.  SS9 
der  Abbandlung). 
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Wir  bekommen  dann  eine  Gleichung,  die  sich  vermöge  der  in 
(96)  enthaltenen  Definition  der  Xf^  und  der  Beieichnnng  fttr 
ihre  Nullwerthe  sofort  in  folgende  umsetzt : 

(55)  _    .      _    .  A'^^^  ^    .  A'„^  ^ 

n  in  3 ) 

Ick  behaupte^  dass  in  diese  eine  Formel  die    ^  ■- — -  gesuchten 

linear  unabhängigen  quadratischen  Relationen  bereits  eingeschlossen 
sind» 

Zum  Beweise  brauchen  wir  nur  lu  zeigen,  dass  unsere  Re- 
il ffi  3) 

laUoQCQ  (55)  mindestens  mit       _ — -  linear  unabbaugigen  Re- 

z 

lationen  Äquivalent  sind :  denn  grosser  kann  die  Zahl  der  linear 
QDabbflngigon  Relationen  nach  dem  Hermite*scben  Salze  ohnehin 
Dicht  sein.  Nun  enthält  jede  in  (55)  einbegriffene  Gleichung  nur 

Glieder  A',-  Xf^  von  einer  Ix'stiniinlen  Indexsuinme  i  k  =  s  . 
Linear  abhangig  können  al.so  nur  solche  Gleichungen  sein,  welche 

dasselbe  s  besitzen.    Unter  ihnen  finden  sich  nun^  wie  ich  zu- 

n  —  3 

Dächst  bemerke,  jedesmal  — ^ —  unabhängige.  Wählt  man  nam- 

lich  irgend  zwei  Ternie  von  der  Indexsumme  s  nneh  Beliehen 
aus:   V,  .  V^  _|  und  A'j»,  A',— i'i  so  gestattet  die  l  uruiei  (55), 

alle  — ^ —  anderen  Terme  derselben  Indexsumme  durch  diese 

linear  aussudrttcken.  Jfilzt  katm  s  m  Ganzen  die  Werthe  haben : 

n  (n  3) 

0,  i,        [n  —  1).    Daher  haben  wir  in  der  That    ^  _ — - 

TS 

Koear  unabhängige  Relationen,  was  zu  beweisen  war.  — 

Setzen  wir  in  (55]  u  s  0  ,  so  bekommen  wir  biquadrati- 
Khe  Relationen  für  die  s^.  Diese  Identitäten  stimmen  ohne 
Weiteres  mit  denjenigen  Qberein,  die  ich  im  47.  Bande  der 
Vathema tischen  Annalen  (p.  573)  angegeben  hnhc  und  die  dort 
in  der  Thal  uich  aus  der  Relation  (54)  [resp.  der  gleichlautenden 
^-Relatiouj  abgeleitet  sind.  ■ 
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§.3.  Dm Intosnl  mter  Qattmif  fi^'' Stoi». 

Um  jetzt  das  Integral  u  durch  die  A'^,  auszudrucken,  re- 
currire  ich  abermals  auf  die  ellgemelDe  Theorie  der  doppelt- 
periodischen PuDCtlonen.  Es  seien  a,  ß  irgend  zwei  in  Boing 
auf  den  Modul  n  verschiedene  In(|ioes.  Wir  bilden  uns  dann, 
indem  wir  Xff{u) :  Xß{u)  nach  u  differentiiren,  den  Ausdruck: 

Derselbe  ist  eine  doppeltperiodische  Function  von  u,  welche 
Sfi-mal  (je  zweimal  an  jeder  Stelle  Xß  s  0)  im  Perioden  Paral- 
lelogramm der  u-Ebene  unendlich  und  also  auch  Sfi^mal  da- 
selbst  gleich  Null  wird.  Er  Ulsst  sich  also  in  die  Gestalt  setzen : 

(57)  ^?ik^i^H  ^ 

wo  die  Summe  ziiniichst  U!)er  nlle  Indexcombinatlonen  /.  k  zu 
nehmen  sein  wird.  Wir  werden  unser  Ziel  erreicht  haben,  so- 
bald wir  die  hier  auftretenden  0|j^  kennen.  Denn  wir  haben 
dann: 


(58) 


und  damit  in  der  That  unsere  Aufgabe  erledigt 

Ich  sage  jetzt  zunächst,  dass  die  a^^  der  Mehrsahl  nach 
gleich  Null  genommen  werden  kennen.  Zunächst  nttmllch  folgt, 
wenn  wir  Formel  (27)  in  Anwendung  bringen,  also  das  u  in  den 

itcii 

X(u)  um         vermehren,  wobei  du  ungeändert  bleibt,  dass 

alle  diejenigen  Terme  in  (57)  sich  gegenseitig  wegheben,  deren 
Indexsumme  (t  -f-  Ar)  von  (er  +  ß)  verschieden  ist.    Unter  je 

dreien  der  sonach  allein  in  Betracht  kommenden  Glieder  XjXj| 

besteht  aber,  wie  wir  ü;cratJe  sahen,  eine  lineare  Hehition.  Wir 
können  unsere  Summe  also  auf  eine  lineare  OomOmation  iryend 
zweier  dieser  Glieder  heschrUnken. 

Wir  setzen  jetzt  dem  Gesagten  entsprechend,  indem  wir 
niil  y  eine  Zahl  bezeichnen,  welche  weder  mit  a  noch  mit  ß 
moduio  n  congruent  ist : 
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wo  jetzt  nur  noch  die  beiden  CoDStanten  a ,  6  zu  bestimuiea 
siod.    Dies  aber  colingt  sofort  vermöge  unserer  Nullwerlhe 
A^.  Durch  geeignete  Anwendung  von  (28)  leiten  wir  näm- 
lich aus  (59)  anivördersl  folgende  zwei  Gleichungen  ab : 

und  erhallen  hieraus,  indem  wir  «  s  0  setzen : 

(60)   J  2  » 


r 


was  die  gesuchten  Formeln  sind.  Tragen  wir  in  (ö9),  (58^  ein, 
so  Aa&en  U7ir  folgenden  aUgemeinm  Werth  des  kUegraU  erster 
GaUung      S^e  erhalten : 

Eist  in  den  »Schlussbetnuj  kinig<»na  werden  wir  dazu  kom- 
men, dies  Resultat  mit  demjenigen  zu  vergleichen,  welclies 
Hr.  Bianchi  bei  n  =  5  abgeleitet  hal,  indem  hierzu  eine  genauere 

I   Kennlniss  des  Zusammenhangs  zwischen  den       und  A^  er- 

'   forderlich  ist. 


§.  4.  yerhalten  der      bei  linearer  Traniformation  der  (u, ,  (a^ 

(Allgemeiiies). 

Wn.s  das  Verhalten  der  A'^^  bei  linearer  Transfuruialion  der 
l'erioden  w,  ,  angeht,  so  wissen  w  ir  bereits,  dass  die  ,Y^^  Mo- 
dnln  n^'  Stufe  sind,  d.  h.  bei  allen  denjenigen  linearen  Trans- 
iormationen  ungeändert  bleiben,  die  modulo  n  zur  Identität  con-> 
inient  sind.  Nun  sieht  man  leicht,  dass  bei  jeder  anderen  li- 
nearen TraDsformatioQ  die  X^g  sich  andern  mttssen.  Es  folgt 

6* 
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dies  sofort,  wenn  man  die  NuUslellen  der  X^^  im  Periodenparal- 
lelo^ramm  in  Betracht  zieht.  Wirr  schUesten  hieraus,  das$  untere 
X„  M  linearer  Transformalfm  der  Perioden  eine  Gruppe  tun 
Umänderungen  erleiden,  welche  mit  dem  Inbegriff  der  durch  Con^ 

gruenzzeichen  definirten  Operationen : 

(62)  /      "  ^'^^  '       (ad  -      =  K)    [»lod.  n] 

holoedrisch  isomorph  ist. 

ich  sage  nun  zuniichsl,  dass  diese  Umänderungen  homogene 
lineare  Substitutionen  der  A'„  sein  müssen.  In  der  That,  jedes 
A'„(w,  w/,  (0^  [wo  w^' ,  w,'  die  Iransformirten  Perioden  sind]  ist 
wieder  ein  n-gliedriges  a-Product  der  früher  betrachteten  Art, 
also,  nach  dem  Hermite*scben  Salse,  in  der  Gestalt  darstellbar: 

(63)  X«(m,  w^,       =  2c„^ß.Xß{Uj  Wj,  wj  , 

wo  die      ß  von  u  unabhängig  sind. 

Es  gilt  jetzt,  die  c^^ ,  ß  auszuwerthen,  was  sofort  gescbehea 
soll.  Dabei  ergibt  sich  dann  das  schiene  Resultat,  d(U$  die  c^  ß 
aut^  von  den  Perioden  ^ü^^      unabhän^  werden,  das»  also  die 

in  Aussicht  genommene  Gruppe  von  Umänderungen  der  X^^  eine 
Gruppe  linearer  Substitutionen  mit  numerischen  Coi'fficientm  ist. 

Um  dies  Rc\suli;it  in  einfachster  Weise  abzuleiten,  benutze 
man,  dass  sich  alle  linearen  Transformalioneo  der  cu^ ,  cü^  be- 
kanDtermassen  aus  folgenden  beiden : 

'  \     SS         (0 ^  :  '  \<a^  ^  fa^ 

durch  Wiederholung  und  Combination  !hm  stellen  lassen.  Nun 
ist  der  Erfolg  von  S  aus  der  Formel  (37)  sofort  abzulesen.  Wir 
linden,  in  Uebeinstimmung  mit  unserer  Behauptung : 

ain  —  c) 

(64)  X^{u,  o»f ,  Ol,  H-  ca,)  =s  e       ^    .  X^lu,  cw, ,  . 

Es  kommt  also  nur  noch  darauf  an,  A„(ti,  —  ,  w,)  durch  die 
ursprünglichen  A'„  dai*zustellen,  was  in  den  folgenden  Para- 
graphen geschehen  soll. 
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§.  5.  Spaeialle  Bsinelitiuig  von  Xf^(u,  —  (u« »  o»,) . 

Den  £ntwickelungen  von  Hrn.  Bianchi  folgend,  werde  ich 
jetzt  A'„{m,  —  w^,  w^)  zunücbsl  nur  bis  auf  einen  von  m  freien 
Factor  bestimmen«  Wir  setzen,  der  Formel  (63)  entsprechend: 

0 

Jetzt  vermehren  wir  u  einmal  um  das  andere  Mal  um 

Wir  haben  in  (27),  (58)  bestimmt,  welche  Umänderungen 

II 

dabei  die  ursprunglichen  (u ,  ta^ ,  co^)  erleiden.  Die  Aende- 
ruDgen  von  Xß(u^  co,.  coj  wie  von  ^„(u,  -^oi,,  et»,)  ergeben 
sich  daraus  durch  blosse  Buchstabenvertauschnng.  Wir  ge- 
winnen so  die  beiden  Formeln : 


0 

die  wir  auch  folgendermassen  schreiben  ktfnnen : 

ri  -  1 


0 


II 

(wo  jetzt  die  Indices  als  unbeschrankt  veränderliche  ganze  Zahlen 
angesehen  werden,  die  allein  modulo  n  in  Betracht  kommen). 
Mtr  ist  überhaupt : 

mdaUo: 

Sdtfeiben  wir  noch  C  ftlr     ^  und  lassen  der  Symmetrie  halber 

die  Snmmation  Uber  ß  von  x —  bis  gehen,  so 

Ittben  wir; 
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(65)   X„{u ,  —     .  II»,)  Ä  C .      «"/^ .  A^(tt ,  fti, ,  , 


2 


was  die  in  Aussicht  genatnmene  Formel  ist,  auf  die  auch  Hr.  * 
Btanehi  aaf  p.  S43'  seiner  Arbeit  hinweist* 

Wir  wollen  der  grosseren  Deutlicbkeil  halber  die  hier  au^ 
tretende  Grösse  bis  anf  Weiteras  mit  C(c(i,,  co,)  bezeichnen. 
Jedenfalls  ist  C  eine  Function  nultter  Dimension  in  co, . 
denn  die  in  (65)  beiderseits  auftretenden  X  sind  in  u ,  «j,  ,  «/.  . 

gemeinsam  von  der  — ? —  ^"  Dimension.  Wir  schliessen  jeltl  | 

aus  ^65)  weiter: 


2 


Nun  ist  aber: 


H-  t 


oder  nach  (29) ; 

n-l 

(66)    A_^(w  ,  —  w, ,  —  wj  =  {—  .  \ß(u ,      ,  , 

eine  Formel ,  auf  die  wir  noch  surllekkommen.  —  Demaecb 
wird  r 

2 

Tragen  wir  die  so  i^ewonnenon  Werthe  der  urspr(lni;lichen  A'^ 
in  (65)  rechter  Hand  ein,  so  heben  sich,  wie  es  sein  iiiuss,  bei 
der  Suiininition  nacii  ß  alle  Tenne  fort,  in  denen  y  van  a  ver- 
schieden ist,  während  die  Zusammcnzicbung  der  Übrigen  die 
Fonnei  ergibt: 

(-  <)  '  ' 


(67)        CK.wJ.q-c;,,  w.)  =-  ^ 
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Wir  schliessen  hieramy  äass  C(tü, ,  tuj  in  folgende  Form  gesetzt 
werden  kann : 

(68)        C(ca..cu.]=  '/>K^^''.) 


fror/'  ''nie  huniuijent'  Function  von  fo, ,  bedeuten  soll  und  das 
doppelte  Vnrzpirhen  zunächst  unbestirrnrit  ist. 

Weiter  kann  die  allgemeine  hier  einL:i'f)iiliene  Betraehlunjzs- 
weise  nicht  führen,  da  bei  der  endgültigen  Bestimmung  von  C 


n  r 


eioroai  der  Factor  \  ^  in  Betracht  komiut|  den  wir  in  die  De- 

ünilion  der      mit  aufgenommen  haben,  dann  aber  auch  der 

Umstand,  dass  wir  den  imaginären  Theil  von  ^  stets  ppaitiv 

nehmen.   Wir  greifen  also  jetzt  auf  die  Beihenontwickelungen 
37),  (38)  ziirüek,  in  welchen  diese  beiden  Benierkiini;en  /.uv 
Geltunc  koinnieu.   Dabei  ergibt  sicii  dann,  dass  C  einfach  folgen- 
den Werili  hat : 

m  c  .  — 


2 


luDler  Vn  die  positive  Wurzel  verstanden),  dass  also  (65)  fol- 
(jenderntassen  geschrieben  werden  kann : 

(70)   I  «  .  Vn  .  A'„(ti,  — w,,  wj  =  ^«"^.Ä^(w,  w,,  w,j  . 

n-  1 


Uli»  noeh  einmal  auf  unsere  allgemeine  re!)erlegung  zu- 
rückzukommen ;  wir  können  aus  (68)  schliessen,  dass  C  auf  alle 

Fälle  gleich  ±  1  :  f  ^  .  Vn  genommen  werden  kann ,  sobald 

wir  statt  der  ursprünglichen  V^^(//,  (o^  ,  oj^)  von  vorne  herein 
»lie  Producle  tp  (cw,  ,  (o^) ,  A'„(w ,  ^ü^ ,  lo^}  iü  Betracht  ziehen  wol- 
len. Wenn  den  Reilienentwiekehingen  (37),  (38)  zufolge  das 
'({^'^x^f^i)  einfach  gleich  i  zu  nehmen  ist,  so  heisst  dies,  dass 
wir  gleich  anfaiius  <lie  mit  dem  riehligen  nur  von  o), , 
^hhiingigen  Factor  ausgestaltet  haben,  in  der  Thal  ist  es  die 
f^räerung  ^  (cU| ,  u>^  =  i  gewesen,  welche  mich  ursprunglich 
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veranlasst  hat,  in  die  Definition  der  den  Factor  y  ^  mii 
auftunehmen. 

Bas  Forjsa^cA^n  von  0  wird  durch  die  letzte  Bemerkaag 
wohlverstanden  weder  besttmoit  noch  überhaupt  in  Diacusslon 
gesogen.  Vielmehr  hSngt  dasselbe  wesentlich  von  dem  bereits 

erwähnten  Umstände  ab,  dass  ^  einen  positiv  imagiDüren 

Tbeil  besitzen  soll.  Wollte  man  die  entgegengesetzte  Fest- 
setzung machen  (die  an  sich  gerade  so  zulässig  ist),  so  wtirde 
sich  das  Vorzeichen  von  C ,  wie  Überhaupt  das  Vorzeichen  in 

allen  auf  die  lineare  Transformalion  der  i9^-Funclionen  bezüg- 
lichen Formeln,  ilaiiurch  iiiodilicireu,  diush  (—  i)  an  die  Stelle 
von  (■♦-  x)  tritt. 

§•  6.  Bestimmung  der  OrösiO  C. 

Zur  liesliimnimi;  der  (Irösse  C  genlli^l  es  nalürlicli,  (Jörn  inn 
(65)  irgend  einen  p;n  ticulären  \\'erth  zu  ortheileii.  also  beispiels- 
weise Hie  A'^^  durch  die  zu  ersetzen,  wodurch  man  zu  deu 
Formeln  zurückgeführt  wUrde,  die  ich  diesbezüjjlich  im  47. An- 
nalenbando  (p.  571)  gegeben  habe.  Wenn  ich  trülzdein  aul  die 
allgemeinen  Reihenentwickelungen  (37),  (38)  zurückgreife^  so 
geschieht  es,  weil  sie  sich  mit  der  gleichen  LeichtiglLeit  be- 
handeln lassen,  wie  irgendwelche  specielle  Fülle. 

Wir  werden  zunächst  an  (37)  anknüpfen.  Indem  wir  der 
Kürze  halber  setzen : 


finden  wir: 


4  n  ft- 
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oder,  wenn  wir  je  zwei  Tcrnie,  welche  dieselbe  Potcuz  von  q 
eolhaileUi  zusammeimehmeD: 

^  2 

(7i)  ^6«/^  A^(u,  tu,) 

=  i-i/.2^^^^(-«i''^^9-^-f  ^^^^^^ 

Mit  dieser  Formel  bringen  wir  jetzt  die  andere  zum  Vergleich, 

welche  sich  aus  (38)  für  X^{Uj  —  o», ,  ergibt  und  die  fol- 
genderoiassen  lautet: 


Wir  verwandeln  zu  dem  Zwecke  die  in  (71)  rechter  Hand  auf- 
tretende Doppelsumme,  indem  wir  {2h  -h  i)n  -t-itfi  =  2A  -h  1 
setzen  und  nun  k  von  0  bis  oo  laufen  lassen.    Dabei  wird 

(—  I)       sss  (—  4)  2     j_      sjjin^  g     aber  durch  loigenden 

Ausdruck  ersetzt  werden  können :  {—  \)  .  e  **  .  Solcher- 
weise kommt; 

^««i^,X^(u,  Ol,,  wj«  (-1)  »  .Vn.(- 


3 


e  ^  ,g<**-*-^)-5r  , 


Daher  lesen  wir  ab: 


2 

was  mit  der  in  Aussicht  genoamieneii  Formel  (70)  ttbereia- 
slimmt. 
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Die  Relation  zwisehen  t^-Beihen,  weiche  bei  dem  gerade 
durchgeführten  Ver£?leiche  zu  (ii  imde  liegt  uod  die  wir  fol- 
genderiDüssen  explicite  schreiben  können : 


ist  als  solche  natürlich  von  durchaus  elementarem  Charakter 
und  in  der  That  aueb  sonst  gelegentlich  l)emerkt  worden,  wie 
ich  in  Berichtigung  einer  früheren  Angabe  hier  const^tiren 
muss.  Ich  will  hier  namentlich  auf  Hm.  Brioschi's  Entwicke- 
lungen  im  47.  Bande  der  Gomples  Rendus  de  rAcad^mie  des 
Sciences  (4858)  verweisen  (cf.  p.  339  ff.:  Sur  diverses  äqttatümt 
analogfues  aux  iquatüms  moduüures  dans  la  thiorie  des  fqnctiim 
elliptiquesjf  insofeni  Hr.  Brioscbi  dort  Zieipuncte  verfolgt^  die 
inil  unseren  eigenen  auf  das  engste  verwandt  sind*).  Man  kann 
die  Relation  (72)  aucb  als  speciellen  Fall  der  allgemeinen  auf 
^Functionen  mit  p  Veränderlichen  bezüglichen  Formel  auf- 
fassen, welche  die  Herren  Prym  und  Krazer  im  3.  Bande  der 
Acta  mathematica  entwickelt  haben  {lieber  die  Verallf/emeinerung 
der  Hiemumi  sehen  Thetaformel),  ein  Umstand,  auf  den  ich  bei 
Gelejjcnheil  zurückkommen  möchte**).  Wahrscheinlich  umfassi 
die  Fryui-Krazer'sche  Relation  die  Gesamnitheit  jener  (loordi- 
nalen Verwandlungen,  die  wir  vorstehend  am  Schlüsse  von  §.  1 
(des  gegenwärtigen  Abschnitts)  po&tuUrten. 

§.  7.  Bemerkungen  2ur  Sabstitntionagruppe  der  X„ . 

Die  Substitutionsgruppe  der  A^^,  welche  aus  den  beiden 
erzeugenden  Operationen  (64),  (70): 


*}  Man  Seite  auch  Scheihiier  im  Jahrgange  «(862  dieser  Berichte, 


**)  Vergl.  Krazer  im  SO. Bande  der  Mathematischeo  Annalea  (IMer 

Thetafunrtionen,  deren  Charakteristiken  aus  Dritteln  ganzer  Zahlen  ff^UdU 
sind],  wo  (lor  Verf.  ausdrücklich  an  die  von  Hro,  Biaocbi  fOr  »  »  9  ^ 
^ebenen  ßniwickeluDgea  aoknttpft. 
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n 


(73) 


tt{n  —  a) 


n-  I 


1 

w-l 
2 


durch  Wiedcrholuiifz  und  Conibinalion  erwilchst,  scheint  in 

mehrfacher  Hinsicht  besoiuleros  Inteross('  zu  hcsitzen.  In  der 
Thal  biltiet  ijie  den  lialurL'ciiiassen  DürcliUfin^sjmncL  zu  den 
beiden  anderen  Gruppen  linearer  Substitutionen,  welche  man 
sonst  in  der  Theorie  der  Transformation  der  eliiplischen  Functio- 


nen betrachtet  hat :  der  Gruppe  von 


n 


VariabelD,  welche 


den  sogenannten  Jacobi'schen  Gleichungen  zu  Grunde  liegt,  und 

n-4 


der  Gruppe  von 


Variabein ,  auf  die  ich  im  45.  Bande  der 


Hathemntischen  Annalen  (cf.  p.  277  daselbst)  und  spJHer  im 
n.  Bande  (p.  570)  die  Aufmerksamkeit  lenkte*).  Diese  Gruppen 
entstehen  einfach,  wenn  man  in  (73)  statt  der  X„  die  kf^^  -h^ 
aus  (47)^  (48)  eioftthrt.  Man  findet  dann  nämlich  einerseits : 


T:  l 


n  — 1 


2 


H  -  1 


wo  a  in  der  letsten  Fermel  nur  die  Werthe  1 ,  2 ,  ...  '^—^ 


Man  vergl.  wegen  dieser  Gruppen  eine  ttetnnäcbst  im  th.  Annaleu- 
teade enebelBefMle  Arbeit  voo  Hm.  M orera :  Mar  ^nig§  BSUmgsgesetM 
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zu  dui'chlaufen  hat,  andererseits,  unter  derselben BeschräokuDg 
für  die  Werthe  von  a : 

n-l 


(76) 


was  genau  die  in  Betracht  kommcMiden  Formeln  sind. 

Aus  dieser  AbleitunG;  der  in  Ik^le  stehenden  Siibstidilu  ns- 
gruppen  geht  nun  auch  der  wahre  (irund  für  die  Hierkwürdige 
Wechselliezichiini;  derselben  liervor,  die  ieh  in  Band  XV  der 
Mathematischen  Annalen  i.  c.  zur  Sprache  brachte.  Wir  fanden 
in  (66) : 


n  -  I 


Daher  folgt : 


«  - 1 


(76J    {  -  w, »  -  w»)  =  (-  *)        A„(m,      ,  ü>J  i 

B„  (II,  -  lü, ,  —       =  (-  4)  ^  .  B„{m,      ,  , 

und  hierin  isi  begründet,  dass  immer  nur  eine  der  beiden  neuen 
Substitutionsgruppen  mit  der  Gruppe  der  Operationen  (6$)  höbe- 
drisdi  isomorph  ist,  der  Isomotphismus  der  anderen  aber  hem^ 
edrisch  ist. 

Was  die  Jaooln'sche  Gleichung  angeht,  zu  welcher  die  hier 
mit  A„  bezeichneten Theiigrössen  gehören,  so  hat  sie  diejenigen 
Werthe  zu  Wurzeln,  welche  aus 

durch  Anwendung  der  linearen  Transformation  der  Perioden 
entstehen*).  Um  dieser  Gleichung  Coefficienten  zu  ertbeilen, 


Ich  halte  im  Texte  immer  nur  an  der  ADDahme  fest,  da«s  n  eine  an- 
gerade  Zahl  sein  soll.  Gewöhnlich  denkt  man  sich,  wenn  von  Jacobi'schen 
Gleichungen  die  Rfde  ist,  das  «  üherdies  als  Primzahl,  so  dass  hiereine 
kleine,  ob  auch  selbstverständliclie  Verallgemeinerung  der  üblichen  Ter- 
minologie vorliegt.  Ausserdem  ist,  was  man  nicht  übersehen  darf,  X^^  und 
nicht  Xo  diejenige  GrQise,  welche  Hr.  Brioschi  als  Wuntel  der  Jaoobi- 
scben  Gleichung  bezeichnet.  Man  vergl.  hierzu  meine  ForfeMm^en  über  äat 
Jkotaeder  etc.  (Leipzig  i884},  insbesondere  p.  148,  Anmerltung. 
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dfp  von  />(m),  (j^.  rational  abiiangen,  wird  man  nalUrlich  als 
Unlii  k Hinte  den  QuolieDlen  :  a{u)^  ein  f  iiln  eii.  worauf  unsere 
Aj,  t  iits[Mechend  durch  :  a{uV*  tu  ersetzen  sein  werden. 
i>ie  so  entstehende  Jacohi'sehe  (ileicliunL'  isf  (ibriLfen*^  wohl- 
bekannt ;  man  sehe  BrioscUi  im  47.  Hände  der  Coniples  Hin- 
dus (i.e.)  und  im  Jahrgänge  1866  der  Alti  della  H.  Acc^ideniia 
di  Napoli,  Kronecker  im  berliner  Monatsbericht  von  4864, 
Kiepert  im  87.  Bande  desJournals  für  Mathematik  [insbesondere 
p.  214  daselbst,  Formel  (33)].  Ein  Vergleich  der  erstgenannten 
Arbeiten  mit  der  unseren  wird  nur  dadurcb  erschwert,  dass 
beide  Autoren  durchweg  an  den  Jacobi'schen  Bezeichnungen 
festhalten  und  also  X^:a{u}^  nicht  nach  p(ti),  sondern  nach 
$in*amu  entwickein. 

Die  Jaoobi*8che  Gleichung,  der  die  verschiedenen  Werthe 


ist,  bereits  y  ^  einer  Jacobi  i^cUeo  Gleichung  genügt,  deren 


TOD  y  ^  genügen,  ist  nach  dem  Früheren  nur  ein  specieller 

Fall  der  iierade  hesprocliencn  (iloiciiunjz.  Nun  weiss  man  aber, 
dass  allemal,  wenn  die  ungerade  Zahl  n  von  der  Form  6^  ±  4 

VI 

Goefficienlen  ebenfalls  in  ^3  rational  sind*),  und  es  bat 
Hr.  Kiepert  gezeigt,  dass  man  auch  diese  Gleichungen  so  ver^ 
ailgemeiueni  kann,  dass  neben  r/, ,  ^,  das  in  den  Goef^ 
fieienten  vorkommt**).  Indem  ich  versuchte,  mir  die  Theil- 
werthe  L\i  berechnen,  die  zu  dieser  Kieperl  schenGIeichuni^  j^c- 
hören,  und  die  ich  fernerhin  mit  ^i, ,  bezeichnen 

werde,  wurde  ich  zu  einem  zweiten  pinfachen  Syslenio  von 
n  Grössen  geführt,  welches  sich  bei  linearer  Transformalion  der 
Perioden  ganz  ähnlich  verhält,  wie  das  System  der  A'^^.  Ich  will 
die  betreffenden  Formeln  hier  um  so  lieber  inilttieiien,  als  ich 
die  Nullwerlhe  der  üi| ,  w,) ,  die  ich  schlechthin 

oeone,  sogleich  (in  den  Scblusabemerkungen)  ohnehin  gebrauche. 


•;  Stall  alle  einschlägigen  Citale  hier  noch  einmal  zusammenzustellen, 
«ill  ich  hier  nur  auf  die  Abhandlung  von  llurw  ilz  verweisen,  in  der  man 
lie  yereinigt  findet :  GrvmXla§m  ükntir  M&ptnMn\m  Theorie  der  eUiptitchen 
Mtiel^meUonm  und  Theorie  der  MtUl^eaiorifieidningen  ertter  Stufe,  Bd.  4S 
der  Mathematischen  Aonalen. 

**}  Jouroal  fttr  Mathematllc,  Bd.  S7,  p.  «18 . 
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§.8.  Die  f'ouctionen  t{u),  ^(x,  q)  und  die  ly. 

Um  die  neuen  Grtfssen,  die  ich  nenne,  aufrasieUeii, 
seien  a^uJ  (r,u,  a^u  die  Weieretniss'scoen  Funetionen: 


(77) 


a,(tt)  =  - 


■•("--■:-"•) 


die  sicii  übrigens,  wenn  wir  die  Bexeicbnungen  des  vorigen 
AbsohniUes  (§.  1  ]  aufnehmen,  eis  speeielle  Falle  der  Qaotienteo 
^A.jul'O  ^^3i,fA  darstellen.  Sei  femer,  der  Einfachheit  halber: 

Hr.  Kiepert  hai  nun  I.e.  bemerkt,  dass  diese  T-Function  einer 
ReiheneDtwickelung  fabig  ist,  welche  der  Entwiokelung  durch- 
aus analog  ist,  die  man  fttr  die  ^-Function  selbst  aus  der  Jaoobi- 
sehen  ^Reihe  ableitet  [siebe  oben  Formel  (3),  (4)].  Man  selie 
nämlich : 

(/9)    t(m,  w,,       «  ^ 


f  1,1 


(U  IC  \ 


wo '^^z/  beidemal  denselben  durch  Formel  (2)  delinirlen  Werlti 
bedeuten  soll.  />aim  hai  man  für  <p{Xf  q)  die  folgeiuk  Heihe: 

(61: -t-  D« 


oe 


(«0)    fr{x,q)^i^{-i)Kq  .(e 


e  ) 


—  CO 
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Das  Gelingen  unseres  Ansatzes  scheint  durin  hef^ründet,  diiss  in 
dieser  Eeibe  nur  quadratische  Exponeotoa  einer  featen  Potenz 
von  q  (7^)  auftreten  und  ttbrigens  t{u^  69i,  o»J  als  Modul- 
fuDcUon  betrachtet  von  der  ersten  Stufe  Ist*). 

In  genauer  Analegle  nü  d^n  auf  «r(u)  bexüglielien  Ent^ 
wickelangen  unseref  ersten  Abschnittes  setse  ich  jetzt  zunächst : 

(81)  rx^f,{u,  (0^  ,  (fij 

8  e       •     \      «        *     / .   w,,  Cü.j 

mid  femer : 

(82)  Yy{uj  w,,  wj 

Tragen  wir  nunmehr  die  Reihenentwicltelungen  (79),  (80)  ein, 
so  erhalten  wir  einmal,  der  Substitution  S  entsprechend : 

(ft3)    S  :  >y(M,  w,.         ci; J  =  «       ^     .  «'n  ^«)  » 

dsDD  aber,  indem  wir  die  Rechnungen  des  §.  6  mutatis  mu- 
tandis  wiederholen : 

n±l 

j     (84)    T:  t  •  .yit.ry(t4,  -(ti,,ciij 

I  Hier  ist  Uber  das  doppelte  Vorzeichen  in  dem  Exponenten  von  i 
I  so  tu  verfügen,  dass  derselbe  eine  ganze  Zahl  wird.  —  Dies 
ihid  nun  in  der  That  Formeln,  welche  den  für  die  X„  gültigen  (73) 
I  jenott  entsprechen.  Allerdings  sind  wir  nicht  in  der  Lage,  die 
I  auf  T  bezügh'che  Formel,  wie  dies  für  die  X^g^  in  §.  Q  geschah, 
!  1  priori  der  Art  nach  zu  erschliessen.  Denn  die     sind  3n- 
fliedrige  <r-Producte  und  es  erscheint  also  keineswegs  von  vom- 
tierein  als  nothwendig,  dass  sich  Ihre  transformtrten  Werthe 


*]  Ausser  der  Reihe  (80). und  der  Reibe  für  ^|  kennt  man  bis  jelzl 
1    keine  andere,  welche  beide  Eigenschaflea  verblödet,  aber  es  wäre  sehr 
■crkwtirdlB,  weno  in  der  Tbat  keine  weiteren  Reihen  dieser  Art  exisliren 
»Hkcn. 
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durch  die  ursprünglichen  n  allen»,il  linear  darslellon.  Ich  ver- 
mulhe  übrigens,  dass  man  dieses  Verhallen  aus  (iem  Umstände 
allleiten  kann,  duss  ü)^^  oij  eine  Modulfuncüon  erster 
Stufe  ist. 

Aus  den  >y  ktionen  wir  jetzt  v\ie<)rr  den  FormelD  (47),  (48) 

folgend  Systeme  von  — und  — ^ —  Variabein  susaroineo- 

setzen^  die  sich  für  sich  linear  iransformiren.  Wir  wollen  die- 
selben Äy ,  By  nennen  und  also  schreiben : 

(AM  =  >«(")  .      ^,(")  =  ^.(")  -+-  ^«-iM  

2                     2  2 
Ä.W=  >n-t(")  ,   

Insbesondere  benennen  wir  die  Nullwerthe  der  Ay{u) ,  wie  wir 
bereits  saglen,  mit  Ay.  Diese  Ay  sind  dann  diejenigen  Tbeil- 
werthe,  welche  bei  der  Jacobi*schen  Gleichung  in  Betracht  kom- 
men, von  der 


(85) 


(8H) 

abhängt. 


8clilu8sbemerkangen. 


Wir  haben  in  den  voranstehenden  £ntwickeluttgen  alle  in 
Betraicht  kommenden  Gonstanten  durch  die  Moduln  9„  und 

ausgedrückt,  zu  denen  soeben  noch,  unter  der  Voraiisselatung, 

an  der  wir  jetzt  festhalten,  dass  nltmlieh  n  dureh  3  nicht  theii- 
bar  sei,  die  A.,  hinzu p;etreten  sind.  Ks  fragt  sich,  wie  diese 
Grössen  von  einaiuK  i  ai)h}lngen  und  wie  wir  sie  als  Functionen 
der  ralinnalen  Invarianten  berechnen  wollen.  Ich  beschränke 
mich  in  *li  sen  Sclilussbcmerkunaen  darauf,  einige  vorläufige 
diesbezüj^lielie  Ani:ahen  zu  machen. 

Beroerken  wir  zunächst  die  selbstverständliche  Formel : 

A'  a  A* 

Lassen  wir  hier  beiderseits  die  Operation  T  eintreten,  so  er- 
halten wir : 
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wo  das  —  oder  das  +-ZeicheD  anzuwenden  ist,  jenachdem 
»•1-4  oder  n  — 1  durch  6  theilbar  ist.  Hieraus,  indem  wir 
iN-mal  mii  S  operiren : 

t    _^   a»it— g  /  2 

(87)  ±».5;'*       .K  =  \2!^ 

iiier  müssen,  wie  sclion  11 1\  Hriosi  Iii  In  iinikt  hat*),  dio  Po- 

ieozen  von  e  linker  und  rechter  üaud  tibereinstimmen.  Dies 
II  I 

gibt  einmal  — ^ —  cubisefae  Relationen  fttr  die  Ay ,  andererseiU 

abti'  finden  wir,  worauf  es  hier  ankommt^  die  als  rationale 
ganze  Functionen  dritten  Grades  der  Ay. 

Wir  greifen  jetzt  auf  eine  wohlbeKannte  u-Relation  lurttck, 
die  sich  hier  so  schreibt : 

ond  leiten  aus  ihr  die  Formel  ab : 

J(,  Xy(u)  ' 

m  der  lür  u  ^  Q  die  folgende  hervorgeht : 


^-1|) 


I 


auf  die  ich  auch  im  17.  Bande  der  Annalen  (p.  569)  aufmerksam 
machle.  Combmiren  wir  (88)  mü  (87),  so  haben  wir  das  Resultat 
erreicht^  dass  wir  unsere  sUmtnUichen  ConstarUen  durch  und 
(He     rational  ausdrücken  können* 

Was  die  Berechnung  von  angeht,  so  geschieht  dieselbe 
direct  aus  jener  eben  besprochenen  Gleichung  (der  MultipHcator- 
^eicbuog  erster  Stufe),  deren  Goefficienten  in  g^^  rational 
siod:  wir  haben  einfach  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  zu  be- 
ncbnen.  Eine  weitere  Frage,  die  wir  hier  nur  berühren  und 


Sopra  una  clusse  di  equasioni  moduiari,  Annali  di  Malcmatica,  sor.  i, 

ta.p.i67ir. 
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auf  die  gelegentlich  näher  eingegangen  werden  muss,  ist  die. 
wie  man  am  einfachsten  die      berechnet,  nachdem  oinaial 
bereits  gefunden  ist.   Ich  will  in  dieser  Hinsicht  hier  nur  fol- 
gende Fornael  mittheiieD : 

(n~l)(w~  3)      n-3  w'-l 

(89)    a,.a,.,..Äj»-t  «(-1)      «    "      ^  .  ^  2i  , 

Dieselbe  t;eslattet  uns,  im  Falle  n  =  5  ,  das  .1^  rational  durch 
die  ,  d.  h.  also  durch  z^ ,  z^.  auszudrücken  [wie  (iies  allemal 
miSglich  sein  muss,  wenn  n  =  i  (mod.  4]].  Die  Werlhe  der  A' 
werden  dann  aus  (86),  (87)  die  folgenden : 

Wir  wollen  diese  Wertbe  insbesondere  in  (61)  eintragen.  Wir 
finden  dann  fttr  das  »Integral  erster  Gattung  fünfter  Stufe«,  io- 

deni  wir  1.  c.  a=^,  ß  ss  %  ^  y  ss  0  setzen  : 

was  mit  dem  Resultate,  das  Hr.  Bianehi  auf  p.  864 ,  268  des 
47.  Annalenbandes  angibt,  übereinstimmt.  Die  unbestimmte 
Gonstante  C,  welche  bei  Hm.  Bianefa!  als  Multiplicator  auftritt 

und  die  in  (90)  fehlt,  findet  dadurch  ihre  Begründung,  dass 

Hr.  Bianehi  nirgendwo  die  absoluten  Werthe  der  A^^  fixirt  hat 
und  also  auch  nicht  die  5^,  selbst,  sondern  nur  deren  Quo- 
tienten in  Betracht  zieht. 
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und  Mmvmwm  der  einfachen  Integrale  bei  mriabeln  Grenx- 
loerffteti*)' 

Bei  den  Problemen  de«  Maximums  oder  Minimums  ein- 
facher Intei^rale,  welche  eine  oder  mehrere  unbekannte  Func^ 
twaen  und  ihre  ersten  Differentialquotienten  enthalten,  bat  man 
die  iweite  Variation  bisher  bauptsttchliob  nur  für  den  Fall  unter- 
geht, wo  die  Grenxen  des  Integrales,  80wi6  die  Werthe,  welche 
die  unbekannten  Functionen  in  diesen  Grenzen  annehmen  sollen, 
lest  gegeben  sind  .  In  der  That  ist  dies  auch  der  Hauptfall  in 
der  eigentlichen  Variationsrechnung ,  d.  h.  in  dem  Theile  der 
allgemeinen  Theorie  der  Maxima  und  Minima ,  der  vollständig 
der  Integralrechnung  angehört.  Denn  bei  nicht  gegebenen  Grenz- 
werlhen  kann  man  die  Aufgabe  in  zwei  Theile  zerlegen ,  von 
denen  der  erste  eben  jenes  Hauj)lpi'oblem  ist ,  wahrend  der 
zweite,  erst  nach  diesem  zu  behandelnde,  sich  auf  eine  blosse 
Aufgabe  des  gewohnlichen  Maxiimiiiis  o(ier  Minimums  reducirt. 

Soll  nämiit  Ii  l)eispielsweise  cinp  gpwissp  Curve  y  =  y  [x) 
von  allen  Curv(  n  der  Ebene,  dpivn  IuHl])uiikle  XQyQ  und  Xi  y^ 
auf  zwei  gegebenen  Curven  liegen,  diejenige  sein,  für  welche 
ein  gegebenes  Integral 


*)  Vorgelegt  und  zum  Druck  übergeben  in  der  Sitzung  am  U.  Nov.  1 884. 

I)  Soweit  mir  bekannt  ist,  sind  bei  variabeln  Grenzwerthen  solclie 
Probleme  Uber  die  erste  Yariatlon  hinaus  nur  verfolgt  worden  von  Ldnd- 
sTBöii  in  der  Abhandlung  »Distinction  des  max.  et  min.  dans  uo  pro- 

blfemo  isopörimötrique«,  Nova  acta  reg.  soc.  sc.  Upsaliensis,  Ser.  8, 
Vol.  VII,  und  von  G.  Erdvahn  in  dem  Atjfsatze  -  Zur  Untersuchung  der 
xweilen  Variation  einfacher  Integrale«,  Schlümiich  s  Zeilsclirift ,  Bd.  XXIII, 
wobei  aber  noch  hinzu/.ulugen  ist,  dass  auch  bereits  Jacübi  in  einer 
Ittnigsberger  Torlesung  die  Frage  bei  willkürlichen  Grenzwerthen  von  y 

jfXl 
f     y»         ^  Mio-  behandelt  bat. 

7» 
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einen  kleinsten  Werth  erhält,  so  muss  diese  Gurve  dieselbe 
Minimums-Eigenschaft  nothwendig  auch  dann  beibehalten,  wenn 
man  ihre  Endpunkte  als  fest  gegeben  betrachtet.  Sie  muss  als» 
inl  Besonderen  auch  unter  allen  Gurven  der  Ebene ,  die  mit  ihr 
diese  festen  Endpunkte  gemein  haben,  diejenige  oder  eine 
solche  sein  ^  welche  das  Integral  zu  einem  Minimum  macht. 
Diese  letzlere  Forderuu,^  —  das  lIaüplj>rol)lem,  wie  ich  sie  kua 
nennen  will  —  bestimmt  aber  durcli  die  Different i  iliileichung, 
auf  wt'lclio  sie  führt,  allein  schon  vollstnndig  die  .Natur  der  ge- 
suchten Gurve,  d.  h.  den  anal)  tisehen  Ausdruck 

y  =  {p[x,  a,  6) 

ihrer  Ordinate ,  in  welchem  die  beiden  IntegrationsconstaDlen 
a  und  b  selbst  wieder  durch  die  beiden  Bedingungen 

bestimiut  werden,  und  damit  ist  auch  der  iMiniiuumsw erth  des 
Integrales  selbst  in  bestimmter  Weise  als  Funeiion  der  Grenz- 
werthe  XQ^yQ^x^^y^  definirt,  sodass  derselbe  sich  i^ar  nicht 
mehr  anders  ändern  kann,  als  dadurch,  dass  diese  Grössen  ihre 
Werthe  ändern.  Sind  daher  die  Endpunkte  nicht  fest,  sondern 
eben  bloss  an  zwei  gegebene  Gurven 

V'«  («b>  yo)  =  0  und  V'i  {«i»  yt)  ^ 
gebunden ,  so  tritt  su  der  frttheren  Aufgabe  nur  noch  die  neue 
hinzu,  die,  diesen  beiden  Relationen  unterworfenen  Grenswerthe 

nun  so  zu  bestimmen^  dass  jene  bestimmte  Function  derselben, 
welche  den  Minimumswei  Iii  des  integrales  angiebt,  ihrerseits 
selbst  wieder  ein  Minimum  wird. 

Damit  soll  natürlich  nicht  gesagt  sein ,  dass  man  im  Falle 
variabler  Greii/Averihe  nothwcndii^  fjerade  in  dieser  Weise  ver- 
fahren muss.  Man  kann  vielmebr  das  Problem  auch  uni:elheilt 
angreifen,  und  Llndstkom  sowohl  wie  Erpma^n  halten  dies  für 
klarer  als  die  Theiliing.  Es  liegt  mir  fern ,  die  Frage,  welcher 
Weg  vorzuziehen  sei,  entscheiden  zu  wollen.  Jedenfalls  sind 
beide  zullissig  und  es  wird  jeder  seine  Vorzüge  und  Nachtheile 
haben.  Mich  interessirten  die  Aufgaben  des  gewöhnlichen  Maxi- 
mums und  Minimums,  auf  welche  die  erste  Methode  in  ihrem 
zweiten  Theile  führt,  schon  an  und  für  sich  und  wegen  der 
eigenthttmlicben  Schwierigkeiten,  die  sie  darbieten. 

Man  kann  nfilmlich ,  weil  hierzu  im  Allgemeinen  die  Auf- 
lösung transcendenter  Gleichungen  erforderlich  ist;  fast  niemals 
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die  inleuralionsconsiiintcn  wirklich  durch  die  Grenze crthe  aus- 
drückend  und  also  ;iuc[i  den  Maximums-  oder  Minimumsworth 
des  Integrales  nicht  expiicite  als  Function  der  Grenzvverthe 
allein  darstellen.  Daher  ist  man  genöthigt^  die  Gleichungen, 
welche  die  Integrationsoonstanten  mit  den  Grenzwerthen  ver- 
kDdpfen,  als  BediDgungsgieicbuDgen  beizubebalten  und  darauf 
aiuiagehen,  beide,  Gonstanten  und  Grenzvverthe,  gleichzeitig  so 
tu  bestimmi^n ,  dass  der  Werth,  den  das  Integral  fttr  die  Ltf- 
sangen  der  Differentialgleichungen  des  Hauptproblems  annimmt, 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum  wird*  Dieser  Werth  stellt  sich 
bei  der  gewöhnlichen  Integrationsart  der  Differenttalgleichungen 
xunScfast  als  eine  Funotion  der  Integrationsconstanten  und  der 
beiden  Grenien  des  Integrales  dar.  Mit  Httlfe  der  Bedingungs- 
gleicbungen  zwischen  Integrationsconstanten  und  Grenzwerthen 
kann  man*  aber  diese  Fanction  ebenso  wie  die  Bedini:;ungsglei- 
chunaen  selbst  in  mannigfacher  Weise  umformen ,  und  es  ist 
für  die  BewäUiguni^  der  Aufiiaho,  das  Maxinuiiii  oder  Miniiimin 
des  Integral  wert  he  s  v.u  lindeit,  liureljaiis  nicht  gIeich|iU]tig ,  von 
welcher  Ausdruck.su  eise  des  lutegralwerthes  und  der  Be- 
diogungsgleiehuntien  man  ausgeht.  Vielmehr  führt  eine  unge- 
eignete Form  des  ersteren  oder  der  letz  leren  schon  in  der  ersten 
Hiilfte  der  Aufi^ahe  ,  l)ei  der  es  nur  auf  die  Bestimmung  der 
Unbekannten  ankonnnt ,  zu  so  verwickelten  Gleichungen,  dass 
die  Auflösung  oder  geometrische  Deutung  im  günstigsten  Falle 
aar  mit  grosser  Mtlhe  und  nach  langen  Rechnungen  gelingt. 

Es  war  mir  daher  höchst  merkwürdig,  als  ich  an  dem  Bei- 
spiele von  §  4  mit  einem  Male  erkannte,  dass  diese  Schwierig- 
keiten sich  gans  von  sellrat  heben ,  wenn  man  die  Differential- 
fleiehungen  des  Hauptproblems  durch  Zurttckfttbrung  auf  ihre 
HAHn.Toii*sche  partielle  Differentialgleichung  integrirt  hat.  Jede 
vollständige  Lösung  dieser  Gleichung  einlebt  nämlich  in  sich 
selbst  einen  äusserst  geeigneten  Ausdruck  des  Maximums^  oder 
Mlaimumswerthes  des  Integrales ,  und  zugleich  liefern  die  aus 
dieser  vollständigen  Liisung  hervorgehenden  kanonischen  Inte- 
gralgleichungen des  Problems  unmittelbar  die  fttr  diesen  Aus- 
druck zweckmässigste  Form  der  Bedingungsgleichungen  zwischen 

I)  Trotzdem  werde  ich  Datttrlich  weiterhin ,  so  oll  es  der  Klarheit 
wtgpn  ^^ünscbenswertli  erscheint,  solche  Operationen,  die  der  Theorie 
nach  möglich  sind,  gerade  ebenso  behandeln,  als  ob  sie  sich  jeder  Zeit 
«irUich  ausführen  liessen. 
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Grenzwerlhen  und  Inlegrationsconstanlen  .  Hierbei  tritt  auch 
der  ganz  eiccne  Charakter  zu  Tage,  der  alle  Aufgaben  dieser 
Art  vor  anderen  Probienien  des  gewöhnlichen  Maximums  und 
Minimums  aaszeichnet  und,  weit  entfernt  die  Aufgaben  zu  er- 
schweren, vielmehr  die  Ursache  ist,  dass  sich  dieselben  in  allen 
Theilen  ganz  auffallend  vereinfachen.  EnthUlt  z.  B.  das  vorge- 
legte Problem  die  unabhängige  Variable  nicht  explicile  und  Ussi 
dasselbe  zugleich  eine  Lttoung  su,  sowohl  wenn  alle  Grens- 
werthe,  als  auch  wenn  dieselben  nur  bis  nuf  die  obere  Grenie 
fest  gegeben  sind,  so  erfordert  im  leisten  Falle  die  Bildung  der 
zweiten  Variation  des  Integralwerthes  gar  keine  andere  Rech- 
nung ,  als  welche  man  im  Allgemeinen  schon  im  ersten  Falle 
zur  Discussion  der  zweiten  Variation  des  Integrales  selbst  tiis- 
ftthren  musste. 

Diese  Anwendung  der  HMiiLTOir'sohen  partiellen  Differea- 
tialgleidiung  zur  Ableitung  der  Kriterien  des  Maximums  und 
Minimums  bei  variabeln  Grenzwerthen  auseinanderzusetzen, 
ist  der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes.  Es  versteht  sich  von 
selbst,  ddss  die  erhaltenen  Rci^clu  und  Kriterien  imniLr  nur  im 
Allgemeinen  richtig  sein  können,  d.  h.  dass  ich  von  allen  sol- 
eben  besonderen  Ausnahniel  ilJcTi  absehen  muss ,  dio  eben  all- 
gemeinen Gesetzen  sich  nicht  niii erordnen  lassen.  So  muss  ich 
naTiicntlich  hervorheben,  dass  irh  mich  immer  auf  den  Fall  be- 
schrilnke,  wo  bei  festen  Grenzwerthen  die  zweite  Variation  des 
Integrales  allein  schon  das  Maximum  oder  Minimum  entscheidet, 
wahrend  der  Fall ,  wo  dieselbe  bei  sonst  festem  Zeichen  noch 
zum  Verschwinden  gebracht  werden  kann  ,  sich  meinen  Unter- 
suchungw  gHnzlich  entzieht.  Auch  will  ich  damit,  dass  ich  die 
folgende  Methode  gewissermassen  als  die  im  Allgemeinen  beste 
für  die  betrachteten  Probleme  des  gewöhnlichen  Maximums  und 
Minimums  mir  in  Vorschlag  zu  bringen  erlaube ,  natOriich  kei- 
neswegs behaupten ,  dass  sie  auch  in  jedem  einzelnen  Beispiele 


1)  In  der  wicljtieen  Abhandhing  "Ueber  diejenigen  Probleme  der 
Variationsrechnung ,  welche  nur  eine  unabhängige  Variable  enlhalteo«, 
BoRCBAiiDi^s  J.  56,  der  man  die  allgemeiDe  Zurtickfübrung  der  Differan' 
tialglelchungen  der  Variatioosrecbnuog  auf  partielle  Differentialgleichaogeo 
erster  Ordnung  verdankt»  geht  auch  Clbbsch  vod  einer  vollständigan 
Losung  der  HAMiLTO!«'schen  Gleichung  aas;  er  benutzt  sie  aber  auf  gaoz 
andere  Weise,  nfimlicb  direct  zur  Umformung  der  zweiten  Variation  de» 
Integrales. 
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stets  die  besta  sei,  oder  dass  man  io  bestimmten  Prol)lt'iiien 
Dicht  auf  anderem  Wege  noch  einfacher  und  leichler  zum  Ziele 
gelangen  könne. 

]He  KrltiEleB  4e»  Haiiwii»  wi4  Waiaiuit  M  feiten  Grau- 

wertken» 

Das  allgemeine  Problem,  mit  dem  sich  diese  Untersuchungen 
besehe fliuen,  ist  das  folgende: 

Man  soll  unter  allen  l  unctionen  j  •  •  • .  von  x,  welche 
m  von  einander  unabhängige  Bedingungsyleu/nmgen 

(pi  =  0,  .  .  . ,       =  0  (m  < n) 
erßiUen,  diejenigen  herausfinden,  für  welche  das  Integral 


F 


/»«I 
1^  *• 


kleinsten  oder  grössten  WerUi  erhalt. 

Hierin  sollen  fj  (pi ,  •  '  -  j  (pm  gegebene  Functionen  der  un- 
abhängigen Variabein  x,  der  unbekannten  Functionen  iju  '  '  i  Vn 
uml  ihrer  ersten  Dilferenlialquotienten  y\  ^  •  •  y\  bedeuten, 
udU  es  wird  vijrausgesetzt,  dass  das  Problem  möglich  und  be- 
stimmt sei  bei  festen f  aber  unbestimmten  Grenzwerthen  von 

••  •»  Vn- 

Seist  man  dann : 

i\  Si^f-h      9>|         *  *  -^-KiVmy 

wo  die  Multiplicaiüi  cn  l  als  neue  uni)0kannte  Functionen  von 
X  aufzufassen  sind,  so  bestimmen  die  n  -t-  m  Gleichungen : 

stets  die  n  ^  m  UnbekanDten  yi\^  •  •  • ,  y'„j  Ai ,  •  •  • ,  k^,  und 
ihre  Elimination  aus  diesen  Gleichungen  und  der  Gleiefaung : 

liefert  die  HAMaroN'sche  partielle  Dilfereutialgleichung  des 
Problems. 
Ist: 
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irgend  eine  vollständige  Lösung  derselben  ^  so  erhält  man  dio 
gesuchten  Functionen  y  zuniiclist  als  Functionen  von  x  und  von 
den  2n  willkUiliclicn  Conslaulcn  ui,  •  •  ,  aus 

den  n  Gleichungen: 

worauf  sich  die  zugehörigen  Werthe  der  Multiplicatoreo  k  (und 
die  DiOereDtialquotieDten  \f)  aus  den  Gleichungen  2)  ergeben. 
Ich  will  die  9o  erhaltenen  Weribe  der  y  und  X  durch 

6)  Vi  =  [y.] ,  h  =  [h] 

und  ihre  Subslitution  immer  durch  []  bezeichnen, 
Nach  3]  ist  dann : 

Daher  wird,  ausgedrückt  in  den  Gonstanten  Of ,  •  •  a„  und  in 
den  Anfangs-  und  Endwerthen  von  ^ ,     ,  •  •  •  ^     ?  durch 

Anhangung  der  untern  Indices  0  und  1  unterschieden  werden 

luügen : 

7)  f  -  F,  -  f, 

der  Maximums-  oder  Minimumswerth  des  vorgelegten  Integrales, 
wobei  nattlrlicb 

=  F  (a'o,  yio ,  •  •    !/no  >  «i  ^  *  •  •>  a»i 

ist.  Will  man  denselben  als  Function  der  Grcnzwcrthe  allein 
definiren^  so  braucht  man  ihm  nur  die  n  aus  5)  folgenden  Glei- 
chungen 

hinzuzufügen,  Gleichuni;on,  welche  ilie  u  Uiihekannlen  a  sicher 
bestimmen,  da  sonst  ij;ei:en  die  Vorausset/uTiL:  dns  Prohleni  auf 
eine  Relation  zwischen  den  Grenzwertbea  allein  iilhreu  würde 


r  HitMboi  ist  zu  benchtcn,  dass  wie  das  Beis{)iel  von  §  4  unniillel- 
bar  zeigt;  !>uwohi  der  Werth  7)  ais  auch  die  Kelalion  bj  aa  und  für  sich 
im  Allgemeinen  nur  zwischen  gewissen  Grenzen  richtig  bleiben.  Der 
eine  wie  die  anderen  müssen  sich  aber  (Unstetlgkeiten  xwiscfaen  den 
Grenzen  schliesse  ich  natürlich  durchweg  von  de?  Betrachtung  aus) 
immer  auf  allgemein  gültige  Formen  bringen  lassen  mit  Hülfe  der  Glei- 
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Sind  nun  zunächst  alle  Grenzwerlhe  fest  gegeben,  so  hnt 
man  die  2n  Integrationsconslanteo  a  und  a  aus  den  diei- 
cbuDgen 

^)  Mo  =    ,  Wi  =  yii 

zu  bestimmen  I  in  denen  liniLer  Hand  die  Indices  0  und  1  die 
Substitutionen  x^x^  und  xsmxi  anzeigen,  und  jedes  Wertli- 
System  der  Gonstanten,  welches  diese  Bedingungen  erfüllt,  lie- 
fert, in  die  Gleichungen  6)  substituirt,  ein  System  Losungen 
^1  =  Problems.  Nach  5)  kann  man  diese  Losungen  auch 

dadurch  erhalten,  dass  man  die  Gleichungen  8]  und 

40)  -  0 

nach  den  'i  n  rnbekannlen     ,  .  .  . ,     ,     ,  ■  •  •  «„  auflöst. 

Hat  mao  aber  ein  bestimmtes  System  Auflösungen  .  .  . , 
a^,  aj ,  .  .  .,  a„  der  Gleichungen  9)  und  damit  auch  ein  be- 
stimmtes System  Lösungen  6]  des  Problems  gefunden ,  so  be- 
wirken diese  Lösungen  noch  nicht  notbwendig  auch  stets  ein 
wirkliches  Maximum  oder  Minimum  des  gegebenen  Integrales, 
sondern  dies  tritt  erst  dann  ein ,  wenn  ftlr  dieselben  die  zweite 
Variation  des  Integrals  ein  festes  Zeichen  besitzt. 

Hierzu  aber  sind  im  Wesentlichen,  d.  h.  solange  nicht 
irgend  welche  Ünstetigkeiten  zwischen  den  Grenzen  eintreten, 
und  wenn  wir  Überdies  ein  für  allemal  die  Fälle  von  der  Be- 
trachtung ausschliessen ,  in  denen  die  zweite  Variation  allein 
das  Maximum  oder  Minimum  noch  nicht  sicher  stellt,  die  folgen- 
den beiden  Bedingungen  nothwendig  und  hinreichend : 


chuDgen  S)  selbst,  weil  {vgl.  die  Anmerkuag  am  Schlüsse  dieses  §)  die 
Gleichungen  40)  allein  schon  die  Lösungen  des  Problems  deflniren.  Und 

hierin  Hegt  die  Berechtigung  dazu ,  diese  Fornneln  wie  im  folgenden  § 
auch  dort  zu  Grunde  zu  legen,  wo  es  darnuf  ankommt,  die  Grenzwerlhe 
und  Intej^rationsconstanten  so  zu  bestiminen,  d;iss  der  Wcrlli  ,  den  das 
Integral  für  jene  Losungen  auiuiuiul,  selbst  wieder  ein  relatives  Maxi- 
mum oder  Minimum  wird.  Wenn  man  nSmlich  Oberhaupt  die  Maxima 
oder  Minima  einer  gegebenen  Function  P  sucht,  zwischen  deren  Varia- 
bein gegebene  Relationen  bestehen,  so  ist  es  vom  rein  tbeoretischen 
Standpunkte  aus,  d.  h.  abiJiesehcn  von  der  grösseren  oder  geringeren 
Schwierigiicit  dtr  Losung,  nülh\vendi;;er  Weise  ganz  einerlei,  ob  man  die 
gegebene  Furjction  uuvei^ndert  beibeball  oder  aber  dir  irgend  eine  an- 
dere Function  <P  substituirt,  sobald  nur  die  Cileicliung  'P  =  F  eine  Folge 
der  gegebenen  Relationen  ist,  und  ebenso  steht  es  gans  frei,  wie  und  in 
welcher  Form  man  die  letzteren  benutzen  will. 
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A.  Matbr, 


Es  mass^}  erstens  die  homogene  Function  xweiter  Ord- 
nung : 

iff^ß  [s^J  dy'^öy\, 

deren  n  willkürliche  Argumente  dy\ »  •  •  • »  den  m  Be- 
dingungsgleichungen 

«)        =i'' [If:]  «»»'<- • 

unterwerfen  sind ,  zwischen  den  Grenzen  Xq  und  bestHn- 

die;  net^ativ  oder  beständig  positiv  bleiben.  Und  es  darf  zweitens 
hei  festem  die  obere  Grenze  x^  die  zunächst  an  Xq  gelegene 
Wurzel  fic  der  Grenzengleichung: 

4 3)  A  (X,  xo)  S ±  ^  .  .  .  . .  .  =  0 

weder  llberschreiten ,  noch  auch  selbst  erreichen,  weil  man 

sonst  2)  die  zweite  Variation  des  Integrales  immer  noch  zum 
Verschwiiidcii  bringen  kann.  Diese  letztere  Bedingung  Idsst 
sich  aber  auch  so  aussprechen  : 

Betrachtet  man  und  die  erhaltenen  Werthe  der  Con- 
stanten a  und  a  als  unveränderlich  ,  denkt  sich  aber  die  obere 
Grenze  x^  von  Xq  aus  wachsend,  so  darf  dieselbe  nicht  bis  zu 
deTnjenigen  Werthe  von  ausgedehnt  werden  ,  für  welchen 
zum  ersten  Mole  ein  anderes  System  Auflösungen  a ,  a  der 
Gleichungen  9)  mit  dem  zu  Grunde  gelegten  zusammenfällt  (oder 
falls  zufallig  die  nur  lineare  Functionen  der  a  und  a  sind, 
für  welchen  die  Gleichungen  9)  diese  Gonstanlen  nicht  melir 
bestimmen). 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  9)  Ittsst  sich  aber  auf  die 
Bestimmung  der  n  Unbekannten  Oi ,  , ,  ,^  aus  den  it  Glei- 
chungen  8)  surdckführen.  Denn  hat  man  die  Werthe  der  a  aus 
den  Gleichungen  8)  gefunden,  so  ergeben  sich  nach  5)  die 
Warthe  der  Gonstanten  tt  eindeutig  aus  den  Gleichungen: 


\)  Vgl.  Borchardt's  J.  60  p.  SSO. 
0)  Ebenda  p.  158. 
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Daher  konneD  die  Gleichungen  9)  nur  dann  zusammenfallende 
W  urzelsysteme  a,  a  besitzen ,  wenn  die  Gleic  hungen  8j  viel- 
fache Wurzeln  zulassen,  oder  wenn  die  Gleichung: 

eine  blosse  Folge  der  Gleichungen  8)  wird,  und  man  kann  also 

die  zweite  Bedingung  auch  so  aussprechen: 

45)  Die  obere  Grenze     muss  zwisdien  Xq  und  der  zunächst  an 
gelegenen  Wurzel  Xi  derjenigen  Gleichung  bleiben  ^  in  welche 
die  Gleichung  1 4)  übergeht^  wenn  man  aus  ihr  entweder  die  a  oder 
du     mittelst  der  Gleichungen  9)  eHmäUrL  — 

Wie  schon  in  der  Einieilunj^  bemerkt,  lassen  sich  aber  in 
der  Regel  die  Inlegrationsconstanten  nicht  explicite  durch  die 
Grenzwerlhe  ausdrücken.  Man  ist  daher  im  Allgemeinen  gezwun- 
gen, die  Auffassung  gewisserniassen  umzukehren  und  nicht  die 
Grenzwerlbe  der  y,  sondern  geradezu  die  Integrationsconstanten 
selbst  als  das  ursprOnglich  Gegebene  zu  betrachten,  wobei  dann 
die  Grenzwerthe  erst  durch  die  Gleichungen  9)  definirt  werden. 

In  dieser  neuen,  durch  die  Umstände  gebotenen  Auffassung 
erbült  man  die  zweite  Form  der  Grenzengleichung,  indem  man 
die  Werthe  9)  der  und  y^^  in  die  Gleichung  44)  einsetzt,  und 
dann  lässt  sich  nach  7)  die  letzte  Bedingung  offenbar  auch  so 
aussprechen:  Xi  muss  stwisdien  und  der  xunächst  an  x^  ge^ 
kgenen  Wurzel  x  der  Gleichung; 

.0,  =        ±  ^--^  ...  -  0 

hkiben. 

Diese  Gleichung  Ittsst  sidi  auch  direet  aus  der  ursprüng- 
lichen Gleidiung  13)  ableiten. 

Setzt  man  nSmlieh  in  den  Gleichungen  ijf^  =  [yf^]  umge- 
kehrt wieder  für  die  o,-  ihre  Werthe  5),  so  werden  diese  Glei- 

chuDLien  identisch,  da  sie  ja  nach  Voraussetzung  die  Auflösungen 
der  Gleichungen  5)  sind.  Denkt  man  sich  also  den  die  Werthe 
5  beiiielegt,  so  wird  identisch  [y^]  =  und  also  auch  durch 
partielle  Differentiation  nach  a^ : 

doi  dajf    d    d  Oj 


iG8  A.  Mayer, 

Daher  hat  man 

bat     4^    d«jfc  L^ojkdajJ 
Aus  diesen  Identitfilen  ergiebt  sich  aber  leicht  die  Belalion : 

worio: 

ist  und  lo  daraus  durch  die  Substitution  x  ^  Xf^  entsteht^). 


«  0  ,  1^  «  0  oder  1 


1)  Nach  den  Gleichungen  iO;  kann  man  endlich  noch  .m  Stelle  der 
und  «j  auch  gcrado/u  <li(»  a,  und  die        al<i  IntegiaUoaäCoaslaoleü 
zu  GruDdo  legen.    Man  iiat  dann  diejenigen  Auflösungen : 

der  Gleichungen  f  0)  zu  nehmen,  die  sich  für  x  =  auf  =  y^o  redu- 
ciren,  sodass 

ist.  W»!ttt  man  daher  diese  Form  der  LtfsQDgea  des  Problems,  so  re- 
ducirt  sich  die  Gieichuog  13}  auf: 

^mi  —  doi  du«  '    '  dttn 

und  gleichzeitig  wird  für  diese  Lo.sutigen: 


Denn  sie  erfülleo  mit  den  Gleichungen  4  0)  zugleich  die  durch  fiartielle 
Differentiation  nach  Oj^  daraus  entspringenden  Gleichangeo: 


L  iyui<_L;d  by  Google 


KRiTKRlSI«  DES  MAXIMUMS  VHD  MlMJAlMS. 


109 


§  «. 

Die  Krit«rieu  deü  Maximums  uuU  MiuiiuuiuB  bei  TilfAbeln  6rail> 

Ind(»m  ich  nuDmebr  tibergelie  zu  dem  Fall(>.  wo  die  Grenz- 
werthe  von  ,  yi ,  .  •  • ,  //„  nicht  mehr  fest  gegeben  sind,  will 
ich  gleich  allgemein  annehraeu,  äass  zwischen  denselben 
r<2ft  -h  2  von  einander  unabhängige  Bedingungsgleichungen 

lorgeschrieben  seien  (die  natürlich  so  gewählt  sein  müssen,  dass 
das  vorgelegte  Problem  durch  dieselben  nicht  etwa  unmöglich 
wird  oder  den  Sinn  verliert,  wie  z.  B.  das  Problem  der  Gurve, 
die  mit  den  Radii  vecloren  ihrer  gegebenen  Endpunkte  die 
grttsste  oder  kleinste  Fläche  umschliesst,  wenn  man  die  Gurven- 
lange  nicht  als  fest  gegeben  betrachtet,  sondern  willkürlich 

iässt;. 

Dann  tritt  su  der  froheren  Aufgabe  noch  die  nene  hinzu^ 
die  den  Gleichungen  47)  unterworfenen  Grenzwerthe  so  zu  be- 
stimmen, dass  der  durch  7)  und  8)  als  Function  der  Grenz- 
werthe  defioirte  Maximums-  oder  Minimumswerth  des  Integra- 
les selbst  wieder  einen  relativ  grtfssten  oder  kleinsten  Werth 
erreicht,  und  die  Substitution  der  so  erhaltenen  Grenzwerthe 
oder  der  durch  dieselben  bedingten  Warthe  der  Integrations- 
coBstanten  a  und  a  in  die  Lösungen  ss  [^J  des  früheren  Pro- 
blems liefert  die  Lösungen  der  ganzen  Aufgabe.  Damit  aber  die 
so  erhaltenen  Lösungen  ein  wirkliches  Maximum  oder  Mininiuni 
des  Inleiirales  unter  den  anuenoninienen  Bedinguniic  ii  liewir- 
ken,  muss  mit  dem  Intei^ralwürthe  gleichzeitig  auch  das  Integral 
selbst,  wi  iui  man  ihm  die  tj;efundonen  Grenzwerthe  als  fest  c;e- 
geben  vorschreibt,  ein  Alaximuui  oder  ein  Minimum  w erden, 
müssen  also  (bei  unserer  Beschränkung  auf  den  Fall,  wo  hei 
ftslen  Grenzwerl  li  'ii  die  zweite  Variation  des  Intet^rales  allein 
schon  das  Maximum  oder  Minimum  vollstündig  sichern  soll)  im 
Besonderen  die  erhaltenen  \V(»rthe  derGrenzen  und  Inteiirations- 
(^ostanten  der  zweiten  Forderung  des  voriij;en  §  iienügen. 

Behält  man  aber  die  durch  die  Gleichungen  8j  definirten 
lohekannten  a  bei  —  und  man  wird  eben  hierzu  gezwungen, 
sooft  sich  diese  Gleichungen  nicht  wirklich  auflösen  lassen  — 
10  stellt  sich  die  neue  Aufgabe  so: 
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Die  3i»  -h  2  Variabein 

zwischen  denen  die  r  Gleichungen  17)  und  die  n  GleidtungenB] 
bestehen^  smd  so  %u  bestimmen^  dass  der  gegtkene  Ausdruck 

7;  F  =  Fl  -  Ko 

em  relatives  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Bezeichnet  nAm,  um  die  Formeln  kOrser  schreiben  zu 
können,  die  Grenzwerthe 

öEiit  ^ >  yio •  •  •  • » y»o >  j/ii » •  •  •  >  y«! 

tm  Folgenden  durch 
und  setzt 


18)  "  ^ 


so  fuhrt  diese  Aufgabe  auf  die  3  n  -i-  St  Gleichungen : 


49) 


In  Folge  der  Gleichungen  8)  reduciren  sich  aber  die  n  ersten 
Gleichungen  19}  auf: 

Nun  darf  nach  45)  und  nach  dem  eben  Festgesetzten  fUr  die 
Ltfsung  unserer  neuen  Aufgabe: 

werden,  also  tiat  man  nothwendig 

/'i  «  ^2  =  •  •  •  =  f'n  «  0 
zu  nehmen.  Hierdurch  reduciren  sich  die  n  ersten  Gleichungeo 
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19^  auf  die  GleichuDgen  8j  uud  die  2n  -f-  2  letzten  auf  die  Glei- 

ciiuQgeo 

sodass  es  nur  darauf  aDkommt ,  die  3n  +  2  +  r  Unbekannten 
o,  c,  y  aus  den  Gleichungen  8)^  47)  und  24)  xu  bestimmen« 

Damit  ferner  für  ein  System  reeller  Auflösungen  der  Inte- 
gnilwerth  P  ein  wirkliohes  Maximum  oder  Minimum  erreiche^ 
muss  nach  Substitution  der  Au£l(fsungen  fttr  alle  Werthe  der 
Variationen  da  und  de,  welche  den  n  «4-  r  aus  8)  und  47)  ent- 
springenden Bedingungsgleicfaungen : 

i  *  *  1 

geoügen  ,  die  zweite  Variation  W  der  Function  U  ein  festes 
Zeictien  bewahren  . 

Da  aber  die  (i  sammtlicb  verschwinden,  so  wird : 

r 

j  Bierin  ist : 

und  reducirt  sich  also  in  Folge  der  Bedingungsgieichungen 
n)  auf: 


1   Ich  setze  selbstversländlicli  voraus,  dass  mau  ein  solches  System 
Auiiusuncen  der  Gleichungen  8),  ilj,  11)  gefunden  habe,  welches  der 
B«cliQguug  iO)  genügt  und  für  welches  auch  nicht  etwa  eine  der  Glei- 
cbugoii  U]  eine  blosse  Folge  der  Übrigen  wird.  Das  Auftrelen  anderer 
•b  solcher  Auflösuogea  wäre  ja  eben  immer  nur  ein  sehr  heeooderer 
AnsnahroefaU.    Ancb  darf  natürlich  keiner  der  zweiten  partiellen  Diffe- 
n!nUal<]notipnt(»n  von  F  für  die  erhaltenen  Werthe  der  Unbekannten  un- 
I     «idiich  oder  unbestimmt  werden,  was  bei  geometrischen  Problemen 
i    mitunter  die  Folge  einer  ungeeigneten,  zu  specielleo  Wald  des  Coordi- 
I    SiWoisyätemd  ^ein  kann. 
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a 


oder: 


wofür  mao  wiederum  nach  22)  auch  setzen  kaau : 

•2  »1  +  2  __»  

I  i 

Deutet  niart  .il^o  durch  die  Cliar;jkteristiken  6^  ,  ö>  dass  uur 
die  Grenzwerthe  c,  resjjei'live  riiii  die  CoDslanlen  a  zu  variiren 
sind,  so  kauQ  mau  einfach  schreiben ; 

Doch  wird  iDan  in  der  Regel  dem  wenicier  eleganten  Ausdrucke 
25)  von  ö- F  deo  Vorzui^  iiel)en,  weil  derselbe  die  Variationen 
da  nwv  linear  eiilliült .  und  diese  also  inilleist  der  Hedintiungs- 
gleichungen  hetjuemer  aus  ihm  als  aus  der  Formel  ä!6)  eli' 
minirl  werden  können. 

Nun  tritt  aber  gerade  bei  der  vorliegenden  Aufgabe  recht 
häufig  der  Fall  ein,  dass  die  zweite  Variation  d'^W  unter  den 
Bedingungen  22)  und  23)  zwar  nicht  zur  Zeichenänderung,  wohl 
aber  noch  zum  Verschwinden  gebracht  werden  kann.  Bin  wirk- 
liches Maximum  oder  Minimum  kann  dann  nur  eintreten ,  wenn 
gleichzeitig  auch  die  dritte  Variation  von  W  verschwindet,  d.  h« 
wenn  die  Gleichung: 

27)  6^W^  6^F  d  Y«  =  0 

i 

eine  Folge  wird  der  Gleichungen  22),  23), 


1      •   "  1 


und  der  Gleichung     W  s  0  .  Mud  ist: 
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ODd  reduoirl  sich  also  in  Folge  der  Bedingungen  2S)  auf : 
:     30)  «*P'^  »a,i^l^^+*^!  (3ä^e„ö  l^  +  icd^lr^. 

Leiieidies  bestimmen  die  Gleichuntien  iH)  nur  die  in  30)  und 
also  auch  in  27)  gar  nicht  mehr  vorkommenden  zweiten  Varia-* 
tionen  d^a.  Daher  lässt  sich  die  obige  Forderung  einfacher  so 
aussprecticn :  Der  Ausdruck  27]  muss  verschwinden  fttr  alle 
Werthe  der  Variationen  Sa  .  de  und  S^c,  welche  den  Gleichun- 
gen 22),  23),  29)  und  der  Gleichung  Ö'^  W  «  0  genügen.  — 

Bei  der  Anwendung  der  vorhergehenden  Theorie  auf  be- 
stimmte Beispiele  müss  man  beachten,  dass  es  sich  sehliesslich 
iiamer  nur  darum  handelt,  welelie  Werthe  man  den  Gonstanten 
0  und  a  in  den  Aufldsungen  =  \ifi]  der  Gleichungen  5)  su 
geben  hat,  damit  diese  Functionen  Losungen  des  vorgelegten 
Problems  werden.  Man  wird  daher  in  der  Regel  besser  thun, 
gar  nicht  erst  die  a  und  c  zu  bestimmen,  sondern  in  den  ge- 
wonnenen Gleichungen  und  Formeln  durch  die  Substilulioit  [] 
der  Werthe 

iiieich  die  a  und  a  im  Stelle  der  y^^,  und  u  .ds  die  eigent- 
lichen Unbekannten  der  Aufgabe  einzuführen.  Hierdurch  wer- 
den nach  5  die  Gleichuncen  8  identisch  erfüllt  und  es  bleiben 
lur  Bestimmung  der  L'obekanntcn 

4 

nor  die  r     i  n  +  2  Gleichungen  i7]  und  21]  Übrig  *). 


•  4)  Id  Folg«  der  aus     und  3>  catsprintjendeu  lüeiililatcu: 

füleo  die  Gleichungen  81)  dann  .sasammen  mit  den  Gleichungen,  auf 
lhlk.-ffk7i.  ClMM  1884.  8 


114  A.  MA\£ft; 

Diese  Anordnunfz  der  Rechnung  geslaltct  mirh,  die  erhalte- 
nen Rpsiiltale  wohl  am  KI«irsten  in  der  fnli^enden  NVeisi  zu- 
sanuiieDzul.i'-;  on  .  wobei  ich  mich  der  H(inio-rriilat  \\  t";.cn  auf 
den  Fall  beschranke ,  in  weli  licni  die  Glieder  zweiter  Ordnung 
allein  den  Ausschlag  geben,  und  daran  erinnere,  dass  jetzt  die 
Grüsen  C2^.,  =  y,o  und  c„^2  ^ ,  =  //,,  überall  su  ersetzen  sind 
durch  die  Aasdrttcke  [^|]o  und  [^,.]| ,  während  C|  und  Ci&krw^ 
und  Xi  steht : 

Unter  den  Grenxbedingmigen  47)  wird  das  vorgelegte  Pro- 
blem  gelöst  durch  di^enigm  Functionen  s  [y .] ,  die  mm  als 
AufUfsungen  der  Gleichungen  S)  erhält  j  und  in  denen  die  %nhh 
tegrationsconstanten  Of ,  . . .  •  On,  ai , .  •  • ,  zusammen  mä 
den  r  +  S  weiteren  Utätekcrnnten  x^,  . ,  ousdek 

r  ^  2n  4-  S  Gleidntngen  47)  und  i4)  xu  bestimmen  sind. 

Damü  die  irgend  einem  bestimmten  System  Auflösungen  dieser 
letzten  Gleichungen  zugehörigen  Functionen  g^  =  [g^]  ein  wirk- 
iiches  Maa:imum  oder  Minimum  des  (lefjcln'nen  Integt'oles  bewirken^ 
muss  für  diese  Functionen  und  Aufiosutigen  : 

i.  die  homogene  Function  11)  unter  den  Bedingungen  Ii] 
sswischen  den  erhaUeiien  Grenzen  Xq  und  Xi  ein  festes  Zeichen 
bewahren,  m}fss 

IL  die  homogne  Function  24)  unter  den  Bedingungen  Mi) 
und  2S)  dasselbe  feste  Zeichen  besitzen  und  muss  endüdi 

III,  X\  zwischen  x^  und  der  nächsten  Wurzel  x  der  Gren^ 
zengleichung  15)  oder  46)  gelegen  sein.  — 


v^elclic  der  gewOholicbe  Ausdruck  der  crsleo  Yarialioo  des  Jategral- 
wertbes 

Itthrt.   In  der, Thai  erhall  man  unter  Bcruckstchtigung  der  Id^ntitateo: 

durch  Variation  von  x^,  ^»  fh*  ^nt 

F-[rji  -[vjo 

dtr«ct: 
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§3 

BetrMktug  «Ibm  beionteoi  Fallet» 

Bei  festen  Grenxworlhen  von  jc,  i/i ,  .  .  .,  ^„  hat  in  dem 
Yorgelegteo  Probleme  die  zweile  VariatioD  des  Integrales  den 
Wenä 


wo; 


J, 


diezweite  Variation  der  Funclion  ß  ist  und  dio  Variationen  dy^ 
den  m  DiflereDtialgleichun|^en : 

genfllgen  mfissen. 

Es  tritt  üttD  nicht  selten  der  Fall  ein»  dass  di2,  aufgefasst 
ab  eine  Function  der  2n  willkürlichen  Yariabeln  dy^  und  d  y\  j 
entweder  an  sich  oder  in  Folge  der  Bedingungsgleicbungen 
öif^  =3  0  Stets  positiv  oder  stets  negativ  bleibt  und  auch  nicht 
verschwinden  kann,  ausser  wenn  man  alle  n  Variationen  dy'^ 
=  0  setzt.   Da  in  Folge  der  Bedingungen 

das  identische  Verschwinden  von 

vgleich  auch  das  von  dy§  selbst  bedingt,  so  ist  bei  festen  Grens- 
Werths  dann  auch  die  zweite  Variation  des  Integrales  stets 
positiv  oder  stets  negativ  und  verschwindet  nur,  wenn  alle 
Tariaiionen  dyfSO  werden. 

In  einem  solchen  Falle  erzeugen  alle  die  Losungen  =s  [y^] 
ies  Problems  immer  ein  Minimum  oder  ein  Maximum  des  Inte- 
grales, wie  weit  auch  die  Grenzen  Xq  und      genommen  wer- 

S« 
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den  inöLjen,  und  die  zweite  Variation  des  Integrales  UjssI  sich 
ni<*I)t  mehr  zum  Verschwinden  l)riiiL;i  ii.  Letzteres  ist  aber  immer 
möglich,  wenn  die  Gleichung  13  (ulfr  10]  noch  eine  .iniloic 
reelle  Wurzel  ausser  =  .r^  besitzt,  in  dem  tingenomnieueu 
Falle  können  daher  diese  Gleichungen  eben  nur  die  eine  reelle 
Wurzel  £c  =  zulassen,  und  bei  den  Grenzbedingungen  17) 
reducirl  sich  daher  das  vorhergehende  Kriterium  für  das  Maxi- 
mum oder  Minimum  unseres  Integrales  einfach  auf  die  Forde- 
rung : 

Die  homogene  Function  24)  muss  unter  den  Bedmgunrjcn  22) 
md  i5)  em  festes  Zeichen  besäzen,  und  nwar  dasselbe  leichen 
wie  die  Function  ^i2. 

Doch  darf  man  nicht  glauben,  dass  alsdann  Oberbaupi 
die  Bildung  und  Discussion  der  Function  n{Xy  o^J  ganz  konnte 
umgangen  werden.  Denn  die  Auflasungen  der  Gleichungen  88) 
nach  den  da^  führt  immer  die  Determinante  Jl  [x^ ,  x^)  als  ^&ir 
ner  in  W  ein  und  daher  hüngt  das  Zeichen  von  d*  W  wesent- 
lich mit  ab  von  dem  Zeichen  dieser  Determinante. 

§  4. 
Bin  BelspleL 

Um  die  vorhergehende  Theorie  an  t  iiiem  liekanuten  und 
bewahrten  Beispiele  zu  erproben,  möge  dieselbe  jetzt  auf  die 
folgende  Aufi;al)e  anfiewandl  \\ erden. 

^fan  sucht  (licicniyc  ebene  Currc  von  gegebenen  Fndpunhien, 
welche  bei  voller  Umdrehung  um  eine  in  ihrer  Ebene  gelegene  feste 
Axe  eine  Fläche  von  möglichst  kleinem  Flächeninhalte  erzeugt. 

Diese  Aufgabe  gehört  zu  denjenigen  geometrischen  Proble- 
men der  Variationsrechnung,  welche  einen  vernünftigen  Sinn 
behalten,  sowohl  wenn  die  Curvenlünge  gegeben,  als  anefi  wenn 
sie  willkürlich  gelassen  w  ird  —  und  dieser  letztere  Fall  bildet 
natürlich  hier  die  eigentliche  Aufgabe.  Diese  Probleme  erhalten 
die  im  Vorhergehenden  betrachtete  Form,  sobald  man  den  Gur- 
venbogen  s  zur  unabhängigen  Variabein  nimmt,  was  zugleich 
den  Vortheil  gewtthrt,  dass  von  vornherein  keine  Goordinate 
vor  der  andern  bevorzugt  und  überdies  eine  einheiüiohe  lle- 
bandlung  der  beiden  verschiedenen  Aufgaben  gewonnen  wird, 
welche  im  obigen  Sinne  in  der  gegebenen  enthalten  sind. 

Zeigen  wir  durch  Accente  jetzt  die  Differentiationen  nach 
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lan,  nehmcD  die  horizontal  geles^te  feste  Axe  zur  a?-Axe, 
die  poMtive  fj-Axe  nacli  oben  gerichtet  und  denken  uns  die 
Endpunkte  stets  so  ^'olpgt,  dass  keine  Curve  von  der  betrach- 
teten T.nnge  /  von  ihnen  aus  unter  die  ac-Axe  herabsteigen  kann, 
so  oinimt  hierdurch  ujosere  Aufgabe  die  folgende  analytische 
Gestalt  an: 

Unler  allen  Functionen  x,  y  von    welche  der  Bedingangf: 

genügen  und  fllr  s  as  0,  wie  fttr  9  s  /  i^egebene  Werthe  ,  t/f^ 
und  x^,  annehmen,  diejenigen  zu  finden,  fttr  welche  das 
Integral 

F^Cyds 

einen  kleinsten  Werth  erhält. 
Hier  ist : 

Die  partielle  Differentialgleichung  des  Problems  wird  also  ge- 
bildet, indem  man  a/f  y^,  i,  aus  den  Gleichungen : 

Ix  -5^,    ly  -5^, 

und  der  Gleichung  31)  eliminirt,  und  ist  somit: 

Sie  besitzt  die  vollständige  Losung 

38)       r  «  a^OJ  +  Ofc«    ^dy  V ii/ -  a,)*  -  a,« 

und  aus  derselben  erhält  man  als  vollständige  Integralgleichun- 
gen des  Problems : 
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33) 


Diese  ergeben,  wenn  man  zur  Abkürzung  der  späteren  Rech- 
nung hyperbolische  Sinus  und  Cosinus  einfuhrt,  also: 


34) 


(5o«  ?  =  -^-^ ,  ©in  ?  =  — ' 

und  ^  ~     =  f  setzt: 
}.  =  y  —      =  a^  GoÄ  f  , 


s  —  cf,  =  Vfy  —  a,)*  —  a^*  =      ©in  | . 
Weiter  ist  bei  festem  l  die  zweite  Variation  unseres  Integrales: 

r  ö^nds  =  C  k(dx'*  -h  dy*]ds  . 

Sie  hat  also  stets  dasselbe  Zeichen  wie  a^  und  kann  auch  nicht 
mehr  zum  Verschwinden  gebracht  werden.  Um  das  Minimum 
zu  erhalten,  muss  man  daher 

>0 

nehmen,  d.  h.  geometrisch  ausgedrückt : 

Unter  allen  Curven  der  Ebene  ^  welche  dieselbe  Länge  und 
dieselben  Endpunkte  besitzen ,  ist  die  nach  unten  convexe  Ketten- 
linie : 

35)  y  =      -h  a^  (Sod 


JC  —  ff, 


Ol 


die  Erzeugende  der  kleinsten  Rotationsfläche, 

Zugleich  folgt  aus  der  hervorgehobenen  Beschaffenheit  der 
zweiten  Variation  des  Integrales,  dass  die  Grenzengleichung : 

36)  n[$,  0)  =  Y  b-M^)  J  ~ 

keine  andere  reelle  Wurzel  hat  als  s  =  0. 
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Di«8  verifidlt  man  auch  leicht  durch  die  Keciiaung.  Setzt 
mn  nftmlich  zur  Abkürzung : 

so  hat  man  Dach  33) 

Nach  34)  wird  also  ausgedrückt  in  §: 

(So«  I 


3Q,  ©in  f  ' 

Bildet  mau  aber  mit  diesen  Werthen  die  Deteriuioante  36), 
setzt 


und  benutzl  die  Relationen : 

4 1 )  { (ötn  (I  f  J  s  @in  ^  (So«  I,  -      1  ©in  f „ 
I  ^00  (f  -  f  J  s  (So«  5  (5d0  ?o  -  (Sin  f  ©in  f„ 

M  findet  man : 
worin: 

» 

43)  ti,{Q]  «2-8(5o«e+0®ii© 

isl.  Nun  hat  man : 

Die  Gleichung  ip"  0  =  0  besitzt  demnach  nur  die  eine  reelle 
Wunel  0  =  0  und  wegen  ip"  {±  oo)  =  oo  wird  also  ^"0 
niemals  negativ.  Daher  wächst  ^'  0  fortwahrend  mit  wachsen- 
(iem  0  und  hat  w^en  y/O  »  0  stets  dasselbe  Zeichen  wie  0. 
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Wegen  V>  (0)  0  6ie^^  daher  dk  PimeHom  tff  (8)  telbü  be$Utndig 
positiv,  ausser  eben  lür  0  »  0 ,  und  die  Gleichung  36)  besitst 
also  in  der  That  nur  die  eine  reelle  Wurzel  9  a  0,  d.  h.  |  = 

oder  nach  34)  ^  «  0 .  — 

Aus  32)  foliiL  nuü  als  Miuliuumswcrth  des  Intej^^raias : 

44)  F=  F.- K,sa,(a?, -a?,)  H-a,< 

dsYiif-aJ'-a,*  . 

Ist  also,  wie  unsere  eigentliche  Aufgabe  vorschreibt,  die  Cut-ven- 
Uinqr  l  nicht  gegeben  ^  sondern  beliebig^  so  tritt  die  neue  Aufgabe 
au  uns  heran,  die  durch  die  Bedingungsgleichungen 

45)  |I  =  0,  ^-0 
'  dag         '  ooa 

verbundenen  Variabein  ,  und  ^  so  su  bestinunen,  dass  der 
Ausdruck  44)  selbst  wieder  ein  Minimum  wird. 

Nach  §  2  fügt  diese  Aufgabe  den  beiden  Gleichungen  45) 
noch  die  dritte  hinzu : 

dT  =  «.  =  <>' 

sodass  man  aus  34)  als  Losungen  unseres  Problems  erhält : 

46)  y^a^ßDÄf,  «  — a,«a^einS,  S«*"** 


«1 


Damit  aber  ein  wirkliches  MiDiniuin  des  Ausdruckes  44  ein- 
trete, muss  die  zweite  Variation  desselben,  d.  i.  nach  der 
Formel  25) 

oder  d'F  «  da^dl 

unter  den  Bedioguogeu : 


*7) 


o  5 —  =  5 — i  0  fl*  +  — s —  o  a.  =  u 


immer  positiv  l)leil)cn .  wenn  man  Ul)erall  =  0  und  für 
und  ^1  die  aus  46)  folgenden  Werthe  einsetzt. 


Digitized  by  Google 


Kriterien  des  Maximuus  und  Minimums  121 

Aus  diesen  Bedingungsglelchungen  folgt  nun  mit  Rücksicht 
auf  36)  und  44] 

48)  lI(/,o)(5«.  =  -g^a/, 

also  erhält  man : 

Nach  39]  und  46)  ist  aber : 

y  ]      _  j  -  «i  y_ 

und  folglich  wird : 

"  -  i  j^t  -  ^  (^«^ "  ä)[  • 

Wegen  a,  0  hat  daher  nach  42]  und  46)  d^F dasselbe  Zeichen 
wie  das  Produkt 


4l<Ct  d«^  •{  «      dvi       I    •      ^i(o  If  ? 
(         da?j       \  dav/J 


oder  da 


Im 

da; 


die  Abscisse  des  Punktes  ist,  in  welchem  die  Tangente  der 
Curve  y  s  y[x)  die  £C-Axe  schneidet,  wie 

NuQ  haben  —S  und  ^  dasselbe  Zeichen,  solange 

twischen  den  beiden  Endpunkten  nicht  durch  0  hindurchge- 
gangen ist ,  d.  h.  solange  diese  beiden  Punkte  auf  derselben 
Seite  des  tiefsten  Punktes  unserer  Kettenlinie: 
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60)  2/  =     So«  ^ 

liegeo,  und  ebenso  lange  ist  auch,  weil  nur  ein  einsiger  tiebter 
Punkt  existtrt,  A\  >•  X,.  Liegen  aber  die  beiden  Endpunkte 
auf  versciiiedenen  Seiten  des  tielsten  Punktes,  so  ist 


and  es  muss  dann  also 


seiD,  wenn  ein  Minimum  stattfinden  soll.  Beide  Fülle  lassen 
sich  zusammenfassen  in  den  bekannten  Satz : 

Unter  allen  Currm  der  Ebene ,  welche  mit  der  nach  unten 
cunvexen  KettenUnie  ^Ü)  dieselben  festen  Endpunkte  gemein  haben, 
ist  diese  Curve  die  Erzeugende  der  kleinsten  Hotaiionsflüche^],  so- 
lange ihre  Anfangs-  und  Endtangente  sich  oberhalb  der  x-Axe 
schneiden.  Sie  verliert  dagegen  diese  Eigenschaft^  sobald  sich 
diese  Tangenten  erst  unterhalb  der  w-Axe  begegnen.  — 

Es  fragt  sich  aber  nocb,  was  tritt  in  dem  Grenzfalle  ein,  w» 
die  beiden  Tangenten  sieb  gerade  auf  der  x-kie  schneiden t 

In  diesem  Falle  wird       und  damit  nach  48)  und  49j  auch 

6a^  und  ö^F  =  0,  und  man  muss  also  unter  diesen  Voraus- 
setzungen die  dritte  Variation  von  F  untersuchen.  Nach  der 
allgemeinen  Formel  30)  hat  diese  den  Werth : 

d»F-  da,d»  6a.^  ^^^^SUd'^^  ölä^  ^ 

und  reducirt  sich,  weil 

und  somit  alle  zweiten  partiellen  DiÜerentialquotienten  von 


4)  Ich  sehe  hier  ab  von  derjenigen  geometrischen  Lüsung  unserer 
Aufgabe,  die  aus  den  beiden,  von  den  Bndpunlcteii  auf  die  x-Axb  ge- 
SlHten  Lolhen  und  dem  dazwischen  liegenden  Stücke  der  dP-Axe  selbst 

besteht.  Denn  diese  ist  keine  Lö«iung  unseres  analytischen  Problems  an 

sich,  snnd'M-n  wird  erst  zu  einer  solchen,  wenn  mnn  ihm  explicitc  die 
Bediiiguriij:  tnnzufügt,  dass  zwischen  den  Grenzen  de»  integrales  y  niemals 
negativ  ii^erdeii  darf. 
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^  verschwindeD,  auf: 

oder  endlich  f  weil  sie  nur  zu  uotersachen  ist  für  den  Faü 
d^F  a  0  oder  da,  s  0  ,  auf: 

Kon  folgt  aus  37)  und  38) 

»u;; »  (3 + +  21-')  +  ± 

und  nach  34)  wird 

u  a»  a^e^,  V  ^  ^  {e^  —  e""^)  . 
Uieraus  ergiebl  sicli : 

m  -  ±  «      .   (3e«S  +  , 


ein  Ausdruck,  der  stets  dasselbe  Zeichea  hat  wie  if . 

In  dem  betrachteten  Falle  ist  aber  S^<Z^  und  ^  0  * 
Denn  jetzt  liegt  zwischen  diesen  Grenzwerthen  von  S  nothwen- 
dig  der  Werth  £  a  0 ,  der  dem  tiefsten  Punkte  unserer  Retten^- 
Unie  entspricht,  und  wegen : 

Wächst  $  beständig  mit  dem  Bogen  s .  Daher  ist : 


nolhwendig  ^  0  ,  die  dritte  Variation  verschwindet  also  nicht 
xQgleich  mit  der  zweiten  nnd  man  sieht : 

Schm  m  dem  Grensfalkj  wo  Anfangs-  und  Bndtangente  der 
tmenlinie  50)  sich  gerade  auf  der  oyAxe  schneiden^  erzeugt  die- 
idbe  nkht  mehr  eine  klemsie  Rotathmfidehe.  — 
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§  5. 


Dasselbe  Beispiel  mit  einer  audereu  Grenzbedliigraiig:« 

Um  von  unserer  Metiiode  auch  eine  Anwendung  nndorer 
Art  zu  izoben,  will  ich  zum  Schluss  noch  die  folgende  Modiüca- 
tion  des  frtiheren  Problems  behandeln : 

Vhter  allen  Curven  von  geq^bener  Hinge  m  der  Ebene^  von 
denen  ein  Endpunkt  fest  ist^  während  der  andere  nur  auf  emfr 
gegdtenen  Curve  liegen  soüi  diejenige  %u  finden^  welche  durth  äw 
volle  Umdrehung  um  eine  feste  Axe  der  Ebene  die  kleinste  Hotoh 
tionsfUkhe  erzeug. 

Auch  diese  Aufgabe  ist  zur  Erprobung  der  Methode  sehr 
geeignet.  Denn  einerseits  ist  die  Gleichgewichtslage  eines 
Fadens  slets  dadurch  charaklerisirt,  dass  sein  Schwerpunkt  sich 
möglichst  tief  stellen  muss,  und  andererseits  fällt  unser  Problem 
in  Folge  seines  analytischen  Ausdrucks  zusaumien  mit  der  Frage 
nach  der  Curve  von  gegebener  I.Hnge  und  tiefstem  Schworpunkt. 
Combinirt  man  aber  diese  beiden  Beriierkungeu ,  su  kann  man 
utiiiiitteibar  voraussageD,  was  bei  der  Aufgabe  herauskommen 
muss. 

Machen  wir  den  Endpunkt  der  Curve  fest,  so  tritt  gecen 
früher  nur  der  Unterschied  ein ,  dass  jetzt  bloss  die  Gurven- 
Ittnge  /  und  die  Grenzwerthe  ^  fest  gegeben  sind,  wahrend 
der  Anfangspunkt  willkürlich  auf  der  gegebenen  Curve 
SS  /*(a?J  genommen  werden  kann. 

Die  neue  Aufgabe  verlangt  also,  die  drei  Variabein  a^  ^  o,, 
,  welche  durch  die  Relationen  45}  verbunden  sind,  so  su  be- 
stimmen, dass  der  Ausdruck  44)  einen  kleinsten  Werth  erreicht, 
wobei     durch  f(x^  zu  ersetzen  ist. 

Zu  den  Gleichungen  45]  tritt  daher  als  dritte  jetzt  die  Glei- 
chung hinzu: 


dXf^       51r„      57/0  * 

Diese  reducirl  sich  aber,  da  nach  44)  und  34) 


^  ^      —        1/  w  i 


a 


ist.  auf: 
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aod  sagt  also  aus,  dass  unsere  KettenÜDie  35)  in  ihrem  Anfangs- 
punkte x^y^  senkrecht  stehen  muss  auf  der  gegebenen  Gurve. 
Weiler  wird  jetzt  die  zweite  Variation  von  P: 

und  ihr  sind  die  Bedin^ungsgltiichungen  : 

hinsnziifttgen. 

Substituirt  man  In  den 

a.  s.  w,  die  Werlhe ,  welche  die  partiellen  Differentialquoiien- 
teo  von  ~  und  durch  die  Substitutionen  34)  annehmen, 
und  setzt  zugleich  nach  51] 

so  ergtebt  sich : 

rF  SS  ^  i^^-j-^  oa.  +  ^  2t  oa,  da?* 

-  (IS  + ®» Lr-r.)*«».« 

und  aus  den  Bedingungsgleichungen : 

0)  d«.  =         ((Eo«.f.      -  sl^)  dx. . 

Die  KinseUung  dieser  Werlhe  von  ^a^  und  da,  liefert: 
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wo: 

also,  wenn  man  |j  —  =  und  für  die  pai  liellen  DilFeren- 
lialqiiotienten  von  F  die  aus  39)  folgenden  Werthe  setzt,  nach 
den  Relationen  41) : 

-%(^tA§,  (mn  f  ,  ^  ©in  So)  +     ein  &  ©in  f  , ) 

ist.  Setzt  man  endlich  für  JT(/,  0)  seinen  Werth  aus  ii^  ein, 
so  kann  man  die  Formel  52]  so  schreiben; 

worin : 

=  So«    ©in    <Bin  S^M-  ©in  W 
oder  nach  43) 

-  2  (5oö  ?o  (®in  I,  -  @in  ^ J  +  0,  ©in  |,  ©in  S,) 

-  ein    (2  -  2  So«  ©4  +  0,  ©in  0^} 

ist.  Differentiirt  ma&  nuB  ATiiartiell  nach  |i| ,  und  wendet  neben 
den  Formeln  44)  noch  die  iieiden  folgenden  , 

an,  so  findet  man :  ' 

^  =  So«  Sa  {So«*  So  (Se^  0,  -  (So«  i;^  So«  i-, 

«  2  ein  I,  ein  f  {So«  f .  ^«^^  v 

Da  So«  $  stets  positiv  und  ©in  ^  dasselbe  Zeichen  hat  wie  so 
ist  ^  >  0  für  jedes     >  lo .   Daher  sind  auch  ^  und  N 

selbst,  die  beide  fUr  ^^  =      verschwinden,  stets  positiv  fUr 
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Ist  daher  gleichseitig : 
oder  aber 

|,>0  uod  r^^SO, 

80  bat  die  rechte  Seite  der  Formel  53]  und  also,  weil  tp{G^) 
stets  positiv  ist,  aurh  d'F  selbst  für  jedes  $^  ^  ^„  das  positive 
Zeichen.  Woraus  das  auch  schon  von  Lundsiäum  aijgeleitete  all- 
gemeine Kriterium  hervorgeht: 

Von  allen  yleichiangen  Curt^en  der  Ebene^  welche  die  gegebene 
Curve  mit  dem  festen  Punkte  verbinden ,  erzeugt  diejenige  nach 
unten  convexe  Kettenlinie  33) ,  irelche  senkrecht  zur  gegebenen 
Curve  von  dieser  ausgeht  ^  jedenfalls  dann  die  kleinste  Rotntinns- 
fUtche^  wetm  sie  und  die  gegebene  Curve  auf  verschiedenen  Seilen 
derjenigen  Tangente  der  letzteren  liegen,  deren  Beri^rungS" 
punkt  der  Anfang spifjil  f  der  Kettenlinie  ist,  oder  auch  wenn  die 
gegebene  Curve  in  diesetti  Punkte  die  Krümmung  iVti/^  besitzt^  also 
s.  B,  eine  gerade  Linie  ist. 


Fiiediieli  Sehiir,  Zur  Theorie  der  Flächen  drUUr  Ordnung 

(vorgelegt  von  Prof.  Klein), 

Im  5.  Bde.  p.  499  der  Acta  mathematica  hat  Herr  Lb  Paici 

eine  Erzeugungsart  der  FlHchen  3.  Ordnung  angegeben,  welche 
desshttlb  nicht  ohne  Interesse  ist,  weil  sie  einmal  als  eine  Ver- 
allgemeineruQg  einer  von  Grassmann  für  ebene  Ciirven  3.  Ord- 
nung angegebenen  Erzeugungsart  angesehen  werden  kann,  und 
weil  sie  zweitens  rait  beachtensweiLhen  EigenschaUen  der 
Flächen  3.  Urdnunj^  in  Zusammenhang  siehl. 

Diese  Erzeui;unii  lasst  sich  folgenderinassen  aussprechen; 

Sind  in  einer  Ebene  a  vier  gerade  Linien  9,  g.^  g^  gegeben, 
ferner  im  Räume y  diesen  zugeordnet,  vier  andere  gerade  Linien 
,  weicht  nicht  auf  derselben  Fläche  2.  Grades  liegen^ 
und  sind  die  Ebenenbüschel  {g^]  {g^)  (^,)  {g^)  derart  quadnUnear 
auf  einander  bezogen ,  dass  je  vier  Ebenen  einander  entsprechen^ 
deren  SchniUpunkte  mit  den  resp.  Geraden  h^  h^  A,  h^  in  je  einer 
Ebene  e  liegen,  so  ist  der  Ort  der  Puncte^  in  lünen  sich  vier  ent- 
sprechende Ebenen  schneiden,  eine  Fläche  S.  Ordnung  F*,  weUker 
das  voUsUtndige  Vierseit  g^  g^  g^  g^  eingeschrieben  ist,         -  , 

Schneiden  die  beiden  TransTersalen  g  und  g'  der  vier  Gera- 
den h^  h^  /jj  h^  diese  in  resp.  B^  B^  und  Ä',  IT,  Ä',  U',, 
so  sind  die  zweimal  vier  Ebenen  g^  B^  s  ,  g^^B^  =  a^. 
!h  »3  =  «3J  ^4  ^4  «4  g,  B\  =  (x\,  B\  =  a\, 
B\  —  a\ .  g^  B\  =  a',  die  Seitenflachen  zweier  der  F, 
eingeschriebener  Tetraeder  .1^  A^  und  A\  A\  A\ 
welche  in  Beziehung  auf  ein  in  enthaltenes  PerspectiviUUs- 
ceulrum  A  perspectiv  liegen.  Das  erste  Tetraeder  ist  die  reci- 
proke  i^olare  des  zweiten  in  lieziehung  auf  die  Fläche  2.  Gnules, 
welche  ich  in  meiner  Habililatiousi^ehrift  (Math.  Ann.  Bd.  18. 
p.  12)  F*  genannt  habe;  ebenso  ist  natürlich  ^4  der  Pol  von  a. 
Unsere  Erzeugung  gehört  nämlich  vermöge  gewisser,  auf  P 
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gelegener  liaunicurven  3.  Grades,  welche  sie  liefert,  einer 
ScBLAFLi'scbeD  Doppel  sechs  zu. 

Diese  Baumcurven^      g^^  g^^  g^^,  entstehen  einmal,  wenn 
die  £bene  9  sich  um  die  Geraden  ^|  resp.  dreht  y  und 

iweitens  durch  diejenigen  Ebenen  welche  je  drei  der  Geraden 
k^  in  drei  Pnneten  einer  Geraden  sehneiden ;  diese,  dem 

nmNelie  der  ersten  Tier  oonjngjrten  Neixe  angehörig,  wollen 
wir     e^*  c^^      nennen.   Jede  dieser  Raumcurven  ealhSlt 
5PQneto  unserer  Gonfiguralion,  so  s.  B.  c«'  und     die  5  Punde 
.  {9t9z)y  {93Üi)y  ^(h9t)'  Ausserdem  geht  aueh  duroh 

I  die  5  F^mcle  A  A^  sowohl  als  durch  A  A\  A\  A\  A\ 

je  eine  Gurve  jedes  der  beiden  Netie ;  wir  wollen  sie  c',  und 
c'S  g'^  nennen.  Somit  stellen  sieh  die  45  Puncte  unserer  Configu- 
I  rattan  als  die  Eckpuncte  zweier  vollständigen  Sechsseite  dar^  deren 
Seiten  Rattmcurven  der  beiden  Setze  sind. 

Bis  auf  das  letzte  Resultat  sind  diese  Sülze  in  der  0.  c. 
Abhandluni^  und  in  einer  Note  derConiptes  rendus  vom  29.  Sept. 
IS84  von  Herrn  Le  Pakje  angegeben  worden.  Er  zeigt  dort  fer- 
ner, wie  die  5  Schnittpuncte  von  irgend  zwei  Raumcurven 
Ordnung  conjugirter  Netze,  wie  und  g^j  anfeiner  petjehe- 
■yw  Fl  u  he  3.  Ordnung  5  Puncte  unserer  Conüguration  und  da- 
mit diese  selbst  liefern ,  und  hat  endlich  in  den  Berichten  der 
Belgischen  Akademie  vom  Aug»  4884  bewiesen,  dass  man  auch 
die  Geraden  h^  oder  g  und  g'  so  finden  kann,  dass  durch 

die  Eneugnng  die  gegebene  FUiche  resultirt.  Es  stutzt  sich 
dieser  Beweis  auf  eine  spedelle  Form ,  welche  man  der  Glei- 
ctamg  der  Flttehe  geben  kann,  sodass  er  einen  ziemlichen  Appa- 
.  nt  inalylischcr  Halfamiltel  Yoraussetst,  vor  Allem  aber  Hast  er 
•  VB  (Iber  die  besondere  Bexiehung  der  Geraden  g  und  g'  zu  un* 
miltelber  gegebenen  Blementen  der  Flttehe  im  Unklaren,  sodass 
er  nur  constructiven  Bestimmung  dieser  Geraden ,  falls  man  die 
Configuration  als  gefunden  voraussetst,  nicht  benutst  werden 
kann. 

Diese  Ergänzung  wird  nun  durch  den  folgenden  Satz  ge- 
liefert. Bezeichnen  wir  nämlich  mit  Herrn  Rkyb  die  SchniUlinie 
iweier  Schmiegutigsebenen  einer  Raumcurve  3.  Grades  als  Axe 
derselben,  so  lautet  der  Satz: 

'  Die  Gerade  ff  resp.  g'  ist  die  Axe  "iner  Banmcurve  5.  Grades 
f  resp.  '/-\  welche  die  reciproke  Volm-v  rtm  g'^  resp*  m  Bezug 
ouj  die  oben  erwähnte  Fläche  i,  Grades  ist, 
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Diesen  Satz  als  bewiesen  vorausgesetzt,  ist  es  nunmehr 
leicht  y  nachdem  die  aus  der  Ebene  a  und  den  beiden  Tetrae- 
dern bestehende  Configuration  für  eine  gegebene  Fiäohe  F*  ge- 
funden ist,  die  Geraden  h^h^h^h^  so  zu  bestimmen,  dass  P 
durch  die  Lb  PAiGE'sche  Erzeugung  resultirt.  Denn  durch  die 
Configuration  sind  nun  anob  die  Raumeurven  ^  und  g'^,  ibo 
auch  /*  und  y*  gegeben.  Nehmen  wir  alse  je  eine  Axe  dieser 
Raumeurven  als  die  Gerade  ^  resp.  ^  an  und  liestimmen  hie^ 
nach  A^,  so  muss  nach  unserm  Satse  die  so  resalitreDde 

Flache  3.  Ordnung  durch  ^  und  g'^  gehen ,  muss  also  mil  der 
gegebenen  P*  identisch  sein.  Natürlich  hatten  wir  g*  und  g' 
auch  dem  eonjugirten  Netxe  «atnehmen  können. 

Den  Beweis  unseres  Satzes  können  wir  foigendermassen 
skizziren.    Die  durch  die  5  Ebenen  a  ot,  als  Schmie- 

tiuiiusebenen  und  g  als  Axe  eindeutig  bestimmte  Raumeune 
3.  f.r  ides  wollen  wir  mit  y'  bezeichnen.  Durch  die  Axen  der- 
.  j,eli)ön  sind  die  drei  Ebenen  er,  «3  a^  collinear  auf  einander  be- 
zocen.  Wir  wollen  diese  als  in  drei  coUinearen  räumlicher. 
S\  sinnen  enthalten  betrachten  ,  in  welchen  noch  die  drei  lie- 
raden  einander  so  entsprech(  ii .  dass  je  drei  ent- 

sprechende Puncte  derselben  in  gerader  Lime  liegen.  Danu 
beweist  man  leicht,  dass  je  drei  entsprechende  Puncte  der  drei 
Systeme  in  einer  Geraden  liegen.  Denn  sind  ß^ß^ß^  ii^eend 
drei  entsprechende  Ebenen  durch  resp.,  so  liegen  auf 

diesen  drei  Ebenen  erstens  je  drei  entsprechende  Puncte  der 
Geraden  und  zweitens  je  drei  entsprechende  Puncte  der 

Oeraden  [ß^  o,)  {ß^  iß^  in  je  einer  Geraden;  da  mm 
durch  die  Zuordnung  gerade  dieser  Puncte  die  coUineare  Be- 
xiehung  der  drei  Ebenen  bestimmt  ist,  so  liegen  je  drei  ent- 
sprechende Puncte  derselben  auf  einer  Axe  der  durch  dieselbeD 
eneugten  Raumounre  8.  Grades. 

Es  bestimmen  folglich  unsere  drei  oollinearen  Systeme  m 
je  zweien  denselben  tetraedralen  Gomplex.  Das  Tetraeder  dea^ 
selben  ist  nun  ersichtlich  der  Raumcurve  umschrieben.  Alwr 
es  ist  auch  der  Raumcurve  Cj'  eingeschrieben,  weil  diese  durch 
die  drei  unseren  oollinearen  Systemen  angehörieen  coliinearen 
iü>enenbUschel  ig^)  (g^)  {g^\  erzeugt  wird.  Da  zweitens  auch 
das  von  den  Ebenen  «  a.^  ct^  gebildete  Tetraeder  s^wolil  der 
unischrieben,  als  der  c,^  eingeschrieben  ist,  so  giebl  es  nach 
einem  Satze  meines  Freundes  üüewitz  (Math.  Ann.  Bd.  20, 
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p.  135]  einfach  unendlich  viel  solche  Tetraeder,  deren  Kanten 
also  sowohl  Axen  von  als  Sec^nten  von  sind.  Diese  Kanten 
bilden  nun  eine  geradlinige  Fache  6.  Grades,  welche  zur 
dreifachen  Curve  hat. 

Nennt  man  ebenso  die  durch  a  a\  a\  a\  a\  als  Schmie- 
uuuusebeueii  und  durch  n'  als  Axe  eindeutig  bestimmte  Raum- 
curve  3.  Grades  y''\  so  beweist  mau  in  derselben  Weise,  dass 
es  unendlich  viel  Geraden  giebt ,  die  gleichzeitig  Axen  von 
und  Secanten  von  sind.  Diese  bilden  wiederum  eine  c/  als 
drei£aebe  Curve  habende  geradlinige  Fläche  6.  Grades,  welche 
demnach  mit  der  ersten  Flache  9  gerade  Linien  gemeinsam  hat. 
Dies  sind  non  erstens  die  3  Geraden  g^  und  iweitens  die 
6  gemeinsamen  Axen  von  und  welche  die  eine  Hälfte 
einer  ScBLAru'sdien  Doppelseohs  bilden.  Diese  6  Geraden  sind 
also  auch  Secanten  von  c,*  und  genau  aus  denselben  GrQnden 
auch  von  c,^  c,'  und  sie  bilden  folglich  die  eine  Hälfte  der 
ScHUFLi^schen  Doppelsechs  unserer  P.  Die  reciproken  Polaren 
von  und  y  in  Bezug  auf  P  müssen  daher  die  andere  Httlfie 
derselben  su  Secanten  haben  und  durch  A  A\  Ä\  A\  A\  resp. 
A  A^  A^  A^  gehen,  sind  folglich  die  Curveu  und  wie 
unser  Salz  behauptet. 

So  gewinnt  durch  unsern  Satz  nicht  nur  die  constructive 
Bestimmung  der  zu  einer  gegebenen  Fläche  3.  Ordnung  ge- 
hörigen Lf.  P.iKiE  schen  Erzeugungen  dieser  den  gewünschten 
Abschluss,  sondern  es  erhalten  nun  auch  die  fünfte  und  sechste 
Seite  des  unsere  f^uiiliuuration  bestimmenden  vollständigen 
Sechsseits  ihre  Kutstehuog  aus  der  Erzeugung  selbst. 


Corrado  6egr0 ,  Sur  un  cas  particulier  de  la  surface  de 
Kummer*  Lettre  ä  Jlf.  K,  Röhn,   (Vorgelegt  von  Prof.  Klein,) 

Dans  volre  note  üe&er  einige  specielle  Falle  der  Kuvmer'- 
sehen  Fläche  (Berichte  der  k.  sScbs.  Gesellschaft  der  Wissenscb. 
Mai  <884]  voas  avez  6tudi^  ces  cas  particuliers  de  1a  surface 
de  KcHKER  qui  sont  2,  3,  4  fois  töira^droYdes,  mais  il  semble 

que  vous  n'ayez  pas  vu  qu'  il  y  a  en  outre  une  surface  qui  est 
«fic  fois  tölraedroYde. 

Voici  de  quelle  manierc  j'y  suis  parveiiu.  J'indique  avec 
vous  par  12  3  4  5  6  les  six  complexes  linpaires  fnndamen- 
laux  d'une  sm  fiue  de  Kummer.  Dans  la  srrie  des  coinplexes 
«(Uiidratiqups  dout  eile  est  la  surface  singulit>re  ces  six  com- 
plcxes  forment  une  involulion,  par  cxemple  rinvohifion  <2 
(34)  (56),  lorsquo  surface  est  totrnt^droYde  rolativeiiient  au 
tetrai'^dre  fondamcDtal  ^2;  (34)  (56)  (c'esl-ä-dire  au  let^a^drc 
doni  les  couples  d'ar^tes  oppos^^es  sont  les  directrices  des  con- 
gruences  34,  56).  Or  six  öl^ments  \  2  3  4  5  6  peuvent  for- 
mer  plusieurs  involulions  seulement  dans  les  cas  ayani  les 
typessuivants:  h""  {h%)  (45]  [36],  (42)  (35)  (46):  on  a  alors  une 
surface  doublemeDt  t6tra6droYde  par  rapport  aux  deux  tetra- 
ddres  ayaul  ces  mömes  symboles.  —  V  (18)  (45)  (36),  (16)  (34) 
(85),  (14)  (23)  (56)  (les  six  6I6meiit8  forment  ators  deux  cyclea 
(435)  (246)  d'uue  rodme  homograpbie  oyclique):  deux  de  ces  in-- 
volulioQS  ayant  par  consdquence  la  troisi^me  on  en  dddttit  fort 
simplement  le  th^r^me  de  M.  STftPHAiios  que  les  irols  tdlra^dres 
reprösent^s  par  ces  symboles  forment  un  Systeme  desmique^)\ 
la  surface  correspondante  est  tdtra^roYde  par  rapport  k  ee» 


\)  C.  SriraAHos.  Sur  Ui  sytlimst  detmi^s  det  i^aüres  (BulMib 
des  Sciences  tnath.  9«  s^rie,  U  III,  4S79, 4*  partie). 
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trois  lelraodres.  —  3^  Ics  trois  involutions  precedentes  avec  ia 
(U)  [S5j  ^36j;  (les  six  elements  fornient  !e  cycle  projectif ''1  2 
3  4  5  61^:  la  surface  est  qualre  iois  lelraedroXde.  —  4**  enüu 
les  six  involutions : 

4^  •  •  (1 S)  (45)  (8«)      V  *  (^^}       (^^^  -  *    ^)  {S^}  (56) 

4;  -  (19)  (35)  (46)      il^    {«)  (34)  (16)      V  (")  * 

les  trois  couples  12,  34,  56  sont  alors  deiix-ä-tleux  hanuooi- 
ques,  c'esl-tVdire  ils  forment  le  covariant  sextique  T  d'une 
forme  qiiartique,  ou  bien,  en  les  reprdsentant  sur  laspb^re, 

loctaedre  \). 

Or  Yous  avez  bien  consider^  les  trois  premiers  cas,  mais 
aoD  pas  ce  quairi^me:  il  conduii  aax  cons^quences  suivantes. 

i/  y  a  vne  iurface  de  Kummer  qui  est  tetraedroxde  six  fois 
(le  nombre  maximxim  de  fois)  par  rapporl  ä  six  tetra^dres  qui 
fomentS  couples  A^A^^  A^Aq^,  ApgAqr  de  I4traidres  ayant 
deux  oriUs  opposies  aimmunes^  et  4  temes  desmiques  de  Mra- 
idres  (trois  titraMres  ayant  commun  ttn  indice  forment  une  lerne). 
Les  3  ceuples  ä^arites  opposüs  communes  aux  3  couples  sont  les 
erstes  dun  nomnoeaa  tetr<Mre  fondamentxd  T  (/i)  [54]  {S6]  [qui 
ditermine  parfaitement  les  six  tdlraidres  A,  comme  ätant  ceux 
ont  comnntn  avec  lui  un  couple  d'arStes  opposies)» 

Celle  surface  de  Ki  mmer,  saus  invarianls  absolus,  n^esl  pas 
un  cas  particuHer  de  collu  qui  est  i  fois  letraödroidc.  La  dis- 
posiliuii  de  ses  poinls  et  plans  siiiguiiers  est  bien  remarquablc. 
On  peut  diviser  les  16  points  singuliers  en  4  groupes  de  qualre 
poinls,  sommels  de  letra^dres  l,  II,  III,  IV  desmiques  avec  T: 
j'indiquerai  en  cousequence  les  points  singuliers  par  les  eouples 
de  symboles  Ii ,  .  .  .  I4,  .  .  .  .  ,  IVl ,  ...  IVi;  et  analoguenienl 
pour  les  plans  singuliers.  Alors  je  Lrouve  le  tJibleau  suivant, 
qui  donne  les  six  points  ou  plans  singuliers  apparlenant  i\  chaque 
plan  ou  poiDt  singulier  et  qui  lui  correspondent  par  rapport  aux 
3ix  complexes  fondamentattz  I,  ...  6: 

\  (IIS  lU  IIU  IIIS  IVS  IVS  4  ri3  U  IV4  1V2  1112  Iiis 

,  2  Ill4  113  1!I3  IUI  IVl  IV4  ,  2  In  1:^  IV3  IV i  IIU  IlH 

^  3  \n\  112  1112  UM  IVl  IVl  3  Hl  12  IY2  1V4  lll4  llll 

4  (ll2  lU  IUI  I1I3  1V3  IV2  4  [l2  14  iVl  IV3  lUS  Ul2 


2  Ce<;  six  involutions  corrpspomient  aux  six  rolalinns  d'un  demi-lour 
qui  supcrposeat  l'octaMre  ä  soi^ro^ine  saus  laisser  üxe  auouo  de  s«s 
sommets. 
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IVS  IV4  U  12  112  IIa  4  fllh  UU  U4  m  12  Is 

IV4  1V3  I3  Ii  nt  114  _   2  Ini4  IIIS  IIS  Iii  Ii  II 

IVl  IV2  12  I4  1I4  Iii  8  ]IIIl  Ifl2  112  lU  U  Ii 

IV2  IVl  Ii  13  ns  112  4  III2  mi  111  Iis  Is  12 


De  12i  on  peut  aiissi  tirer  la  manidre  suivanl  laquelle  les 
eleinents  singuliers  de  la  surface  sc  correspondent  par  rapport 
aux  quadri«iües  fondamentales.  On  sail  que  les  10  (jiiadriques 
fondamentales  se  divisent  par  rapport  au  t^traodre  T  en  deux 
grou])(\s  do  4  et  de  6.  Or  la  notation,  que  j'ai  choisip,  est  teile 
qu'uQ  point  et  un  plan  sint;uliers,  lorsqu'ils  sont  iKjlaires  par 
rapport  k  uoe  quadrique  du  premier  groupe  ont  comauuB  le 
premier  symbole,  et  en  particulier  lorsqu'  ils  sont  polaires  par 
rapport  ä  la  cpiadrique  (435)  (^46)  ils  sont  repr^sent^s  par  les 
deiix  meines  symboles;  tandis  que  s'ils  sont  polaires  par  rap- 
port k  l'uDe  des  Irois  «{uadriques  {iU)  (356),  (425)  (346),  {m, 
(256)  appartenant  au  groupe  de  6,  ils  out  coromun  le  sMood 
Symbole. 

Je  trouve  en  outre  cet  autre  tableau  qui  donne  les  qnatw 
points  ou  plans  singnliers  appartenant  aux  faces  ou  aux  som* 
mets  des  six  tötra^res  fondamentaux  par  rapport  auxipiels 
la  surface  est  tMra^droYde: 

II»  14  IIa    II4  r  12    l4  ni2  Uli  t  12    I3  IVl  lYj 

Ii  12  Iii    Iii  I  Ii    I:i  im  HI3  J  Ii    U  IVl  IVi 

III3  III4  IV3  IV4  ^pr  ill2  114  IV2  IV4  ^ps  \m  Ifl  1112  Uli 

im  1112  ivt  m  [lu  Iis  ivi  ivs  [ui  lu  im  im 

l3  14    Iii    112  (  12    I4  IUI  III3  r  13    IS  IVi  IV; 

Ii  I2    II3    Il4  )  Ii    13  III2  III4  .      )  h    H  IV2  IVl 

13  1114  IVl  IV2  ^qs    112  114  IVl  IV3  -^.qr    Ui  II3  Uli  Uli 

Uli  III2  IVS  IV4  |lll  II 3  IV2  IV4  ["1  1I4  III2  Iii) 

Chaque  plan  singulier  eontient  six  points,  sommets  des  six 
t(^traödre8  A  et  sommets  du  quadrilat^re  coroplet  d'intersection 
du  plan  avec  T,  quadrilatdre  dont  le  triangle  diagonal  coupe  la 
oonique  du  plan  (par  rapport  k  laquelle  il  est  conjuguö)  suivanl 
les  six  points  singnliers  de  celui-ci. 

Je  vous  ai  montrö  ces  deux  tableaux ,  parce  quMIs  donnent 
toutes  les  propridt^s  de  la  oonfiguration  dont  tl  s'agit;  mais  je 
ne  m*arr6terai  pas  k  les  relever.  Remarqaez  seulement  que 
ehacun  des  quatre  t^tra^dres  I,  II,  III,  IV,  dans  lesquels  j'ai 
d^oompose  le  Systeme  des  points  sin^^uliers,  forme  une  terse 
desmique  avec  le  letraedro  analogue  de  pians  singuliers  reprt- 
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senie  par  le  mrnie  Symbole  et  avec  T.  De  plus  ces  quatre 
tt^trcicdn  s  de  poirUs  singuliers  (ou  ceux  de  plans  sineuliers^ 
soül  deniis(|iies  pn!re  eu\  deux-a-deux:  ainsi  I  el  II  foriuent 
une  terne  denüsque  avec  un  tetraedre  aynnt  dcux  sonimets 
commuDs  avec  u4pg  (sur  UDe  ar^te  de  Tj  et  les  deux  autres 
commiuis  avec       (sur  I'aröte  opposee  de  7);  etc. 

Quant  h  requation  de  ia  surfoce,  on  peut  lui  donoer  1a 
forme  tr^s-simple 

en  prenant  T  pour  tetra^di  e  des  coordonnt^es.  Cette  ^quation^ 
d'oü  Ton  peut  tirer  tont  es  les  pmprietes  de  Ia  surfaee,  montre 
quelle  se  trausforme  en  eiie-uieine  pai  un  j^roupe  de  16  •  24 
homographies  differenles  fei  par  autant  de  correlationsj .  —  Si 
on  cousid^re  ie  faisceau  de  surfaoes  du  4*  ordre 

fl  eontient  seulement  quatre  surfaees  ayant  des  poinCs  singuliers 

(en  exceptant  T) :  celles  qui  correspondent  ä  A  =  ±  4  ou  bien  ä 

X  =  :t  y — 1 :  et  elles  sont  toiites  des  surfaces  de  Kdimer  de 
mon  esp^ce.  Les  deux  preniiereü  (ou  bien  les  denx  autres)  ont 
mfemes  complexes  fondameutaux ;  les  eonii^^iurations  de  leurs 
points  et  plans  singuliers  sont  lelles  que  les  quatre  tetra^drcs 
1, 11,  III,  IV  de  points  siuguiiers  de  l'une  formeni  par  leurs  faces 
les  quatre  tdiraödres  faomologues  de  plans  singuliers  de  Tauire, 
et  r^ciproquement. 

Turin,  ie  9.  Aoüt  1881. 
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Torwort 

Nach  dem  Erscheinen  der  ScHWEiiDENER'schen  Abhandlung 
»lieber  das  Winden  der  Pflanzen«*),  in  welcher  eine  exacte  Er- 
klärung für  das  Zustandekommen  der  Schraubenwindungen 
versucht  wurde ,  ist  dieser  Gegenstand  von  mehreren  anderen 
Botanikern  ebenifaUs  behandelt  worden.  Zunächst  hat  Sachs  in 
einer  kleinen  Notiz^  hervorgehoben,  dass  Sebraobenwindungen 
auch  ohne  Hitwirkung  einer  Sttttze  sich  bilden  können«  Auf 
diesen  Einwurf  hat  Scbwindekbe  ^  bereits  genügend  geantwortet 
und  ich  brauche  mich  deshalb  im  Folgenden  damit  nicht  näher 
SU  beschäftigen»  Sodann  hat  WoETMAirir^)  bei  der  Besprechung 
der  ScHwiNDBiaia^schen  Arbeit  in  der  Botan.  Zeitung  einige  Ein- 
würfe erhoben;  da  dieselben  sich  im  Wesentlichen  in  einer 
später  erschienenen  Abhandlimii  von  Kohl  wiederfiiidcu ,  so 
werde  ich  bei  der  Besprechung  der  letzteren  Schrift  einige  Be- 
merkungen darüber  einfügen. 

Ausser  in  jener  Notiz  hat  Sachs  in  seinen  »Vorlesungen  über 
Pflanzenphysiologie«^)  sich  noch  mit  der  Frage  nach  der  Mechanik 
des  Windens  beschäftigt,  ohne  jedorh  eine  exacte  Theorie  auf- 
zustellen; er  begnügt  sich  vielmehr  nur  mit  einigen  aphoristi- 
schen Bemerkungen  über  Reizbarkeit  und  der  etwas  bedenk- 
lichen Vermuthung,  dass  er  den  Weg  angegeben  habe,  auf 
welchem  die  wahren  Ursachen  des  Windens  su  finden  sein 
werden. 


fi  Monatsberichte  der  k.  Akad.  d.  Wiss.  Berlin«  Deoember  ISS4. 

2'  Arbeiten  d.  Wlirzb.  Bot.  Inst.  Bd.  II. 

3    PiuNGSHEiMS  .I«hrh.  f   wiss.  Bot.   Bd.  Xlii« 

4)  Botan.  Zeit.  iam.  6.  5  73  ([. 

5)  Leipzig  488t. 


u  kjui^L-ü  Google 


Dr.  AüBftoiiüf  ZtoR  Mbcmaiiik  des  Windbhs.  137 


Ich  kann  deshalb  im  Folgenden  mit  wenigen  Worten  ttber 
«fie  Sicas^schen  Einwurfe  hinweggehen.  Eine  eingehendere  Be- 
sprechung fordern  nur  die  beiden  luletit  erschienenen  Arbeiten 
von  Baianstzet  und  Kohl  .  Wtthrend  BAiAimiKT  keine  be- 
stimmte Theorie  anfsteUt,  sondern  nur  dieBesiehuDgen  swischen 
Notation  und  Geotropismus  mehr  hervorhebt ,  als  dies  von 
ScHWBifDBNER  geschehen  ist,  sucht  Kohl  sich  wiederuni  auf  den 
Slandpunkt  Mohl's  zu  stellen  virul  durch  Annahme  einer  Reiz- 
barkeit der  windenden  Inlernodien  dio  Bildinii^  der  Schrauben- 
windungen zu  erklären.  Da  in  der  Bara.net zwi  schen  Arbeit 
zahlreiche  Versuche  beschrieben  sind,  die  scheinbar  unseren 
jeUigeo  Aaschauunizen  iihev  das  Zusammenwirken  von  Nuta- 
tions-  und  aeotropischcii  Krümmungen  widersprechen,  so  bin 
ich  genülhigt,  bei  der  Besprechung  derselben  etwas  weilldufig 
lasein,  zumal  jene  Versuche  oft  unvermittelt  neben  einander 
gestellt  und,  wie  mir  scheint,  überhaupt  niobt  nach  einem  ein- 
heitlichen leitenden  Gesichtspunkte  xusammengeschrieben  sind, 
£s  ist  schwer,  sieh  in  dieser  Menge  von  Beobaohtungen  xurecfat 
in  finden ,  und  man  muss  sieh  oft  fragen :  was  wüi  eigentliofa 
der  Verfasser  dureh  diesen  Versuoh  beweisen? 

Aueh  bei  Bespreehung  der  Koiit*sehen  Arbeit  bin  ich  ge- 
iwungen  aaslahrlioher  m  werden,  als  mir  eigentlich  wtlnsohens- 
wertfa  Sehlen;  der  Grund  dafttr  liegt  theils  darin,  dass  Kobl 
durch  Beibringung  von  vielem  Zahlenmaterial  seine  Annahme 
der  Reizbarkeit  su  beweisen  suoht,  theils  weil  er  die  wichtigste 
Stütze  der  ScuwsifOBifBii^sohen  Theorie,  die  sog.  Greifbewegung, 
durch  mehrere  Versuche  widerlegen  zu  können  glaubt. 

Wenn  es  unter  diesen  Umständen  erklarlicli  ist .  dass  der 
kritische  Theil  der  vorliegenden  Abhandlung  umfangreicher  sich 
gestaltet,  als  die  im  zweiten  Theil  folgenden  eigenen  Unter- 
suchungen, s(»  ist  dies  auch  schon  deshalb  zu  entschuldigen, 
well  meine  Re()l);iclituni:('ii  nur  eine  Ergänzung  der  Scbwenbk- 
m'schen  Theorie  bilden  sollen. 

Leipzig,  Oclüber  1884. 


4)  Die  krei8f<»nDige  Nutation  u.  das  Winden  d.  Stengel,  llem.  d. 
HuA.  Ac.  VU.  Ser. 

I)  Beittag  lor  Kenatnisa  des  Windeos  d.  PllanseD.  Pftnrosatia's 
lilirb.  1  wies.  Bot.  Bd.  XV. 
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1.  Theil. 
§  <. 

Sachs  hal  in  seinen  Vorlesungen  die  ScHvmittMBa'scIie  Ab* 
handlung  als  »auf  mangelhaften  Beobaehtungen  beruhend«  be- 
seiohnet^  ebne  jedoch  den  Beweis  fUr  diese  BehanpUtng  su  er- 
bringen, ja  ohne  auoh  nur  be$tmmle  Einwürfe  «t  erheben.  Er 
httlt  die  Mechanik  fttr  tur  Zeil  noch  unaufgeklärt  und  nimmt 
eine  Art  von  Beiibarkeit  an,  die  jedoch  nicht  ntfher  charakteri- 
sirt  ist:  er  sagt  blos:  »Vor  Allem  handelt  es  sich  darum,  was 
man  mit  dem  Worte  Reisbarkeit  meint,  ich  verstehe,  wie  schon 
gesagt,  darunter  jede  Art  von  Heaotion,  weldie  ausschllesslldi 
der  lebende  Organismus  als  solcher  und  in  Folge  seiner  Lebens- 
thaiigkrit  äusseren  Kinilüssen  tiegenüher  zu  erkennen  giebt. 
Wenn  rjiaii  nun  findet,  dass  eine  uui,ut]kehrte  Sehlingpflanze 
sich  von  selber  wieder  von  der  Stütze  abwickelt,  wenn  der  uro 
eine  StUUc  gewundene  Gipfel  küusUich  abgewitkelt  von  selbst 
gerade  wird  und  nutirt,  wenn  die  blosse  Aufrechtslellung  des 
Sprosses  ihn  veranlasst  Schraubenwindungen  zu  machen ,  als 
ob  er  eine  Stütze  hHUe,  so  finde  ich  darin  die  wesentlichen 
Merkmale  von  Heizerscheinunucn  in  dem  nncegebenen  Siiiue, 
w'ornit  natflrlirh  Über  die  wahre  Mechanik  des  Windens  noch 
ki  ine  Erklärung  gegeben  ist.«  Der  Scbluss  dieses  Satzes  ist 
unzweifelhaft  richtig.  Die  drei  angeführten  Erscheinungen, 
welche  jene  eigenthümliche  Art  von  Reizbarkeit  beweisen 
sollen,  müssen  etwas  ntther  betrachtet  werden.  Dass  bei  einer 
Schlingpflanze,  welche  umgekehrt  wird,  die  obersten  Windun* 
gen  sich  abw  ickeln  ist  richtig,  Ifisstsich  aber  durch  die  relative 
Aenderung  der  Nutationsricbtung,  sowie  durch  die  ebenfalls 
geänderte  Einwirkung  der  Schwerkraft  ganz  ungezwungen 
erkUren,  wie  ich  im  zweiten  Theile  zeigen  werde.  Der  zweite 
Punkt,  dass  beim  künstlichen  Abwickeln  der  oberen  Windun- 
gen der  Stengel  gerade  wird,  ist  ganz  selbstverstttndlich,  denn 
der  Geotropismus  bewirkt  in  den  noch  wachsthums&hlgen  Par- 
tien eine  Streckung,  bei  der  die  vorhandenen  Krümmungen 
allmShlich  ausgeglichen  werden.  Es  ist  mir  unerklärlich,  wie 
man  auf  Grund  dieser  Erscheinungen  zur  Annahme  einer  Reiz- 
barkeit gelangen  kann.  Die  Bildung  von  freien  Schrauben- 
Windungen  an  einem  aufrecht  gestellten  Sprosse,  die  als  dritter 
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Grund  ftlr  die  Reisbarkeit  aiige(<Uhrl  wird ,  tritt  In  der  Tbat  an 

gesunden,  normal  entwickelten  Sprossen  nicht  ein,  wie  schon 
ScHWBXDBNRR  in  Seiner  Kntjzeiznung  auf  die  erste  Notiz  von 
Sachs  genü^eiui  ddr^cli^l  hat.  Die  diesbezüglichen  Anudben 
von  Sachs  (Yorlesiinsen  S.  822j  beruhen  wahrscheinlich  auf 
»mangelhaften  BeubaciiiungoD 

Auch  dazu  liegt  durchaus  krin  Grund  vor,  dass  man  den 
tinfluss  der  Schwerkraft  auf  die  schlingenden  Sprosse  von  dem 
gewöhnlichen  negativen  Geotropismus  orthotroper  Sprosse  un- 
terscheiden muss,  wie  Sachs  das  (vergl.  S.  870)  anzunehmen 
seheint.  Allerdings  ist  nicht  zu  leugnen ,  dass  die  Schwerkraft 
eine  bestimmte  Wirkung  auf  die  Nutation  der  Sprosse  ausübt. 

Baianbtzkt  hat  eine  eigenthUmlicbe  Beziehung  zwischen 
NtttatioQ  und  Schwerkraft  DachgewieBen,  die  sich  darin  kund 
giabt,  dass  die  kreislbrmige  Nutation  aufhtirt,  wenn  die  Pflanxe 
der  Wirkung  der  Schwerkraft  durch  !ang3ame  Botation  um  eine 
horisontale  Achse  entzogen  wird.  Aber  dieses  Resultat  berech- 
tigt doch  nicht  zu  der  Annahme,  welche  Sachs  macht.  Die  Ver- 
Sache  BAaiHiTm's  kann  ich  nach  meinen  Beobachtungen  nur 
bestutigen ,  und  es  erklart  sich  daraus  ganz  ungezwungen  das 
Abwickeln  der  obersten  Windungen  an  Pflanzen,  welche  jener 
Rotation  unterworfen  werden,  denn  l>ei  dieser  Versuchsstellung 
fallen  die  beiden  Factoren  weg,  welche  die  Bildun^^  Ijleibender 
Krtlmmunpen  ermöglichen,  nümlich  die  Greifbewegung,  die 
beini  Aufhören  der  Nutation  nicht  mehr  stattfinden  kann,  und 
(iie  Wirkung  iler  Schwerkraft.  Ks  ist  demnach  gar  nicht  anders 
möglich,  als  dass  die  noch  wachst liumsf.lhigen  bezw.  nutalions- 
fiihigen  Internodien  sich  nahezu  gerade  strecken  und  nur  einige 
ooregelmüssige  schwache  Krümmungen  zeigen. 

lieber  die  weiteren  Bemerkungen  Sachs'  betreffs  des  Win- 
Ions  kann  ich  hinweggehen^  da,  wie  schon  hervorgehoben,  keine 
Theorie  von  Ihm  au^esteilt  worden  ist,  sondern  nur  einzelne 
Beohachtongen,  die  zum  Theil  gar  nicht  dahin  geboren  —  wie  die 
Besprechung  der  Schraubenwindungen  an  weiblichen  Blttthen- 
stKnden  von  Valllsnerla  spiralis  —  zusammengestellt  sind.  Nur 
auf  zwei  Punkte  muss  ich  noch  Einiges  erwidern.  Sachs  giebt 
an,  dass  die  Windungen  mit  zunehmendem  Alter  steller  wttrden 
(&  825).  Dies  isl  nur  insofern  richtig ,  als  es  die  noch  nicht 
fertig  gebildeten  Schrauben  Windungen  betrifil.  d.  h.  diejenigen, 
welche  bei  Rotation  um  horizontale  Achse  wieder  abgewickelt 
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werden  würden ,  und  deren  Anzahl  je  naeh  der  Dieke  der  SlOtze 
und  den  Wachstbumsverfaallnissen  der  einzelnen  Pflanzen  natür- 
lich eine  verschiedene  ist.  In  späteren  Stadien  findet  weder 
ein  Aufrichten,  noch  überhaupt  eine  Veränderung  des  Al>siandes 
zweier  Windungen  von  einander  statt.  Ferner  sagt  Sachs 
(S.  826)  »dass  die  zahlreichen  verscljiedenen  Torsionen,  welche 
man  an  vielen  windenden  Sprossen  wahrnimnit,  mit  dem  eigent- 
lictien  Problem  des  Windens  nichts  zu  ihiin  haben  «f.  Das  ist 
entschieden  unriclitifz,  denn  wie  schon  ScnwK.'snBNER  theihveise 
uachgewiescu  hat  und  wie  ich  im  II.  Theil  nisfuhrlicher  /eisen 
wer<le.  sind  sowohl  scheinbare  als  wirkliche  anlidronie  Torsio- 
nen unl)edingt  nothwendii:  für  das  Zustandekommen  von  Schrau- 
benwindungen um  eine  Stütze.  Allerdings  giebt  Sachs  zu,  dass 
mit  dem  Winden  —  »weil  es  nach  den  Geselzen  der  Mechanik 
nicht  anders  möglich  seicr  —  eine  Torsion  nöthwendig  verbunden 
sein  müsse.  Welche  Art  der  Torsion  er  aber  damit  meint,  geht 
aus  seinen  Worten  nicht  hervor.  Er  sagt:  »Da  diese  unverroeid» 
liehe  Torsion  gewöhnlich  gar  nicht  su  sehen  ist,  thu't  man  gnt, 
sich  von  ihrer  nothwendigen  Existenz  Überhaupt  so  flbmengen.« 

Biese  »Ueberzeugung«  wird  nun  auf  folgende  Welse  ge* 
Wonnen:  »Man  denke  sich  einen  langen  Kautscbnkschlauob  in 
Form  einer  Schneckenlinie  auf  den  Tisch  gelegt;  man  halte  das 
äussere  Ende  des  Schlauches  mit  der  einen  Hand  fest,  mit  der 
anderen  fasse  man  das  innere  Ende  und  hebe  den  Arm  so  lange, 
bis  der  ganze  Schlauch  vertical  steht;  hat  man  vorher  eine 
schwarze  oder  weisse  gerade  Linie  auf  den  Sehlauch  gezeichnet 
und  diesen  so  auf  den  Tisch  gelegt,  dass  sie  überall  z.  B.  auf 
der  convexen  Seite  der  Schneckenwindunizen  hinläuft,  so  be- 
merkt man  nun ,  n.ichdem  der  Schlauch  in  tler  angegebenen 
Weise  gerade  gestreckt  worden  ist,  dass  unsere  Linie  den 
Schlauch  in  Forin  einer  Schraubenlinie  umll^nft  und  zw.ir  so, 
dass  auf  jede  Windunu  der  m  spi  (incHchen  Schneckenlinie  nun- 
mehr ein  Umlauf  dieser  Torsionsliii ie  kommt,  der  aber  der  ur- 
sprünglichen Schneckenv^  indiiiii-:  entL'eLitMiLicsetzt  ist.«  Die  Tor- 
sion, welche  hei  diesem  Experiment  au  Ii  rill .  ist  eine  wirkliche 
antidrom  verlaufende.  Die  wirklichen  anlidromen  Torsionen, 
welche  beim  Winden  auftreten,  kommen  auf  ganz  andere  Weise 
zu  Stande ,  als  bei  jenem  Schlauche ;  sie  werden  durch  den 
Widerstandi  welche  die  Stütze  den  Nutationsbewegungen  ent- 
gegensetzt, erzeugt  und  sind  immer  deutlich  su  sehen,  wenn 
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sie  auch  manchmal .  z.  B.  an  sehr  dünnen  Slülzen ,  durch  die 
homodroiiieii  lorsioiien  nachtraj^iich  wieder  verdeckt  worden. 
Da  üljn'gens  nach  Sachs  Windungen  auch  ohne  Mitwirkunj^  einer 
Stutze  zu  Siaiide  kummen  sollen,  so  kann  natürlich  an  solchen 
eine  derartige  uir  kiii  liL'  mitidrome  Torsion  überhaupt  nicht  auf- 
trplen:  höchslens  ktmiilen  durch  das  Jiigeii(j;evvicht  dor  Spross- 
gipfel in  dem  Sinne,  wie  es  de  Vöries ^)  angiebl,  gerin^füf^ige 
Torsionen  entstehen  .  auf  die  sich  aber  die  SACHs'sche  Bemer- 
kung jeden  faüs  nie  Ii  [  l)ezieht. 

L'm  die  wirkliche  antidrome  Torsion,  wie  sie  bei  normal 
windenden  Sprossen  auftreten  muss,  deutlich  zu  machen,  isl 
also  der  Versocb  mit  dem  Kautschukschlauch  nicht  geeignet, 
aber  noch  weniger  dazu,  um  die  scheinbare  Torsion  zu  erkliiren, 
die  sich  zeigt,  wenn  ein  cylindrischer  Stab  schraubenlinig  in  der 
Weise  gekrümmt  wird,  dass  die  einzelnen  Querschnittsscheiben 
ffifjsn  einander  um  einen  constanten  Winkel  und  um  eine  tur 
LHDgsrichtung  des  Stabes  senkrechte  Achse  gekrammt  werden. 
Otase  scheinbare  antidrome  Torsion  ist  selbstversUindUch  etwas 
guis  Anderes  als  diejenige,  welche  man  an  einem  künstlich  ge* 
drehten  Kautschukschlauche  wahrnimmt. 

Wenn  Sachs,  wie  schon  erwähnt  wurde  und  wie  aus  meh- 
rwen  seiner  Bemerkungen  hervorgeht,  die  Hitwirkung  der 
Suute  fitr  aberflttssig  bei  der  Bildung  von  Windungen  hält,  so 
wäre  es  wohl  denkbar  und  »nach  den  Gesetzen  der  Mechanikc 
durchaus  zulässig,  dass  Schraubenwindungen  ohne  antidrome 
Torsion  enlstUndco. 

« 

§  2. 

Ich  wende  mich  nun  zur  Besprechuniz  der  Bara.nkt/.k\  scIien 
Arbeit.  I)iesell)e  zerfallt  in  zwei  Theile:  der  erete  handelt  über 
die  kreisförmige  iNutation  und  der  zweite  über  das  Winden 
selbst.  Wie  schon  erwtfhnt  wurde,  hat  Baranetzky  nachgewie- 
sen, dass  die  kreisförmige  Nutation  sistirt  wird,  sobald  man  die 
nhnse  langsam  um  eine  horizontale  Achse  rotiren  iHsst.  Die 
Versuche,  die  ich  in  dieser  Hinsicht  anstellte,  ergaben  stets 
dasselbe  Resultat.  In  der  ersten  Stunde  etwa,  nachdem  die 
Pflanze  auf  den  Rotationsapparat  gebracht  worden  war,  ging  die 
Notation  noch  liemlich  regelmassig  vor  sich ,  spSter  aber  hörte 

4)  Arbeflen  des  Bot.  Insfitnls  xn  WUnbnr?,  Bd.  I,  S.  SSS,  3S4. 
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sie  auf;  die  Bewegungen ,  welche  die  SprosaspiUe  ausffibrie, 
waren  sehr  unbedeutend  und  unregelmässig,  mehr  pendelartig 
als  revolutiv.  In  welcher  Weise  die  Schwerkraft  bei  der  Nnta- 
tion  betheiligt  ist,  muss  vorerst  ganz  uneritläK  bleiben.  Für  die 
Mechanik  des  Windens  ist  diese  Thatsache  insofern  von  Bedeu- 
tung;^, als  das  Resultat  der  Rotationsversuche  niclil  inelu  zu  der 
Schlussfolgerung  berechtigt,  dass  der  Geoii opiMnus  noLhvveadig 
für  das  Zustandekoiiiiiieu  der  Schraubenw  mdungen  ist.  Denn 
wir  wissen  jetzt,  dass  zugleich  mit  der  Wirkung  der  Schwer- 
kraft auch  die  Nutation  aufhört,  und  dass  beide  Factoren  f)P!  den 
Rotationsversnchen  nicht  auseituuulei  tzehalten  werden  kuniien. 
Dt'ii  nacb  nidssen  die  Angaben  Schwendener's  S.  4088,  89)  in 
der  Weise  l)eri<  lü ii;t  werden,  dass  der  Satz  »Von  den  beiden 
Wirkungen  der  Schwerkraft  fallt  also  das  lueenge wicht  ausser 
Betracht,  der  Geotropismus  allein  ist  Bedingung  des  Windens 
nicht  auf  Grund  beweiskräftiger  Versuche  aufgestellt  worden 
ist.   Damit  soll  aber  durchaus  nicht  etwa  gesagt  sein ,  dass  der 
Geotropismus  tlberhaupt  kein  integrirender  Factor  des  Windens 
ist;  wir  werden  später  sehen,  welche  wichtige  Bolle  geotnh 
pische  Krümmungen  beim  Vorgange  des  Windens  spielen. 

Dass  die  Stengel  der  Schüngpfianten  sogar  ausserordentlich 
empfindlich  ftlr  die  Einwirkung  der  Schwerkraft  sind  und  ne- 
gativen Geotropismus  zeigen ,  geht  unsweifelhaft  daraus  hervor, 
dass  nach  abwttrts  gekehrte  lebhaft  waehsende  Sprossenden  von 
Galystegia  dahurica  oft  schon  nach  1/2  —  V4  Stunde  sich  wieder 
geotropisch  aufrichten. 

Aus  der  von  ihm  gefundenen  Thatsache,  dass  die  NutatioD 
aufhört,  wenn  der  Geotropismus  elimtnirt  ist,  schliesst  nun 
Babarbtskt,  dass  die  normale  Notation  Uberhaupt  nur  dann 
stattfinden  könne,  wenn  der  Sprossgipfel,  um  welchen  das  stär- 
kere WachsihuiDsbestrehen  Ihm  umwandert ,  aufrecht  stehe,  dass 
daiic^en  hei  horizontaler  Lage  die  Nutation  wesentlich  inodirt- 
cirt  werde.  Er  hat  viele  Versuche  in  dieser  Richtung  aniit  stellt 
und  glaubt  daraus  nachweisen  zu  können,  dass  eine  andere 
Art  der  Nutation  in  diesem  Falle  staltliudet,  die  er  zur  Unter- 
scheidung von  der  kreislörmi^en  symmetrischen  der  autrechten 
Sprosse  als  asymfnpfrische  bezeichnet.  Diese  asymmetrische 
Nutation  geht  in  folgender  Weise  vor  sich.  Legt  man  <  in<ni 
nulationsfahigen  Sprossgipfel  horizontal  und  zwar  so.  d:\<s  di'^ 
vorhandene  Krümmung  bomodrom,  d.  h.  mit  der  ISutationsricb- 
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Uinjz  gleich  verlaufend  ist,  .so  uiuss  in  der  nächsten  Nutations- 
phase  das  stärkere  Ausdehnuniisbestrehen  m\(  die  nach  unten 
gekehrte  Seite  wandern.  Inzwischen  ist  aber  in  dieser  unleren 
Seite  eine  geolropische  Krümmung  entweder  schon  eingetreten 
oder  doch  wenigstens  inducirt  worden.  Die  Folge  davon  wird 
sein ,  dass  im  Verlaufe  dieser  Piiase  Dicht  eine  Verticalstellung 
der  KrUmmungsebene,  sondern  nur  eine  Sohiefstellung  deiv 
»Iben  statlfinden  kann,  wie  dies  in  einer  von  mir  in  den  Ber. 
der  Deutsch.  Bot.  Ges.  gemachten  vorläufigen  MitUkeilung^)  kurz 
angedeutet  worden  ist.  In  der  nflciisten  Nutationsphase  wird 
mm  allmahlieh  die  Verticalstellung  erreiclit,  nnd  es  tritt  aueli 
Öfters  eine  geringe  Krümmung  nach  der  anderen  Seite  ein, 
hauptsacblioh  in  dem  oberen  Theile  des  Sprosses,  welcherduroh 
die  vorhergehende  Bewegung  in  eine  nahesu  vertieale  Stellung 
gebracht  worden  war.  Bei  nochmaligem  Weitergehen  der  Nnta- 
tioD  um  90^  tritt  ein  aUmahlioIies  Aufrollen  der  Krümmung  ein, 
denn  jettt  gelangt  das  sttfricere  Ausdehnungsbestreben  auf  die 
beim  Anfange  des  Versuches  nach  oben  gekehrte  Seite.  Da  in 
dem  Sprosse  eine  negative  geolropische  Krümmung  vorhanden 
ist,  so  wird  das  Nutationswachsthum  auf  der  concaven  Seite 
dadurch  sich  zu  erkennen  tieben,  dass  derselbe  alinuihlieh  gerade 
gestreckt  wird.  Ist  dieser  letztere  Znstand  erreicht,  so  wird 
nunmehr  wieder  eine  h*»iiiodrüuie  Ivrüninmng  entstehen,  sobald 
das  stiirkere  Ausdebnuniis!>estreben  nochmals  um  90^  weiter 
fortgeschritten  isi.  Die  SjMt/e  hat  demnach  nicht  einen  Kreis 
beschrieben,  sondern- eine  ('Hipsenahnliche  Curve. 

Wenn  die  Sprossenden  nicht  zu  lanjj  sind,  so  k.itin  man 
diese  Art  der  Nutation  sehr  schön  beol)achten,  da  das  Eigen- 
gewicht der  Spitze  in  solchem  Fall  nicht  störend  auf  den  Ver- 
lauf der  Bewegung  einwirkt.  Dass  bei  der  asymmetrischen  Nu- 
tation  die  mit  der  Lage  der  Sprossgipfel  nothwendigerweise 
verbundenen  geotropiscben  Krümmungen  eine  wichtige  Rolle 
spielen  ,  ist  von  vornherein  klar,  und  Baranbtzky  hat  dies  auch 
gans  richtig  erkannt;  er  nimmt  jedoch  neben  diesen  negativ- 
geotropiscben  Krttmmungen  noch  eine  andere  Einwirkung  der 
Schwerkraft  an,  die  darin  bestehen  soll,  dass  nicht  blos  die  un- 
tere Seite  stärker  wfichst,  sondern  auch,  und  zwar  in  noch 
heherem  Grade,  die  bei  der  homodromen  Krümmung  auf  der 


4)  N.  II,  Heft  6.  4884. 
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Convexiliit  I lebende  Uingszone.  Diese  Aniuihme,  die  ihm  zur 
Aufstellinii4  eiuer  besonderen  Art  von  Krümmung,  der  »transver- 
salen Kiümmung«,  veranlasst  hat,  ist,  wie  ich  zeijzon  werde, 
gänzlich  ungerechtferlii?l :  sie  rührt  jedenfalls  daher,  dass  sich 
Baranetzky  den  Verlauf  der  normalen  Nntationsbeweiiuiiiien  :jn 
einem  bereits  bogealörmig  gekrümmten  Organe  nicht  genügend 
klar  gemacht  hat. 

Ich  gehe  nunmehr  (iazu  ül)er,  die  einzelnen  Sätze  und 
Versuche  Baranktzky's  näher  zu  besprechen.  Auf  S.  i  sagt  B.: 
»Diese  Nutation  (die  kreisförmige]^)  kann  aber  jetzt  a  priori  in 
zweierlei  Weise  gedacht  werden:  entweder  nutirt  dieser  freie 
Theil  in  horizontaler  Ebene  weiter  fort,  seine  Stütze  direct  um- 
windend, oder  die  freie  Spitze  bewegt  sich  jetzt  um  den  hori- 
zontalen, der  Stütze  unbeweglich  anliegenden  Stengeltheil  in 
der  Weise  im  Kreise  herum ,  wie  sie  früher  um  den  aufirechten 
Stengel  nutirte,  wodurch  die  Bewegungsebene  eine  verticale 
Stellung  erhalten  wttrde.«  Es  ist  von  der  kreisfilrmigen  Nuta- 
tion die  Bede,  deshalb  ist  der  erste  Fall  a  priori  Oberhaupt  nicht 
denkbar,  denn  wenn  die  Spitze  fortwährend  die  Stütze  weiter 
umschlingen,  also  sich  immer  nur  nach  derselben  Richtung 
krümmen  würde,  so  konnte  doch  die«  unmöglich  als  kreiaf^r- 
mige  Nutation  bezeichnet  werden.  Diese  Auffassung  B.'s ,  so- 
fern ich  die  citirte  Stelle  richtig  verstehe,  erinnert  an  den  Dait 
wiH^schen  Vergleich  der  nutirenden  Sprosse  mit  einem  ge- 
schwungenen Seile,  das  sich  um  einen  in  die  Schwingungsebene 
eingeführten  Stab  herumschlingen  würde.  Dass  diese  Möglich- 
keit von  keinem  Botaniker  —  selbst  nicht  von  Darwin,  der  da- 
mit blos  einen  Vergleich  geben  wollte  —  angenommen  wurde, 
ist  wohl  zweifellos.  Der  zweite  Fall  ist  aHerdings  a  prini  i  denk- 
bar, aber  nur  unter  der  Annahme,  dass  bei  der  huj  izoutalen 
Lage  des  Sprosses  keine  ucüiropisciien  krüiuniungen  eintreten. 
Ks  unteriieL'i  jeiiorli  ei)eutails  keinem  Zweifel,  dass  eine  solche 
Annahme  niclit  t^einacht  werden  darf, 

S.  2.  >ilm  Weiteren  werden  wir  sehen,  dass  das  Winden 
nur  zum  kleineren  Theile  durch  die  niechanisehen  Verhältnisse, 
hauptsächlich  aber  durch  gewisse  organische  Eigenschaften  der 
windungsfähigen  Stengeispitze  bestimmt  wird.«  Allerdings  wird 

i]  Alle  Zusätze  io  den  folgenden  CiUiten,  welche  in  []  eingeschlossen 
»ind,  rtthren  von  nir  her,  alle  tibrigen  in  ()  von  den  betreffenden  Ver* 
fassern. 
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ibs  Winden  durch  die  ortranischen  Eigenschaften  der  Stengel- 
spitze bestimmt ,  und  zwar  nicht  blos  hauptsächlich,  sondern 
uanz  ausschliesslich  durch  diese.  Eine  exacte  mechanische  Kr- 
klärune  hat  nur  n  iehzuweisen,  in  welcher  Weise  durch  das  Zu- 
siiiiiDt  luv  ii keu  dieser  verschiedenen  organischen  Eigenschaften 
luii  (K  ii  äusseren  Verhüllnissen  —  z.  B.  mit  dein  Widerstande, 
den  die  Stütze  leistet,  mit  der  Laue  der  SteiiurJ  /hin  Horizont 
U.S.W.  —  die  Schraubenwindungen  zu  Slande  koiimu  ii  können. 

S.  9  sagt  H,,  dass  Schwkndkihbr  die  Be\vet;uns<en  und  krüin- 
luuDgen  einer  windenden  Stenticlspitze  nicht  izenUpend  iiiustrirt 
h.1tte.  ScuwENDENER  Sagt  aber  selbst  in  seiner  Abhandlung 
\S.(0i^O) :  »Eine  vollständig  klare  Einsicht  in  diese  complicirleii 
meebaniflolieo  Vorgänge  lässt  sich  indessen  nur  gewinneUi  wenn 
man  die  suocessiven  Stadien  der  fraglichen  KrUmmungs-  und 
TorsioQsbewegnngen  von  Zeit  zu  Zeit,  etwa  alle  Viertelatundeni 
doreb  geeignete  Naehbildungen  fixirt«,  und  weiter  unten: 
lAfom  Beschreibung  und  Skiststen  erweiien  $ich  für  diesen  Zweds 
ais  ungenügend»*  Merkwürdigerweise  sagtB.  nodi  auf  derselben 
Seite,  dass  auch  Scbwchbbiibh  die  Nathwendigkeit  erkannt  hatte, 
die  stattfindenden  Bewegungen  der  Stengelspitze  Schritt  für 
Schritt  SU  verfolgen.  Htflt  man  diese  beiden  Äusserungen  B/s 
smammeni  so  bleibt  es  unerfindlich,  wie  B.  su  dem  obigen  Vor^ 
Wurf  berechtigt  ist. 

S.  4S  heisstes:  »Es  ist  in  der  That  die  gewöhnliche  und 
scheinbar  kaum  bertlcksichtigte  Erscheinung ,  dass  die  einmal 
entstandene  [Xutations-]  Krümmung  sich  nur  schwer  wieder 
ausgleicht,  der  einmal  gekrümmte  Stengeltheil  wird  iiichi 
wieder  gerade«,  und  auf  derselben  Seile:  «wenn  der  unmittel- 
bar gekrünuule  Slengeltheil  zu  wachsen  auiiiürt,  so  emtay'rt  so 
XU  sagen  seine  Krünjniunj^a;  auf  S.  I  G  wird  aber  dieses  Zurück- 
bleiben der  Krümmung,  wie  es  auch  j^anz  richtit;  ist,  dem  l'^in- 
flusse  des  dewichtes  der  huiL'en  Sp!-osscn<l«ni  /uiicschrieben  : 
Dies  ist  ohne  Zweite!  der  SVukuüg  des  immer  zunelirnenden 
Gewichtes  der  rasch  anwachsenden  horizontalen  Spii/r  zu- 
7usrhreibcn.(«  Also  kann  doch  dabei  von  einem  rütbselUaflea 
»Erstarren«  nicht  die  Hede  sein. 

Die  auf  S.  ü — gemachten  Angaben  über  den  Einfluss 
des  Heliotropismus  auf  das  Winden  der  Pflanzen  haben  keine 
Bedeutung  für  die  Mechanik  dieses  Vorganges,  weshalb  ich  die- 
selben hier  Übergehe. 

Xatk^f  hyi.  CImm  tW4.  40 
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Auf  S.  30  heisst  es:  »Das  Geradestrocken  der  W  iiidiiiij^en 
[beim  Rolireii  um  eine  horizontale  Achse]  konitnl  hier  offenbar 
in  Folge  der  Aiisgleichuni^  der  N  iiuiionskriiiiiiiiimu«  n  zu  Stande, 
wie  wir  eine  solche  Erscheinung  schon  lAxm  an  den  frei  nuti- 
renden  Slengelspilzen  kennen  gelernt  haben.  Der  andere  r in- 
stand, welcher  bei  den  betreffenden  BediniJunL'en  wahrschoin- 
lich  das  1  n  iwerden  der  Spitze  erleichtert,  ist  die  Ausgleichung 
der  in  derselben  schon  vorhandene?)  nnlidromen  Torsion.  Wie 
schon  SciiwBNnBXKR  erkannte,  erhalten  die  Steniiel  bei  ihrem 
Winden  immer  eine  anlidrome  Torsion,  welche  hier  durch  rein 
mechanische  Ursachen  bedingt  wird  und  darum  immer  die  Nei- 
gung hat ,  bei  Aufliüren  dieser  Ursachen  sich  wieder  attSXUglei-» 
chen.  Spitt  er  werden  wir  sehen,  dass  diese  Torsionen  wesent- 
lich in  Folge  der  Nutationsbewegungen  der  windenden  Stengel-» 
spHse  entstehen.«  Hiergegen  ist  Verachiedenes  einzuwenden. 
Zunächst  kann  eine  homodrome  Toraion  swar  die  vorhandene 
antidrome  ausgleichen,  aber  sie  kann  nicht  ein  Ahwidteln  der 
Windungen  bedingen;  denn  durch  homodrome  Torsionen  wur- 
den die  Windungen  noch  enger  und  müssten  deshalb  noch  fester 
an  die  Stutze  angedruckt  werden.  Wohl  aber  kUnnte  in  Folge 
dessen  ein  Abrutschen  oder  Abgleiten  der  Windungen  erfolgen, 
wenn  die  Spannungen  dazu  genügend  gross  sind. 

Das  In  derThat  stattfindende  Abwickeln  erklärt  sich  jedoch 
hinreichend  durdi  das  Aufhören  der  Nutationsbewegungen. 

Ferner  ist  nicht  ersichtlich,  weshalb  eine  vorhandene  anti- 
drome Torsion  die  »Neigung«  hat,  sich  wieder  auszuizleichen. 
Dieses  Ausgleichen  wird  durch  die  nuiiiiu  hr  einli  elende  homo- 
di  oiiie  1  orsion ,  die  eine  Erscheinung  für  sich  ist,  bedingt,  und 
ila  die  Bedinszungen  für  die  anlidrome  Torsion  Ii  hien,  so  kann 
die  Ausgleichung  bei  der  starken  hornodromen  Torsion,  wie  sie 
.sich  ^^il•kli<•h  an  windenden  Sprossen  findet,  sehr  i»ald  herbei- 
geführt werden.  Drittens  sind  die  miidromen  lorsionen  nicbt 
wesentlich  Folge  der  NutalioiislM  s\  t'L:iiiiL;en,  sondern  sie  werden 
durch  den  W  iderstand  ,  welchen  die  Stütze  jenen  üewegungen 
entgegensetzt,  hervorgerufen. 

Auf  derselben  Seile  heisst  es  weiter:  »Dass  die  Verlang- 
samung (oder  Stillstand]  der  kreisförmigen  Nutation  und  die 
damit  verbundene  Streckung  der  Krümmungen  eine  theilweise 
Ausgleichung  der  antidronien  Torsion  wirklich  ermöglicht,  ist 
aus  der  oben  angegebenen  Thatsache  zu  schHessen ,  wo  an  den 
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sich  slreckendon  WiDdun^en  eine  sc  htMnbnr  durch  Ausjjlcichung 
der  nnlidronipn  entstehende^  liuniödi  iniic  Torsion  noch  vor  dorn 
vollstandiiien  Befreien  der  Spii/e  zu  constatiren  isl .  wjibrfnd 
ScHWEJCDENER  iiezeiut  hiiL  dnss  mit  dem  Sfeilerwerden  der  Win- 
dungen die  anlidronie  Torsion  einer  Spiral o  '^Schrauhenlinie] 
sich  im  Gegentheil  vergrösscrn  muss.a  Dieser  Satz  isl  mir  un- 
versläodlicb.  Wenn  Baranbtikv  bier  die  wirklichen  anlidromen 
Torsionen  ^  wie  sie  an  den  gewundenen  Siengelo  vorkonimeD, 
mit  den  scheinbaren,  die  beim  Sieilerwerden  der  Windungen 
allerdings  stärker  werden,  vergleicben  will,  so  ist  das  eben 
Diefat  sulttssig;  wenn  er  aber  im  leUten  Absätze  die  wirliliehen 
Torsionen  meint,  so  Ist  das  nicht  richtig,  denn  diese  werden 
desto  schwacher,  je  steiler  die  Windungen ,  besw.  je  dünner 
die  Sttttten  werden.  Dies  sagt  Übrigens  8cHWBiiDBrrBR  ganz  aus- 
drttckltch  in  dem  Absalze  ttber  die  Torsionen. 

Was  B.  schliesslich  unter  einer  scheinbar  darch  Aus- 
gleichung der  «ntidronien  entstehenden  honiodromen  Torsion 
rerstanden  haben  will,  ist  mir  gänzlich  unerfindlich.  Es  finden 
sich  tibrigens  derartige  Stellen,  wo  offenbar  die  verschiedenen 
Torsionsarten  nicht  genügend  aiLsiiiianiier  gehnlten  werden, 
noch  mehrere  in  der  BARAXEizKv'schen  Arbeit,  und  es  ist  ii»erk- 
würdig,  dass  lierndc  die  an  sich  so  einfachen  geometrischen  Be- 
ziehungen Anlass  zu  Verweclislungen  iieben.  Wir  salien  die- 
selbe Verwirrung  auch  schon  in  den  oben  citirlen  Sachs'si  Ik  ii 
Bemerkungen  und  werden  \M>iter  unten  einem  äbnlichen  Faiiu 
io  der  Kohi/ sehen  Arbeit  begegnen. 

Auf  S.  33  ff.  beschreibt  B.  einen  Krtlmmungsmodus,  der 
aaf  den  ersten  Blick  nicht  mit  den  gewöhnlichen  Bewegungen 
bei  der  asymmetrischen  Nutation  übereinzustimmen  scheint. 
Es  wurde  oben  schon  erwähnt;  dass  bei  der  letzteren  diehomo- 
drome  Krümmung  immer  starker  sein  muss,  als  die  entgegenge-. 
seilte,  fi.  beschreibt  nun  mehrere  Versuche,  aus  denen  hervor-* 
gehen  soll,  dass  die  homodrome  Krümmung  deshalb  immer  mehr 
verstärkt  wird,  well  bei  horizontaler  Lage  der  Krümmungsebene 
die  (von  oben  gesehen  bei  linksnntirenden  Pflanzen)  rechte 
Flanke  stets  ein  grosseres  Ausdehnungsbestreben  besitzen  soll. 
Er  kommt  auf  Grund  dieser  Annahme  schliesslich  zur  Aufstel* 
hing  des  Satzes :  »Bei  horizontaler  Lage  einer  nutationsfuhii^en 
Stengelspitze  werden  unter  Einwirkung  der  Gravitation  Ver- 
l^dUnisse  geschaffen,  in  deren  Folge  das  bevorzugte  Wacbstbum 
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QOthwendig  in  eine  Seitenkante  versetzt  wird.«  Das  heisst  uni 
anderen  Worten:  Bei  horixontaler  Lage  einer  nntationsfahiiyn 
Spitze  wirkt  die  Schwerkraft  in  der  Weise ,  dass  erstens  das 
regelmässige  Henioiwandem  der  Nntation  sistirt  wird  und  das 
stärkere  Ausdehnungsbestreben  sich  nur  auf  der  bei  der  homo- 
dromen  Krümmung  oonvexen  Seite  geltend  macht,  und  dass 
zweitens  nicht  wie  gewöhnlich  bei  horizontal  liegenden  negativ 
geotropischen  Sprossen  die  nach  unten  gekehrte  Seite  stttfcer 
wächst,  sondern  die  um  90^  von  derselben  entfernte  Längs- 
zone. Diese  Aimahme  ist  nun  entschieden  ungereclilfertigl, 
liena  da.s  regelmassige  Heroiii\N  aiidoi  n  des  stiirkeren  Ausdeh- 
imngsbestrebens  findet ,  wie  übrigens  aus  den  Versuchen  B.  s 
selbst  hervorgeht,  in  ganz  normaler  Weise  statt,  und  die 
Sprossen  zeif^en  auch  den  gewöhnlichen  negativen  Geotropis- 
mus; von  einem  Transversalgeolropisnius,  wie  ihn  H.  anniuiini, 
ist  keine  Spur  vorhanden.  Es  rührt  diese  Anschauung  B.'s  nur 
daher,  dass  er  sich  die  aus  den  Nutationskrtlmmungen  und  den 
schon  vorhandenen  oder  doch  wenigstens  während  der  Nutatioo 
eintretenden  geotropischen  Krümmungen  resultirenden  Be* 
wegungen  nicht  genügend  klar  gemacht  hat. 

Ein  auf  S.  39  beschriebener  Versuch ,  der  darin  besteht, 
dass  eine  aufrecht  stehende  symmetrisch  nutirende  Spitze  nach 
unten  gekehrt  wird,  soll  ebenfalls  beweisen,  dass  «die  Rtchtuig, 
in  welcher  das  beschleunigte  Wachsthum  um  den  nutirenden 
Stengel  herumschreitet,  von  der  Natur  der  Pflanze  nicht  ab- 
hängig«, sondern  —  so  ist  zu  erganzen  —  durch  die  Einwirkoog 
der  Schwerkraft  bedingt  wird.  B.  behauptet  nämlich,  dass  bei 
einem  solchen  Versuche  die  Nutation  erst  noch  eine  Zeit  lang  in 
der  normalen  Weise  fortdauere,  dann  aber  in  der  uintiekehrten 
Richtung  stalllinde,  dass  also  eine  linksnutirende  l'flanze  kurze 
Zeit  nach  dem  Umkehren  rechts  nutire;  er  behauptet  ferner, 
dass  man  auf  diese  Weise  durch  öfteres  Umkehren  l)euirkeD 
könne,  dass  die  Spitze  sicii  tortwHhrend  hin  und  zurück  im 
Kreise  bewee;e.  Diese  Behau |)(iiiii:en  Ii,  s  entbehren  jeder  Be- 
grüuduuiz;  denn  in  der  Ttiat  lindet  eine  solche  Umkehrung  der 
Nutationsrichtung ,  wie  man  sich  leicht  durch  das  Experiment 
überzeugen  kann,  niemals  statt;  die  Pflanze  nutirt  eine  Zeil- 
lang in  ganz  normaler  Weise  fort,  und  dann  kommt  die  geolro- 
pische  Aufwartskrümmung  derlntemodien  hinzu,  welche  aller- 
dings die  Bewegungen  modificlrt ,  aber  durchaus  nicht  zu  der 
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Behauptung,  die  Nutationsrichluiig  habe  sich  goUnderl.  Anlass 
geben  kann.  Nachdem  die  AofvvJHiskrüiniiiuiit;  beendet  ist, 
treten  die  iSutationslieweiiunucii  w  it der  dt  ullich  hervor. 

Wenn  die  B.'srlien  Beoijachtungeii  richtig  wären,  so  uiüsste 
natürlich  ein  zwcinuiiiL;es  Umkehren  der  Nutation  stattfinden, 
denn  erst  soll  die  Pflanze  nach  dem  Umkehren  in  entgegenge- 
setzter Aiohtung  nutiren  und  dann,  nachdem  sie  durch  den  Geo- 
tropismus aofwttrts  gekrümmt  ist,  soll  sie  wieder  normale  Nu- 
tation zeigen. 

Aufs.  40  und  44  ist  ein  Versuch  wiedergegeben,  der  mit 
einem  innerhalb  der  nutationsfthigen  Region  festgehaltenen 
Sprossgipfel  angestellt  wurde.  Die  Bewegungen  werden  genau 
Itesehrieben  und  durch  Skizzen  illustrirt,  bieten  aber  wesent- 
lich Neues  nicht  dar,  denn  die  Pflanze  nutirt  ganz  normal ;  es 
wird  nur  dadurch  eine  Veränderung  bedingt ,  dass  die  beiden 
vm  Versuch  benutzten  Intemodien  ungleich  schnell  nutiren» 
was  übrigens  B.  selbst  auch  angiebt.  Durch  diese  letztere 
Eigenlhtlmlichkeit,  die  man  fast  an  jeder  Schlingpflanze  beobach- 
(en  kann,  wird  bewirkt,  liass  bosrenförmig  gekiüimnU'  l'aiüen 
oft  lanciere  Zeit  in  horizontaler  oder  fast  horizontaler  Lage  blei- 
ben, lulolge  dessen  kommen  zu  den  NutatioiiskniitiimmLren  noch 
ge^tropische  hinzn  und  es  treten  die  schon  olters  erwähnten 
rpsullirt-iiilen  Bcu  csjuni^fTi  pin.  Ferner  ist  zu  beachten,  dass 
während  fler  zienjiich  langen  Dauer  des  Versuchs  jedenfalls 
mich  ansehnliche  bomodrome  Torsionen  eintraten,  obwohl  dies 
Dicht  ausdrücklich  gesagt  ist.  Durch  derartige  Torsionen,  die 
aD  frei  nutirenden  Sprossenden  stets  auftreten,  müssen  die  Nu- 
tationsbewegungen  ebenfalls  etwas  modificirt  werden,  denn  die 
Zonen  stärksten  Wachsthums  sind  hierdurch  zu  Schraubenlinien 
geworden.  Beachtet  man  dies  Alles,  so  zeigen  die  Bewegungen» 
wie  sie  B.  beschreibt,  durchaus  nichts  Besonderes.  Die  Schluss- 
folgemng,  die  aus  diesem  Versuche  gezogen  wird,  dass  9 die 
Notation  in  der  frei  gebliebenen  Stengel  spitze  desto  mehr  ver^ 
langaamt  wird,  Je  näher  die  verhinderte  festgehaltene  Stelle 
liegte,  ist  demnach  nicht  gerechtfertigt. 

Der  Abschnitt  ^Bildung  einer  freien  Spirale«  S.  42  ff.  bedarf 
ainer  ausfnhrlicfaeren  Besprechung.  R.  will  darin  nachweisen, 
dass  Bildung  von  Schraubenwinduntien  auch  ohne  Stütze  nur 
durch  Nutation  und  (Jeotropismus  stattfinden  kann.  Der  erste 
Versuch,  den  er  beschreibt,  ist  jedenfalls  nicht  beweiskräftig; 
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denn  er  sagt  selbst  auf  S.  44,  dass  die  Windungen  im  Verlaufe  I 
von  \9  Sluiulen  sich  nicht  mehr  veriliidert  haben  und  duss  vor- 
her schon  die  Nutatioosbewegungen  sehr  verlangsamt  waren. 
Wir  haben  es  hier  wahrscheinlich  mit  einem  jener  Fälle  zu 
thun,  wo  eine  pathologische  Erscheinung  vorliegt  und  durch 
excenlrische  Torsionen  (es  ist  hei  der  Beschreibung  leider 
nichts  über  die  Torsionen  anees^ebeni  dauernde  WiiHiunaen  er- 
zeugt werden.  Ich  verweise  dabei  auf  die  schon  oben  er-  , 
wiihnie  Erwiderung  Scbwsndbnkb^s  gegen  Sachs  (Pringsheim's 
Jahrb.  Bd.  XIIP. 

Was  theoretisch  Uber  die  mechanischen  Veriiällnisse  gesagt 
wird,  welche  bei  Bildung  einer  freien  Spirale  in  Betracht  kom- 
men sollen,  ist  etwas  unklar  gehalten. 

Es  heisat  auf  S.  43:  »Denken  wir  uns  eine  Spitze,  welche 
in  ihrem  unteren  Thelle  in  verticaler,  weiter  in  horiiontaler 
Ebene  gekrümmt  ist.   So  lange  die  horiiontale  Krümmung  »cb 
in  dieser  Lage  befindet,  wird  sie  nur  immer  starker.«  —  Das 
ietitere  ist  twar  nicht  richtig,  soll  aber  vorerst  angegeben  wer- 
den« —  »Geht  aber  das  beschleunigte  Wachsthum  auf  die  untere 
Seite  des  Stengels  über,  so  wird  die  Krttmmungjiebene  in  ver- 
ticale  Lage  gebracht  und  die  Bildung  einer  freien  Spirale  wird 
somit  aufhtfren  mllssen.  Das  kann  aber  durch  verschiedene  Um- 
stände verhindert  werden.    So  lange  der  untere  Theil  der 
Krümmung  sich  noch  in  senkrechter  Ebene  befindet ,  so  von» 
seine  Nutation  dem  Aufwartskrttmmen  entgegenwirken:  bei 
dieser  Nutation  wird  derselbe  um  seine  Achse  umgedreht  [?], 
somit  in  dcmMaasse,  als  die  Krümmung  des  äusseren  Theilsder 
Spitze  sich  zu  heben  versucht,  sie  immer  wieder  gesenkt  und 
in  honzoiUaier  Ebene  behalten  wird.«  B.  will  also  damit  sagen, 
—  sofern  ich  den  Absatz  riebt ilj  verstehe  —  dass  bei  der  regel- 
mässigen symmetrischen  Nutation  des  unteren  Theiles  die  ge-  i 
Wissermassen  starr  bleibende  odei*  sich  höchstens  noch  verstär- 
kende KrümiiMiui:  des  oberen  Theils  bo  im  Kreise  herumgeführt 
wird,  dass  sie  steis  in  horizontaler  Ehene  bleibt.    Dies  wiire  in 
der  That  der  Fall,  wenn  der  unlere  StriiucitlK'il  wirklich  um 
seine  Achse  iiedreiit  wdrde.  wie  B.  anziniehrnen  scheint.  Eine 
solche  Drehung  ist  aber  j^ar  nicht  vorluintlen ,  denn  die  Krüm- 
mungen des  unteren  Theiis  sind  reine  iNutationskrüinimmcen. 
bei  denen  keine  Querschnittsscheibe  gegen  die  andere  ver- 
schoben wird.  Demnach  mUsste  die  horizontale  Krümmung  des 
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^ren  Thells,  wenn  sie  wirklich  als  bleibend  oder  sich  nur 
noch  YersUIrkend  angenomineii  werden  durfte,  successive  naob 
vnten,  nach  rechts,  nach  oben  und  scbltesslieh  wieder  nach  links 

geöffnet  sein.  Was  B.  mit  den  Worten  »So  lange  —  entgegen- 
wirkent  sagen  will,  ist  mir  f;aiizii(!h  unklar  {geblieben,  es  han- 
delt sich  doch  hier  zunächst  ausschliesslich  um  NulationskrUm- 
mungen  und  diese  kunnen  sich  doch  niemals  entgegenwirken; 
denn  das  ist  ja  eben  das  Charakteristisc  he  der  Nutation,  dass 
immer  nur  an  einer  Läogszone  das  stärkere  Ausdehnun^sbe- 
streben  vorhanden  isi. 

Die  Annahme,  dass  die  Krünununt^  des  oberen  TIumIs  längere 
Zeii  hindurch  bleibt  oder  sich  noch  verstärkt,  ist  jedenfalls  nicht 
richtig;  denn  dieser  obere  Theil  nutirt  ebenso  regelmässig  wie 
der  untere,  nur  werden  seine  Bewegungen  durch  die  Einwir- 
kong  des  Geotropismus  etwas  modiiicirt.  Selbst  wenn  es  richtig 
wSre,  dass  eine  immer  in  horisontaler  Ebene  bleibende  Krüm- 
mung sich  fortwährend  verstttrken  mttsste,  so  könnte  dies  doeh 
ia  dem  eben  beschriebenen  Falle  gar  nicht  eintreten,  denn,  wie 
wir  gesehen  haben,  kann  unter  jener  Annahme  die  Krümmung 
gar  nicht  in  der  Horizontalebene  bleiben. 

Nimmt  man  dagegen  an ,  dass  der  obere  Theil  regelmässig 
ootirt,  wie  es  auch  der  Wirklichkeit  entspricht,  und  macht  man 
zugleich  die  weitere  Annahme,  dass  die  Umlaufszeit  der  Nuta- 
tion heim  oberen  Theile  dieselbe  ist  wie  beim  unleren,  so  muss 
allerdings,  wenn  keine  slöreiuim  Einwirkungen  dazu  kommen, 
die  Krümmung  des  oberen  Thciles  immer  in  der  Horizonialebene 
bleitjen.  Ist  z.  B.  der  untere  Theil  in  der  Verticalebene  nach 
Norden,  der  obere  Theil  in  der  Horizonialebene  nach  Westen 
gekrümmt,  so  muss  nach  einem  V4  Umlauf  der  Nulation  dor  un- 
lere Theil  nach  Westen  und  der  obere  nach  Süden  i:(  ki  iimmt 
sein.  Nach  einem  nochmaligen  Weitergeben  der  Nutatioo  um 
W  in  beiden  Theilen  muss  der  untere  nach  Süden,  der  obere 
nach  Osten  gekrümmt  sein.  Auf  diese  Weise  geht  es  weiter^ 
bis  die  alte  Lage  wieder  erreicht  ist,  vorausgesetzt,  dass  in  beiden 
Theilen  in  demselben  Zeiträume  die  Nutation  auch  um  denselben 
Winkel  fortschreitet.  Dieses  Herumwandem  des  stärkeren  Aus- 
ddbnungabestrebens  geht  jedoch  im  unteren  Theile  um  eine  ver^ 
llcale,  Im  oberen  um  eine  horizontale  Achse  vor  sich.  Demnach 
mOflste  also,  wenn  man  alle  anderen  Einwirkungen  ausschliesaen 
konnte,  die  Form  der  einmal  entstandenen  Gurve  unter  den  obigen 
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Bediogungen  beibehalten  werden ,  aber  jeder  Punkt  derselben 
würde  wlihrend  eines  Nutaiioüsiimlanfs  einen  vollen  Kreis  be- 
schreiben. Diesen  eben  beselu  i<  hcneri  Bewegungsvora;mg  hat 
aber  olVenbür  H.  nieht  gemeint,  denn  sonst  würde  derSnlz  »So 
lange  die  horizonlaie  Krüuünung  in  der  Lage  bleibt,  wird  «ie 
nur  immer  stärker«,  gar  keinen  Sinn  haben. 

Ich  brauche  wohl  kaum  hinzuzufügen ,  dass  die  eben  reio 
theoretisch  geschilderte  Bewegung  in  dieser  Begelmässigkeil 
sieb  an  der  Pflanze  nicht  beobachten  lasst,  einmal  deshalb,  weil 
der  GeotropisiDUS  einwirken  muss  und  Veränderungen  der 
Krttmmiuigen  hervorruft  und  zweitens,  weil  die  Bedingung,  dass 
die  Nutation  in  allen  Theilen  gleiche  Umlaufszeit  habe,  woU 
niemals  in  der  Natur  verwirklicht  Ist. 

Der  zweite  Versuch,  welcher  auf  6.  45 — 47  beschriebeo 
Ist,  zeigt  nur,  dass  unter  günstigen  Umsttfnden  eine  Bildang  von 
Sehraubenvrindungen  unter  Einwirkung  von  Nutation  und  Geo- 
tropismus stattfinden  kann,  derartige  KrQmmungen,  die  aber 
seilen  mehr  als  eine  Windung  darstellen,  hat  man  hilufig  Ge- 
legen fuii  zu  beobachten;  dieselben  sind  aber  niemals  bleibend, 
sonciiM-n  werden  stets  wieder  in  kurzer  Zeit  \  ei  ändert.  Die  ersten 
Stadien  des  beschriebenen  Versuches  I  —  IV  in  Fig.  8,  S.  45 
sind  solche  aus  Nutation  und  Geotropismus  resultirende  Be- 
weginiLMMi. 

Bei  den  Stadien  V  und  VI  haben  jedentalls  rxcentnsehe  iionio- 
drouie  Torsionen  mitgewirkt  .  die  mit  einer  Verzögerung  des 
Wachsthums  verbunden  sind.  Dafür  spricht  erstens,  dass  auf  dem 
oberen  Theile  auf  längerer  Strecke  dieselbe  LUngslinie  auf  der 
Gonvexit^t  liegt,  zweitens  dass  im  Vei  lauf  von  \  Yi  Stunden  ein 
sonst  noch  ganz  nutations-  und  wachsthumsPdihiger  Theil  fast 
gar  keine  Bewegungen  mehr  ausgeführt  hat.  Auch  ein  Satz  auf 
S.  47  iMsst  erkennen,  dass  bei  anderen  nicht  naher  beschriebe- 
nen Versuchen  ebenfeUs  ein  solcher  Zustand  eingetreten  war, 
der  möglicher  Weise  durch  die  Art  der  Befestigung  hervorge- 
rufen vrarde;  jener  Satz  lautet:  »In  einigen  anderen  Versachea 
war  der  geringe  Werth  der  antidromen  Torsion  noch  auffallen- 
der, ja  in  einer  Spirale  deren  Windungen  ausserordentlich 
niedrig  waren  (die  Neigung  der  Windungen  ca.  40<^)  ging  die 
Marke  durch  beinahe  zwei  Windungen  Uberall  auf  der  convexen 
Seite  derselben,  es  war  also  dabei  last  keine  Torsion  zu  bemer- 
ken.a  Hieraus  gehl  nur  das  mit  Sicherheit  hervor,  dass  die  Bil- 
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(iuug  jener  niedrigen  Windungen  gons  ebenso  wie  die  der  Ran- 
ken erfolgt  ist,  nfimlieh  durch  excentrische  homodrome  Torsion ; 
dies  wird  noch  bestHtigt  durch  den  folgenden  Satz ,  welcher 

lautet:  )^Es  ist  wichliti,  diesen  letzteren  Umstiind  zu  constatiren, 
denn  die  Mechanik  der  Spiralenl)ikiuni^  wird  hei  dieser  Be- 
diii^iiiii;  ausserordentlich  einfach  und  leicht  verslündlich;  ent- 
steht in  der  Thnt  o'me  spiralförmige  Krümmung  hei  der  Be- 
dingung, dass  ktine  Torsion  des  Stengels  zu  bemerken  ist,  so 
wachsen  offenbar  nur  immer  dieselben  Stengelseiten  —  eine 
wirkiirhe  kreisförmige  Nulation  des  Stengels  kommt  dabei  nicht 
mm  S}Helo.  Eine  ausgezogene  Spirale  fSchraubonlinio  entsteht 
hier  also  wpsentlicli  (i  Hhirch,  dass  sich  eine  horizontale  Sti  iigol- 
spilze  fortwährend  nur  auf  ihrer  Aussenseite  und  ihrer  Unter- 
seite verlängert.«  Auf  diese  Weise  wird  allerdings  die  Mechanik 
der  Bildung  von  Windungen  »ausserordentlich  einfach  und  leicht 
verständlich,  aber  es  ist  doch  zweifellos,  dass  mit  dergleichen 
fietracbiungen  fUr  eine  exacte  Erklärung  der  Mechanik  des  Win- 
dens um  eine  Sttltze  auch  nicht  das  Geringste  gewonnen  wird; 
denn  wenn  gerade  der  wesentlichste  Factor,  die  Nutation,  ganz 
ausser  Acht  gelassen  wird,  so  ist  eine  richtige  Auffassung  der 
vorliegenden  Frage  von  vornherein  upmlfglich. 

Was  B.  weiterhin  Uber  die  bei  dem  eben  besprochenen  Ver^ 
mche  aufgetretenen  Torsionen  sagt,  ist  zum  Theil  unrichtig. 
Richtig  ist  jedenfalls,  dass  das  Eigengewicht  der  Spitze  keinen 
nerkbaren  Binfluss  auf  die  Tordirung  des  Stengels  ausübt.  Ich 
kann  die  Angalsen  hJs  in  dieser  Hinsicht  nur  bestätigen.  Trotz- 
dem sind  antidrome  Torsionen  vorlianden. 

Allerdings  ktfnnen  nun  scheinbare  antidrome  Torsionen 
dnrch  NutationskrUmroungen  veranlasst  werden,  aber  nur  dann, 
wenn  die  bei  der  Krümmung  entstehende  Gurve  nicht  eine 
ebene,  sondern  eine  Schraubenlinie  oder  doch  wenigstens  eine 
der  letzteren  ähnliche  ist .  denn  hierbei  ist  der  Bedingung  ge- 
nüul.  dass  die  Krtlmmungen  in  verschiedenen  Ebenen  uiii  zur 
Unusrichiung  des  Stengels  senkrecht  gestellte  Achsen  stati- 
hadtü,  ohne  dass  eine  Verschiebung  der  einzelnen  Querschnilts- 
scheiben  gegen  einander  eintritt.  Solehe  scheinbare  Torsionen 
kuiinen  jedoch  nicht  entstehen,  wenn  dif>  krürnniungen  durch 
excpTitrische  homodrome  Torsion  54el*iUiet  werden .  wie  dies 
in  dem  unteren  Theile  des  in  i*ig.  VI  skizzirten  Stengels  der 
Fall  war. 
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Wirkliehe  anlidrome  Torsionen  ktfonen  aber  in  Folge  der 
blossen  Nutaiion  aueh  nicht  entstehen,  wie  dies  B.  annimmt; 

was  er  io  dem  Capitcl :  Anlidrome  Torsion  th  Folge  der  symme- 
trischen Nutation  bespricht,  sind  zwar  wirkliehe  anlidrome  Tor- 
sionen ,  aber  sie  rUhreii  nicht  \on  den  iNuUitionskrUramungen 
allein  her,  sondern  sie  werden  dadurch  erzeugt ,  dass  der  nor- 
male Forli^.üig  jener  Krümmungen  ganz  ebenso  wie  bei  der  sog. 
Greifbewegung  p^ebindert  wird.  Dass  von  dieser  Art  der  Tor- 
sion bei  frei  nuiironden  Sprossen  keine  Rede  sein  kann,  ist 
selhslverstandiich ;  aber  aucii  jene  scheinbaren  antidromen  Tor- 
sionen sind  nicht  identiscli  niil  den  von  B.  bei  seinem  Versuch*» 
beobachteten  :  denn  in  den  Stadien  .  wo  gerade  die  stärksten 
Torsionen  auftreten  ^S.  46),  liegen  gar  ktinc  Krümmungen  in 
verschiedenen  Ebenen  vor,  —  man  vergl.  Fig.  8,  11  und  IIL 
S.  45  —  sondern  wir  haben  es  nur  mit  einer  ebenen  Curve  zu 
ibun  und  die  spttter  stattfindende  AufwärtskrUmmung  der  Spitze, 
die  durch  eine  punklirte  Linie  dargestellt  wird,  steht  mit  der 
im  Text  angegebenen  Torsion  «mächst  in  gar  keiner  Beziehung. 
Wir  müssen  deshalb  nach  einer  anderen  Ursache  dieser  Torsion 
suchen ,  und  diese  finden  wir  in  der  Einwirkung  der  Schwer- 
kraft auf  ein  bogenförmig  gekrümmtes  Intemodium,  dessen 
Krümmungsebene  horisontal  liegt,  und  ebenso  bei  denjenigen 
Bewegungen^  welche  die  normale  Nutation  an  einem  bereits 
durch  andere  Einflüsse  bogenförmig  gekrümmten  Stengel  her- 
vorruft. Die  Torsion,  die  dabei  entsteht,  ist  ebenfalls  eine 
scheinlNire,  und  ich  habe  schon  in  einer  vorläufigen  Mittheilung 
in  den  Ber.  der  Bot.  Ges.  angegeben,  in  welcher  Welse  dieselbe 
SU  Stande  kommt.  Ich  werde  im  II.  Theil  darauf  ausführlich 
zurückkommen. 

Was  die  Bemerkungen  B.'s  auf  S.  49  von  dem  Absatz  »Was 
die  oben  besagte«  u.  s.  w.  bis  S.  5i  incl.  den  gesperrten  Salz 
betrifft,  welche  sich  auf  verschiedene  mechanisclie  Verhältnisse 
bei  der  Bildunt;  der  Schraubenlinien  und  deren  Neigung  be- 
ziehen sollen,  so  bin  ich  leider  ausser  Stande,  hierüber  ein  Ur- 
ih<Ml  al)iiüi>eii  zu  können,  da  die  ganzen  theoretischen  Deduetio- 
neu  so  unklar  izeiialten  sind  und  ausserdem  so  yanz  verschiedene 
DifMip  zusamnicniiestelll  wurden,  dass  es  unmöglich  ist,  heraiis- 
/u tiii(l<'r>  \\n-  (Irr  Autor  eiiiciitlich  beweisen  will.  Zur  iiecht- 
fertigung  des  eben  Gesagten  will  ich  nur  zwei  Punkte  hervor- 
heben. 
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Was  hat  das  Experiment,  an  eioen  sdiraubenlinig  ge^ 
kmiDiiiteD  Draht  eineo  Kautschukschlaueh  zu  befestigen  und  in 
dea  lettteren  Wasser  unter  hohem  Druok  zu  pumpen ,  mit  der 

Mechanik  des  Windens  zu  thun?  Allerdings  werden  dabei  die 
Windungen  enger  und  die  Neigung  eine  geringere,  ;iber  die 
Verhaltnisse,  die  hiLi/ii  Veriinlassiin^  geben,  treten  bei  normal 
windenden  Pflanzen  ja  iiienhils  auf.  Was  soll  ferner  auf  S.  51 
heissen;  »die  Spiralenbildung  wird  durch  Kriumming  auf  der 
äusseren  und  unleren  Seile  des  Siengels  bedingt«  /  Von  einer 
Krümmung  auf  dti  uiUeren  Seile  des  Slenyels  kann  bei  einer 
S(  jir  iiibenwiiulnnj^  Überhaupt  nicht  die  Redu  sein,  denn  Ober- 
UDÜ  Lnterseite  eines  scbraubcniinig  gekrümmten  Slenuels  sind 
vollkonunen  uleieh  lang,  sie  sind  parallel  lautende  Schrauiien- 
linien  aut  ein  und  demselben  Cyiinder.  Fände  eine  derartige 
Krümmung  statt,  so  müsste  doch  die  Unterseite  langer  sein  als 
die  Oberseite,  was  nach  dem  eiien  Gesagten  nicht  möglich  ist. 

Die  am  Schlüsse  des  ersten  Tlieils  von  B.  aufgestellten 
Stttie  bedürfen  demnach  mehrfach  der  Berichtigung.  Im  ersten 
Satz  ist  der  letzte  Theil:  »die  spfltere  Lage  dieser  KrOmmung 
wird  wesentlich  durch  das  Gewicht  der  Spitze  bedingt«  unbe- 
Srttndet. 

Der  dritte  Satz  lautet :  »Hat  der  Stengeltheü,  wo  die  Krüm- 
mung liegt,  zu  nutiren  aufgehört,  so  kann  die  Krümmung  selbst 
ia  der  Regel  nicht  wieder  ausgeglichen  werden,  und  der  obere 
Stengeltheil  bleibt  Air  die  Dauer  in  horizontaler  Lage.«  Das  ist 
richtig  unter  der  Voraussetzung ,  dass  die  Krümmung  nicht  als 
eine  Nntationskrttmmung,  sondern  als  Folge  des  Geotropismus 
oder  des  Gewidits  der  Spitze  entstanden  ist,  denn  so  nur  kann 
die  Krümmung  eine  bleibende  sein. 

Der  vierte  Satz  ist  richtig,  mir  wäre  es  exacter,  statt  Kegel- 
flUche  allgemeiner  Uolalionsllaehe  /.u  sagen,  denn  diu  i  i  zeugende 
Linie  ist  keine  Gerade,  sondern  eine  Curve.  Die  Sätze  ö,  G 
und  7  sind  im  Wesentlich<'n  richtig.  Die  beiden  folgenden,  in 
denen  von  der  Einwirkung  der  S(  liv\i  i  kraft  auf  eine  in  horizon- 
taler Lage  befindli(  !h*  Stengelspitzt»  die  Rede  ist,  sind  nni  unter 
der  Bedingung  richtig,  dass  keine  andere  Kin\Niikimg  der 
Schwerkraft  angenommen  wird,  als  der  negative  Geotropismus. 

Die  Satze  40  und  M  sind  unrichtig.  Das  was  H,  als  »Irans- 
versale  Krünnrmng«  bezeichnet,  ist  keine  KrsclioiiiiniL'  sui  gene- 
hs,  sondern  es  ist  die  aus  geolropischen  und  Mulationskrüm- 
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Diungen  resultirende  Bewegung.  Die  beiden  folgenden  sind 
ricbtig ,  nur  ist  der  AbeatE  in  13 :  »Ein  Tbeil  dieser  Torsiwc 
u.  s.  w.  tiberfliissig.  Die  Satee  44  und  45  baben  keine  Beiiehnng 

zur  Frage  nach  der  Mechanik  des  Windens. 


Ich  wende  mich  nunmehr  zu  dem  2.  Theil  der  B.'schen 
Arbeit,  der  Uber  da;»  Winden  selbst  handelt.  Eine  Theorie  des 
Windens  ist  darin  nicht  gesehen,  sondern  es  sind  mehrere  Ver- 
suche beschrieben,  die  den  Vorcnnc  des  \\  indftis  klarmachen 
sollen.  r);d»ei  sind  jedoch  die  einzelnen  Facloren  niclit  genügend 
auseinander  iiehallen ,  so  wini  /.  R.  vielfach  auf  die  Hakeubil- 
dnng  und  die  dadurch  bediuüle  <  Ircifbewegiinc:  aufmerksam 
gemacht,  und  trotzdem  heisst  es  an  anderer  Stelle  S.  fioi  »dass 
die  hakenförmige  KrUmmimi;  doch  keineswegs  als  eine  noth- 
wendigo  Bedingung  des  Windens  anzusehen  seiu.  Wenn  diese 
letztere  Behauptung  ricbtig  wHre,  so  hHlten  die  meisten  vorher 
hosrhriebenen  Versuche  gar  keinen  Werth,  denn  die  auf  S.  54, 
55  und  Flg.  9  gegebene  theoretische  Darstellung  von  dem  Zu- 
standekommen der  Schraubenwindungen  basiri  wesentlich  anf 
jener  Greifbewegung,  durch  welche  die  Nutationsbewegongeo 
derart  modificirt  werden ,  dass  ein  Wegwenden  der  Spitze  von 
der  Stütze  unmöglich  gemacht  wird ;  demgemttss  heisst  es  am 
Schlüsse  unter  3)  ganz  richtig:  »Bei  einer  steil  aufgerichteten 
windenden  Spitze  wird  das  Entfernen  von  der  Stutze  dureh  das 
hakenförmig  gekrOmmte  Ende  der  Spitze  mechanisch  verhin- 
dert.« Dagegen  ist  es  auf  Grund  seines  Schemas  auf  S.  54 
durchaus  nicht  gerechtfertigt,  wenn  er  sagt:  »Aus  diesem 
Schema  ist  nun  ersichtlich,  dass  die  gewöhnliche  asymmetriscke 
Nutation  der  Spitze  (mit  den  uns  bekannten  Eigenschaften  der 
transversalen  Krümmung)  das  regelmässige  Umwinden  der 
Stutze  herbeiführen  muss  .  ohne  dass  man  die  Mitwirkum:  an- 
derer  Facforen  anzunehmen  luaucht.«  Die  as> nnneu  isclie  Nu- 
tation und  «lie  damit  in  Beziehung  stehende  transversale  Krüm- 
mung sind  nnti  aber,  wie  schon  erwJlhnt.  nichts  Anderes  als  die 
aus  seoli  uj^isj'hcn  nnd  NiiliJtionskr  üniinunLien  resultirendcn 
He\veLinn?ien.  Wir  haben  es  also  hier  .scliou  mit  zwei  Facto- 
ren  zn  iluin,  es  kommt  aber  nothwendigerweise  noch  ein 
dritter  da/u.  das  ist  <ler  Widerstand .  den  die  SKHze  ieislet: 
denn  ohne  Stütze  würden  eben  die  ÖchruubenwioduDgen  nicht 
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zustande  kouimen.  Das  lolzlere  ist  so  selhstvertjlautiiicii,  tlass 
es  geNvuhülich  ausser  Acht  gelassen  wird. 

Der  erste  Versuch,  der  auf  S.  56.  57  beschrieben  uird. 
ist  mir  zum  ürössteii  Theile  unverständlich  aehlieben.  B.  be- 
bauplel,  (iass  Üioscorca  Batatas  das  Umwinden  der  Stütze 
wesentb'ch  in  tolge  der  symmelriüchcn  Nutation  erfolge,  und 
fährt  dann  lort:  »Eine  solche  Nulation  liisst  die  KrUmmungs- 
ebene  der  Spitze  im  Kreise  um  die  Stütze  herum  wandern,  wah- 
rend der  Stengel  dabei  so  tu  sagen  nachgeschleppt  wird  [i]. 
Das  wird  bei  diesen  Pflanzen  dadurch  ermöglicbt,  dass  ihre 
Stengel  ausserordentlich  rasch  in  die  Lange  wachsen  und  bei 
dOnnen  Sttttsen  ist  die  Verlängerung  meistens  ausreichend,  da- 
mit der  Stengel  seiner  um  die  Sttttze  nutirenden  Spitze  nach- 
folgen kann.«  Wie  das  verstanden  werden  soll,  weiss  ich  nicht. 
Soviel  ist  jedenfalls  sicher,  dass  durch  fortgesetzte  symmetrische 
Nulation  ohne  Einwirkung  anderer  Factoren  nicht  die  geringste 
bleibende  Krümmung  und  also  auch  keine  Scbraubenwindungen 
erzielt  werden  können,  mag  dabei  der  Stengel  langsam  oder 
schnell  in  die  Höhe  wachsen. 

Was  die  boigegebene  Skiz/.e  darlegen  soll,  ist  mir  eben^ 
falls  unerfindlich :  denn  wie  B.  im  Texte  selbst  angiebl ,  liegt 
zwischen  l  und  II  ein  Zeitraum  von  3  Stunden:  eine  »ausser- 
ordentlich schnell«  wachsende  PHaiize  macht  in  dieser  Zeit  fast 
zwei  volle  Nutaliousunilaufe  und  iührt  natürlich  in  Folge  dessen 
sehr  mannigfaltige  Bewegungen  aus.  Dass  nun  zwei  izanz  b( - 
lifbia  herausueuriffene  Stadien,  die  3  Stunden  auseinander 
liegen,  Uber  diese  Bewegungen  Klarheit  verschalen  sollen,  ist 
von  vornherein  undenkbar.  Der  Satz:  »Die  Mechanik  des  Win- 
deDs  ist  also  bei  diesen  Pflanzen  sehr  einfach  und  entspricht 
wirklich  der  Vorstellung,  welche  schon  Palm  und  Gh.  Darwix 
sieh  von  diesem  Vorgang  gebildet  haben«  ist  insofern  richtig,  als 
Piu  und  Daiwiit  überhaupt  keine  klare  Vorstellung  von  der 
Xecbanlk  des  Windens  gehabt  haben,  wie  wohl  Jeder  zugeben 
wird,  der  die  betreffende  Literatur  kennt. 

Der  zweite  Versuch  soll  ebenfalls  das  vorher  gegebene 
Schema  bestätigen.  Hier  aber  wirkt  nach  B.  nicht  allein  die 
symmetrische,  sondern  auch  die  asymmetrische  Nutation  mit, 
um  Schraubenwindungen  zu  erzeugen.  Da  die  asymmetrische 
Notation  aber  nichts  Anderes  ist ,  als  die  durch  den  negativen 
Geotropismus  modihcirte  symmetrische  Nutation,  so  kann  man 
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einfach  sagen  ^  dass  Nutation  iiiid  Geolropismus  zusamuionwir- 
ken,  und  dnss  ausserdem  noch  der  Widerstand  der  Slüize  d.au 
k  iiiint.  liierinit  sind  die  drei  für  das  Zuslaiidikoiumeu  voü 
Windungen  nothwendigen  Bedingungen  gegeben,  und  der  be- 
ireffende Vei  siK  h  beweist  deshalb  nur,  d.'ss  die  Pflanze  unter 
diesen  Umstündea  windet,  was  von  vornherein  selbstverständ- 
lich war. 

Das  eben  Gesagte  gilt  eigentlich  aach  von  dem  dritten  Ver- 
such, welcher  auf  S.  59  ff.  beschrieben  ist,  denn  auch  hierbei 
waren  alle  Bedingungen  fdr  das  Winden  erfüllt.  Dennoch  mnss 
ich  denselben  etwas  genauer  besprechen,  da  die  Bewegungen 
in  den  einzelnen  skizzirlcn  Phasen  von  B.  zum  Theil  falsch  cr- 
klilrl  worden  sind.  Der  erste  Satz  lautet:  »In  I  [vergl.  die  bei- 
stehende Fig.]  lieizl  die  Krdmmnnc;  a  —  h  in  IxMiinho  verticaler 
Ebene  und  nulirl  ollenihn-  symnieu  i.si  h ,  weil  die  Krümmuugs- 
ebene,  ohne  ihre  Liiue  /um  Horizont  zu  Undern,  sich  nach  links 
bewegt.  In  II  (nach  Stunde/  limiet  man  diese  KI)(Mie  um 
et\sa  4  0 — 45"  nach  links  verschoben.  Inloliie  der  dadurch  eul- 
standenen  Spannung  ist  nicht  nur  der  Theil  b — c,  sondern  auch 
der  Theil  a  weit  von  der  Stütze  zurückgegangen ,  und  somit  ist 
die  Neigung  des  Stengels  in  a — b  zur  Achse  der  Stütze  bedeu- 
tend grosser  geworden.«  Dagegen  ist  zunächst  zu  sagen ,  dass 
die  normalen  Be  wegungen  der  symmetrischen  Nutation  hier 
nicht  möglich  sind,  weil  die  Stütze  dieselben  zum  Theil  ver- 
hindert, was  ja  B.  auch  selbst  zugiebt,  denn  woher  sollte  deno 
sonst  die  erwähnte  Spannung  kommen.  Dass  weiterhin  durch 
diese  Spannung  nicht  nur  der  Theil  b  —  c,  sondern  auch  der 
Theil  a  weit  von  der  Stütze  zurückgehen  soll,  ist  nicht  möglich; 
denn  durch  die  entstandene  Greifbewegung  muss  gerade  die 
Strecke  a — 6,  —  wenn  sonst  keine  störenden  Einflüsse  auf- 
treten —  angepressl  werden. 

W  ie  nun  gar  durch  diese  Spannung  die  Neigung  der  Partie 
a—b  verändert  werden  soll,  ist  mir  ganz  unverstandlich.  Dass 
die  beschriebenen  Bewegungen  wirklich  von  der  Pflanze  aus- 
geführt worden  sind,  ist  sehr  leicht  möglich,  aber  dieselben 
sind  nicht  Folge  jener  Spannung  allein,  sondern  wesentlich  ver- 
anlasst durch  die  Nutation;  denn  die  Strecke  von  a — c  war 
doch  noch  nutationstehig  und  wird  während  %  Stunden  ebenw 
ihre  Bewegungen  ausgeführt  haben  wie  die  Strecke  c — d. 
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In  Betreff  des  letzten  Satzes  über  die  dabei  aulLretcnde 
Torsiüü  verweise  ich  auf  S.  54. 

Auf  S.  60  heisst  es  dann  weiter:  »Nun  ist  aber  im  Tlieile 
b — c(II^  das  Waclisthiiin  der  oberen  (nach  IV  i^ekohrten)  Stengel- 
seite einL:>M  reff» n  ,  wodurch  die  krUmniung  c  —  d  allmHhlieh  in 
heinahe  horizonlaie  I^ge  gebracht  wurde,  wie  in  HI  und  III 
piinktirt  'von  der  Ost-  und  der  Stldseite)  zu  sehen  ist.  Sobald 
der  Iheii  c  —  r/,  welcher  bis  jetzt  fest  an  die  Stütze  gestemmt 
war,  von  derselben  abgeführt  wurde,  so  Jegte  sich  der  Theil  a 
augenblicklich  wieder  an  die  Sttlze  an.  und  auch  b  —  c  näherte 
sich  an  dieselbe  —  zum  Beweise ,  dass  die  frtlhere  Lage  dieser 
TheUe  wirklich  nur  durch  die  Spannung  des  Siengels  bestimmt 
wurde.« 

Dorch  diesen  Voi^ang  kann  durchaus  nicht  bewiesen  wer- 
den, dass  die  Spannung  des  Stengels  die  früher  geschilderten 
Bewegungen  ausschliesslich  veranlasste,  denn  während  des 
geaien  Zeitraumes,  der  doch  mindestens  eine  Stunde  betrug, 
mossten  die  mannigfaltigsten  Veränderungen  durch  Nutations^ 
uod  geotropische  Krümmungen  Kervori^enifen  werden,  da  ja  die 
betreffenden  Partien  sicherlich  noch  uuiations-  und  wachs- 
(humsfiihiji;  waren. 

Weshalb  das  stärkere  Wachst  Ii  um  auf  der  Westseite  auf- 
tritt und  nicht,  wieK.  erwartete,  auf  der  OsistMte,  das  iJSsst  sich 
mit  Sicherheit  weder  aus  der  Beschreibung,  noch  aus  der  Skizze 
schlii  ss(  n:  ich  verniiitlic  jedoch,  dass  in  der  Phase  U  das  Wnchs- 
thunj  ;tiif  der  Nordseile  war,  die  krünunung  aber  deshalb  nicht 
stattlinden  konnte,  weil  die  Spitze  durch  die  Sttltze  festgehalten 
wurde,  und  dass  nunmehr  in  tianz  normaler  Weise  das  stärkere 
Wachsihnm  auf  die  Westseite  hinüber  ging. 

Die  Erklärung,  welche  B.  giebt,  ist  jedenfalls  nicht  richtig; 
er  hat  entweder  die  vorhandenen  Torsionen  übersehen  oder  er 
hat  das  Fortschreiten  der  Nutation  nach  dem  Auftreten  der 
sarii»ten  Krümmung  beurtheilt ,  was  natürlich  in  allen  Fällen, 
wo  die  Stütze  jene  Krümmungen  verhindert,  nicht  su  einem 
sickeren  Schlüsse  berechtigt. 

Bei  Beschreibung  der  nun  folgenden  Phasen  IV  und  Y  heisst 
n mr  Erklärung  der  dabei  auftretenden  Krümmungen:  iHier 
ist  nun  zu  beachten,  dass  bei  einer  spiralförmig  [schrauben- 
fihmig  gekrümmten]  Spitze  eine  der  Achse  derselben  parallele 
Stengelkante  in  verschiedeuen  liieilen  einer  Windung  verschie- 
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dene  relative  Lage  in  Bezug  auf  die  Statte  etDuefamen  wird.  So 
2.  B.  auf  der  VerlängeruDg  von  a — 6  (iu  V)  liegt  die  Unteraeile 
von  b — c  und  die  Auaseuseite  von  c— d  (von  jeder  Torsion  natür- 
lich abgesehen).  War  dann  in  der  lotsten  Zeit  das  Wachsthiui 
der  Unterseite  von  6 — c  zu  constatiren,  so  konnte  der  Theii  o-d 
dabei  nur  die  Sttttze  enger  umwachsen;  das  Wachsthum  vod 
a — b  auf  seiner  Innenseite  konnte  aber  schon  infolge  der  Eigen- 
schaften der  transversalen  KrUimnung  nicht  zu  Stande  koromeD, 
würde  Ubriizens  durch  die  fixe  Lagn  dieses  Tlieiles  verhindert 
werden.  Ist  deswegen  in  der  daniulloigenden  Zeit  das  Wachs- 
thum einen  Schrill  weiter  um  den  Stengel  fortgeschritten,  so 
wuchs  jetzt  der  Theil  c  —  d  auf  seiner  Unterseite  und  hat  sich 
seinerseits  steil  aufgeriefitet .  Diesem  Aufrichten  von  c — d  sollte 
das  Wachsthum  der  Inoenseite  von  6  —  c  entspi  (  <  ben  ,  welches 
aber  und  zwar  aus  den  oben  angegebenen  GrUudeu,  sich  nicht 
zu  erkennen  iiab.« 

Der  erste  Salz  ist  nicht  allgemein  richtic; ,  denn  es  kann 
sehr  wohl  vorkommen ,  dass  immer  eine  bestimmte  Seile  die 
Ausscnseite  bleibt,  nlimlich  wenn  keine  Torsionen  auftreten  und 
die  Krümmungen  um  eine  zur  Achse  der  Sttttze  parallelen  Achse 
erfolgen.  In  Wirklichkeit  treten  aber  fast  immer  Torsionen  und 
zwar  antidrome  auf,  und  ausserdem  wird  auch  die  KLrUmmungs- 
aehse  haußg  anders  liegen ,  als  parallel  zur  Sttttzenachse.  Die 
Quantität  jener  Torsionen  Ittsst  sieh  deshalb,  wie  schon  Sciwm- 
niNBE  ausdrücklich  betont,  nie  mit  Sicherheit  angel>en ,  und« 
ist  deshalb  auch  nicht  gerechtfertigt,  wenn  B.  obige  Annahmen 
macht,  ohne  dabei  zu  bemerken,  ob  jene  Lagerang  in  Bezug  tnf 
die  Sttttze  wirklich  vorhanden  war.  Der  Zusatz  »von  jeder  Tor- 
sion natttrlieh  abgesehen«  beweist  jedenfalls,  dass  eine  exacte 
Beobachtung  hier  nicht  vorliegen  kann;  denn  beim  nonnalea 
Winden  um  eine  7  mm  dicke  Sttttze  treten  ganz  sicher  Torsionen 
auf,  und  selbst  wenn  dieselben  in  dem  gegdbenen  Falle  als 
nicht  vorhanden  vorausgesetzt  wurden^  so  bleiben  doch  noch 
jene  Annahmen  über  den  Verlauf  einer  Längslinie  des  Stengels 
ohne  jede  Begriindung.    Dass  eine  solehe  I.;i.L:r  der  einzelnen 
Seiten  zur  Stütze,  wie  sie  B.  beschreibt,  in  Wirklichkeil  unter 
gewissen  Umständen  eintreten  kann,  soll  damit  durchaus  nicht 
geläugnet  werdeu;  nur  die  allgemeine  Gültigkeit  jener  Bebaup' 
tung  sollte  widerlegt  werden. 

Dass  das  W  achslhum  von  a — 0  aul  seiner  luneuseite  iuloit^e 
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der  '  Irdiisvi  I s;ilen  Krümmung«  nicht 'stattfinden  kann,  ist  un- 
richtia ,  denn  eine  solche  »transversale  Krümm uiiu  existirt  in 
der  That  nicht.  Die  Annahme  eines  solchen  besonderen  Krüra- 
mungsmodus  ist  tlbrigens  hier  ganz  tlberflUssig,  denn  der  eigent- 
iicfae  Grund  für  die  Verhinderung  der  Krümmung  in  der  Partie 
0— '6  Hegt  darin,  dass  jene  Partie  infolge  der  Greifbewegung 
sieh  aicht  von  der  Sttttse  entfernen  kann ,  was  auch  B.  mit  den 
Worten:  »wttrde  durch  die  6xe  Lage  dieses  Theils  verhindert 
werden«  gant  richtig  andeutet.  Infolge  der  Wirkung  der  Greif- 
bewegnng  ist  auch  in  Phase  VI  der  Punkt  h  an  die  Sttttse  ge- 
drttekt ,  dagegen  c  und  weiterhin  auch  a  von  derselben  etwas 
entfernt  worden.  Nachdem  der  Contact  bei  d  aufgehoben  war, 
konnte  sich  demnach  a  wieder  nahem. 

Die  Angabe,  dass  im  Verlaui  von  4  Stunden  eine  antidrome 
Torsion  (von  &  aufwlirts'  von  circa  90^  entstanden  ist,  giebl  über 
die  eigentliche  Bedeutung  der  Torsion  keinen  Aufschiuss ;  denn 
esheisst  dies  nichts  Anderes,  als  dass  am  Ende  des  Versuchs 
eine  aus  verschiedenen  Factoren  resultirende  Gesammttorsion 
Ton  90<*  vorhanden  war.  Dabei  ist  noch  nicht  einmal  sicher  an- 
iQgeben,  ob  dies  eine  scheinbare  oder  eine  wirkliche  Tor- 
ston war. 

Aus  den  drei  im  Vorstehenden  besprochenen  Versuchen 
geht  eigentlich  gar  nichts  hervor^  was  die  Mechanik  des  Win*- 
(Jens  klarlegen  konnte;  denn  B.  beschreibt  nur  die  verschiede- 
nen Krttmmimgen,  die  beim  Winden  auftreten,  und  benutzt  zur 

Erklärung  derselben  bald  die  symmetrische,  bald  die  asymme- 
trische .Nutaüon,  l)ald  die  Hakenbildung,  bald  die  »transversale 
liirümmung«.  Auf  diese  Weise  inil  den  oiiizeinen  Factoren  um- 
zuspringen heisst  die  Sache  iinliL  erklären,  sondern  sie  nur 
verwirrter  machen.  Soviel  ist  natürlich  sicher,  dtiss  die  Bildung 
Qonnaler  Windungen  bei  der  gegebenen  Versucbssteliung  statt- 
finden musste ,  denn  die  Püanzen  waren  wachsthumsfabig  und 
es  wurde  ihnen  eine  aufrechte  Stütze  von  nicht  zu  erossem 
Durchmesser  dargeboten;  welche  Factoren  aber  als  nothwendig 
und  welche  als  llberflttssig  zu  betrachten  seien,  das  konnte 
dorch  jene  Versuche  nicht  entschieden  werden« 

Auf  S.  61  stellt  B.  den  Satz  auf:  »Wenn  ein  Stengeltheil 

in  eine  solche  Lage  an  der  Stütze  gekommen  ist ,  wo  seine  Be« 
wegungen  factisch  unmöglich  werden,  so  geht  auch  seme  Nuta- 
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lioQsf&higkeit  damit  wirklich  vorloreo.«  Er  folgert  dies  ausVer- 
Sttdien ,  bei  denen  er  nach  Bildung  der  Windungen  die  StUtzf 
entfernte*  Eei  diesen  Versuchen  soll  blos  die  letzte  V2 — ^  Bin- 
dung ihre  regelmässige  Nutation  fortsetsen,  »der  mehr  rfiokwflrts 
liegende  Theil  dagegen ,  der  infolge  seiner  Lage  an  der  Sttttse 
keine  Bewegungen  mehr  ausfuhren  konnte«,  soll  unbeweglich 
bleiben.  Diese  Angaben  kann  ich  nicht  bestätigen«  Allerdings 
kommt  es  natürlich  auf  die  Dicke  der  Sttttse  an,  wieviel  Win- 
dungen nach  Entfernung  derselben  ihre  Nutationskrttmmungen 
noch  ausfahren ,  aber  immerhin  ist  soviel  sicher,  dass  bei  leb- 
haft wachsenden  Pflanzen  die  noch  wachsenden  Internodien, 
wenn  sie  auch  schon  eine  volle  Windung  und  darüber  bildeten, 
nach  Entfernen  der  Stütze  ihre  normalen  Nutationsbewegun^en 
sowohl,  als  auch  iieotropische  AufwartskrUummngen  zeigen. 
Dasselbe  findet  sUiU  ,  wenn  man  die  Pflanze  umkehrt  oder  sie 
um  eine  liorizontale  Achse  roliien  lasst.  Sowohl  beim  Wegneh- 
men der  Stütze,  als  nuch  beim  Umkehren  der  Pflanze  bleiben 
eine  Zeit  lang  die  si  )uaui)enlinii;en  Krümmungen  zum  Theil  er- 
halten; dicselijen  i>ind  iheils  geotropischer  Natur,  theils  rühren 
sie  von  der  mechanischeu  Krünmumu  inloliie  der  (lrein)ewe2inni 
her.  der  Stengel  bleibt  ab^r  keineswegs  unbew <'alieh ,  sondern 
neben  dem  allmähliclien  l-Ln  herwerden  jener  KrUniiniingen  in- 
folge rles  Geotropisinus  treten  regelmässige  Nutationsbewegiingen 
auf.  Da  die  letzteren  aber  an  einem  schraubenlinig  gekrümmten 
Organ  stattfinden,  so  müssen  dieselben  sich  als  schraubenlinige 
Krümmungen  darstellen.  Allerdings  werden  sehr  bald  durch 
die  hinzukommende  homodrome  Torsion,  die  an  frei  nutirenden 
Internodien  stets  auftritt,  weitere  Veränderungen  hervorge- 
rufen, ebenso  durch  die  stattfindenden  geotropischen  Krllm- 
mungen. 

Auf  den  S.  68  und  63  beschriebenen  Versuch,  das  Winden 
um  einen  gespannten  Faden  betreffend,  komme  ich  spXter  aus- 
führlicher zu  sprechen ;  hier  sei  nur  soviel  gesagt,  dass  die  An-* 
nähme  einer  geschwSlchten  Nutattonsföhigkeit,  die  »unsweifel* 
hall  durch  die  plötzliche  (w^enn  auch  nur  theilweise)  Verhin- 
derung der  Bewegungen  verursacht  werde,  welche  der  untere 
Theil  einer  langen  Spitze  erfahren  moss,  nachdem  ihr  freies 
Ende  durch  eine  rasche  Bewegung  sich  um  die  StOtze  gescblan- 
gen  hat«^  ganz  ungerechtfertigt  ist.  Uebrigens  geht  dies  aus  der 
beigegebenen  Skiue  selbst  hervor,  denn  die  betreffende  Partie« 


Digitized  by  Google 


Zl't  MbCBANIE  du  WiNDBIfS. 


m 


d«ND  NttlaiiaBaftehigkeit  geschwächt  sein  soll,  zeigt  in  jeder 
Phase  eine  andere  Lage. 

Bei  der  allgemeinen  Bespreehung  der  vorbeschriebenen 
Yersuche  sagt  schliesslich  B. :  »In  den  gewöhnlichen  Fällen  ist 
somit  das  Winden  nichts  Anderes,  als  die  fortgesetste  asymme- 
trische  Notation  der  freien  Spitze ,  welche  letztere  aber  in  der 
Regel  mehrere  Nutrilionskroise  beschreihen  muss,  bevor  es  ihr 
gelinjii,  eine  neue  NVindunii  um  die  Stütze  zu  bilden.«  Dass  mit 
diesem  Satze  durchaus  nichs  Bestimmtes  Uber  die  Mechanik  des 
Windens  ausgesasil  ist,  leuchtet  sofort  ein ;  denn  es  ist  zweifel- 
los. (1  ISS  nusser  dieser  sog.  asym metrischen  Nutation  die  Stütze 
uobedmgl  nothvvendis  für  das  Ziistiindekommen  der  WinduniiKMi 
ist.  B.  giebt  dies  ülu  igens  an  tiiehrpi  ett  jinderen  Stellen  selbst 
XU,  denn  die  Wirkung  der  llakcnMldung  und  die  dadurch  her- 
beigeiüiirte  Greif bewegun|i;  hat  er  bei  seinen  Versuchen  oft  ge- 
nug beobachtet. 

Der  Satz:  »Die  Vorstellung  von  der  Mechanik  des  Windens, 
lu  welcher  der  kritische  Sinn  Schwendener's  diesen  Forscher 
geführt  hat ,  kommt  auch  in  gewisser  Beziehung  nahe  an  den 
wirklichen  Sachverbalt ,  ohne  ihm  aber  zu  entsprechen,  denn 
tewENDENKR  kannte  die  Eigenschaften  der  transversalen  Krttm- 
mang  nicht,  und  glaubte  darum  die  vorwiegende  Krümmungs- 
Billigkeit  der  Spitse  in  der  Richtung  des  Windens  durch  die 
nechaniscben  Spannungen  einer  windenden  Spitze  erklären  tu 
mOflsen«  ist  insofern  richtig,  als  ScHwinnBiaa  allerdings  die  geo- 
tropische  Aufwärtskrttmmung  eines  bogenfurmigen  Organes  und 
die  damit  verbundenen  Erscheinungen  nicht  berücksichtigt  hat; 
«her  ebenso  ist  es  richtig ,  dass  bei  nicht  allzu  dttnnen  Stützen 
die  Bewegungen  der  Spitze  durch  den  Widerstand  der  Stütze, 
welchen  diese  bei  der  Greifbewegung  leistet,  in  gleichem  Sinne 
geändert  werden  wie  durch  den  Geotropismus,  nur  dass  im 
enteren  Falle  eine  wirkliche  Torsion,  im  letzteren  aber  nur  eine 
Mheinbare  antidrome  Torsion  zu  Staude  kommt. 

B.  i)ehauplet  sodann,  dass  nach  Si:hwem)Ener  eine  Stütze 
Tticht  mehr  umschlungen  werden  kounte,  wenn  der  halbe  Um- 
fang der  Stütze  grösser  wäre  als  die  nulationsfahige  Spitze. 
Dies  ist  nicht  ganz  richtig,  denn  eine  wirksame  (ireifbewegung 
kann  selbst  dann  noch  *Mnire(en.  wenn  der  »labe!  in  Betracht 
Uiiiiiiende  Bogen  etwas  kleiner  als  der  Halbkreis  ist.  ebenso 
wie  man  einen  Cyiinderi  den  man  mit  der  Hand  nicht  ganz  bis 
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sur  Hülfte  umspaDDen  kano,  dooh  noch  festzuhalten  im  Stande 
Ul.  AllerdiDgs  wird,  wenn  dieser  Fall  eintritt,  das  Winden  er- 
schwert sein ,  und  es  mttssen ,  wenn  überhaupt  normale  Win- 
dungen erseugt  werden  sollen,  die  ttnsseren  Bedingungen  sidi 
günstiger  gestalten.  Vor  Allem  rouss  ein  ganz  regelmüssigesund 
lebhaftes  Waohsthum  vorhanden  sein,  sodann  wird  die  Ober- 
lltehe  der  Sttttse  die  nothwendige  Reibung  bieten  mflseen,  nnd 
schliesslich  dttrien  keine  inechanisohen  Eingriffe  von  aasen 
stattfinden.  Bei  einer  sorgOdtigen  Cultar  im  Gewtichshausekann 
man  dies  Alles  wohl  erreichen,  in  der  freien  Natur  jedoch  dürf- 
ten die  Bedingungen  wohl  kaum  erfüllt  werden. 

Bei  lebhaft  wachsenden  kräftigen  Exemplaren  von  Galysle- 
gia,  die  im  Ralthause  gezogen  wurden,  besessen  die  nutatione» 
fähigen  Sprossenden  eine  Länge  von  mindestens  15  cm,  das 
würde  also  unter  günstigen  Unistanden  das  Winden  um  eine 
8 — 10  cm  dicke  Stütze  noch  ermöglichen.  Bei  anderen  winden- 
den Pflanzen  ist  diese  Strecke  noch  grösser,  z.  B.  beim  Hopfen 
und  \or  Allem  l)ei  tropischen  Schlingpflanzen,  wo  sie  oft  eine 
Länge  von  20 — 30  cm  erreicht,  wie  man  sich  in  Uevvaciishausem 
leicht  Uberzeugen  kann. 

B.  giebt  an,  dass  ein  Stengel  von  Dioscorea  ßataia^.  dessen' 
DUtationsfJihiges  Sprossendr*  10  —  12  cm  lanti  gewesen  sein  soll, 
—  was  meinen  ßea})uiitun-en  nach  ♦  nisclueden  zu  niedrig  ce- 
jzrifTen  ist  — ■  noch  eine  Siüt/t»  von  34cm  Umfang,  also  ca.  10 cm 
Durchmesser  umwunden  habe.  Das  Winden  scheint  dabei  aber 
sehr  unregeimässig  gewesen  zu  sein,  denn  B.  sagt  selbst:  "sie 
[die  Spitze]  machte  ihre  Bewegungen  neben  der  Stütze,  und  doch 
wurden  beinahe  iwei  Windungen  gebildet,  die  aber  so  locker 
waren,  dass  sie  sich  nicht  halten  konnten  und  fielen  herunter«» 
Ein  Uopfenstengel ,  dem  im  Freien  eine  Stutze  von  37  cm  Um» 
fang  geboten  wurde,  zeigte  ein  ähnliches  Verhahen.  Bei  diesem 
letzteren  Versuche  hat  B.  beobachtet,  dass  die  Spitse  fast  immer 
an  die  Stütze  angedrückt  war  und  nur  geringe  Bewegungen  aus* 
ftthrte;  dasselbe  giebt  auch  SciwsiiDBiaa  ftlr  einen  ähnlichen 
Fall  an.  Die  Thatsache  ist  auch  vollkommen  richtig,  aber  man 
kann  daraus  doch  gewiss  nicht  schliessen,  dass  die  hakenfiMige 
Krümmung  keine  mechanische  Bedeutung  habe,  wie  dies 
thut,  wenn  er  sagt:  »Aus  dieser  Thatsache  ist  auch  zu  seheOf 
dass  die  oben  angegebene  mechanische  Bedeutung  der  baken- 
f^rmigen  Krümmung  der  Spitze,  weldie  Krümmung  in  gewObn* 
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liehen  Fällen  dazu  beitrJiErt,  das  Winden  ausserordentlich  sicher 
zumachen,  doch  kein« '>\vogs  als  ciue  nothwendige  Bedingung 
des  Windens  anzuseilen  ist.«  Gerade  der  Umstand,  dass  die 
Spilze  fast  forlwütirend  angedrtickt  bleibt,  beweist  ja,  dass  auch 
hsi  fortwährend  jene  Grein)evvpgung  stattfindet ,  denn  sonst 
würde  eben  kein  Andrficken  der  Spitze  erfolgen  können. 

Dass  bei  dem  Winden  um  dicke  Stutzen  verbaltnismüssig 
Dar  geringe  Bewegungen  von  der  DUlirenden  S[>iUe  ausgeführt 
werdeD,  hat  seinen  Gruad  darin ,  dass  infoige  der  stetigen  Ein- 
wirkung des  Geotropismus  auf  die  homodrom  gekrümmte  Spitie 
die  Wirkung  der  durch  Nutation  hervorgebraohken  Greifbewe- 
gung  noch  verstärkt  wird.  Da  bei  jedem  Nutatioosumgaog,  der 
«eil  hierbei  nur  durch  Auf-  und  Abwärtsbewegung  4er  S{»t9e 
sa  erkennen  giebt,  eine  starke,  wirkliche  antidrome  Torsion 
tnielt  wird,  und  da  ferner  durch  die  negativ  geotropische  Krttm- 
mang  fortwährend  scheinbare  anlidrome  Torsionen  bewirkt 
werden,  so  wandert  auch  immer  wieder  die  jeweilige  Unter- 
seite nach  aussen,  und  so  befindet  sich  das  stärkere  AusdelH 
Bongsbestreben,  das  swar  alle  Seiten  successive  gleiohmässig 
besitsen,  doch  immer  nur  abwechselnd  auf  der  Unter-,  Aussen- 
usd  Oberseite.  Ich  komme  auf  diesen  Punkt  im  II.  Theil  noch 
aQsfiihrlicber  xu  sprechen. 

In  dem  Schlusscapitel  seiner  Arbeit  »Antidrome  Torsion  der 
gewundenen  Stengel«  sagt  B.,  dass  bei  Gonvolvulns  arvensis 
auch  homodrome  Torsionen  zu  beobachten  seien.  Da  er  aber 
nicht  anaiehi .  in  welcher  Weise  er  die  Torsion  bestimmte ,  so 
kann  iii<iu  niclii  ujit  Sicherlieit  sagen,  ob  liier  wirküehe  homo- 
drome Torsionen  vorlagen.  Ausgeschlossen  ist  übrigens  das  letz- 
tere durchaus  nicht,  denn  bei  sehr  dünin  ii  stützen,  wo  die 
Greifbewegung  an  der  obersten  Partie  verhalinissmässig  selten 
auftritt,  können  wohl  -uu  h  die  aus  inneren  Ursnchen  herrühren- 
den hoinodromen  Toi-i^nen  zu  Stande  koiiiiiit  n,  da  Spitzen, 
welche  längere  Zeit  frei  nutiren ,  rcgelm^ig  solche  Drehungen 
zeigen. 

Auf  S.  69  sagt  B.  unbegreiflicher  Weise ;  ßVeber  die  Ur- 
sachen der  wirklichen  Torsion  der  gewundenen  Stenii(»l  hat  sich 
S-HWEXDtNEB  nicht  aus.cesj)rochen  :  die  schon  oben  besprochene, 
von  dem  genannten  Forscher  angeführte  Spannung  eines  zur 
Achse  der  Sttttze  soluef  gestellten  KrUnnnungsbogens  ist  eigent- 
lich derselbe  Vorgang,  weicher  jedesmal  bei  dem  Steiierwerden 
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einer  mvlii  [lachen  Spirale  stalltindel  und  welcher  ebenfails  nur 
eine  scheinbare  Torsion  serursachen  kann.«  Dass  diese  lelzle 
Folgerung  durchaus  falsch  ist,  leuchtet  sofort  ein,  denn  ein 
hogenfornng  gekrümmtes  Orcan  niuss  stets  eine  wirkliche  Tor- 
sion erfahren,  wenn  es  an  dem  einen  Ende  festgehalten  wird 
und  aiji  linderen  Ende  eine  Zugkraft  in  einer  zur  KrUmmungs- 
ebene  senkrechten  Richtung  wirkt.  B.  seheint,  nach  dem  citir- 
len  Satze  zu  urlheilen,  die  Bedeutung  der  Greifbewegung  völlig 
missverstanden  zu  haben,  denn  sonst  konnte  er  unmöiilich  sagen, 
dass  ScHWENDENER  sich  Über  das  Zuslandokoinmeü  der  wirklichen 
aDlidromen  Torsion  nicht  ausgesprochen  habe. 

Ueberhaupt  finden  sich  in  diesem  Capitel  mehrere  Cuklar- 
beiteD,  die  zum  grossen  Tbeile  aus  dem  eben  angegebenen  Miss- 
Verständnisse  hervorgehen ;  so  betsst  es  z.  B.  auf  S.  70, 71 :  »Durch 
die  Stutze  wird  die  Krümmung  ^Nutations-]  in  schiefer  Lage 
aufgebalten,  und  das  noch  fortdauernde  Wachsthum  der  frttberen 
Seite  w  Ird  nur  die  gegenläufige  Drebung  der  Spitze  so  su  sagen 
das  Rollen  derselben  auf  der  StttUe  sur  Folge  baben ,  bis  die 
wacbsende  Seite  sur  oonvexen  Seite  der  Krttmmung  geworden 
ist.«  Von  einem  »Rollen«  kann  bler  gar  keine  Rede  sein,  es 
kommt  eben  eine  wirkticbe  antidrome  Torsion  zu  Stande.  Weiter 
oben  S.  70  sagt  B.,  dass  die  Nutation  sieb  in  antidrome  Torsion 
umsetze;  das  ist  nicbt  mOglieb ,  nur  die  Spannung,  die  durch 
die  Nutation  und  den  Widerstand  der  Statte  entstebt,  kann  sich 
in  Torsion  umsetzen,  niemals  aber  die  Nutation  selbst. 

Derartige  Stellen  konnte  icb  noeb  mehrere  anfttbren ,  doch 
gebt  scbon  aus  dem  Gesagten  zur  Genüge  bervor,  dass  B.  eine 
kläre  Vorstellung  von  der  Ursacbe  der  antidromen  Torsion  und 
von  dma  Beziehung  zum  Winden  nicht  gehabt  haben  kann. 

Hiermit  will  ich  die  Besprechung  der  BARANETZRv'seheu 
Arbeil  schliessen ;  auf  die  zuletzt  aufgeslellten  Thesen  (S.  72, 
73)  brauche  ich  nicht  niiher  einzugehen,  da  sich  das  Nöthige 
hierüber  aus  dem  Vorstellenden  von  selbst  ergiebt. 

Was  in  der  Abhandlung  von  Werth  ist,  dis  sind  die 
Beoliaehtuneen  über  den  Einfluss  der  Sehw  erkraft  auf  die  Nuta- 
tion: eine  exacle  Erklärung  des  Windens  aber  ist.  \vi>  schon 
früher  gesagt,  in  der  Arbeit  nicht  ueizeben  worden.  Bald 
schiiesst  sieb  B.  der  Darwln 'sehen  Erklärung  an,  bald  scbreibt 
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er  dem  hakenförmig  gekrümmten  Ende  und  der  daraus  resulti- 
renden  Greif bewegung  einen  wichtigen  Einflusa  lu,  den  er  an 
anderer  Stelle  wieder  leugnet ,  bald  soll  die  aymmetriaobe  Nu- 
tation,  bald  die  asymmeirische  die  Schraubenwindungen  er- 
seugen;  unter  diesen  verschiedenen  Gesichtspunkten  werden 
eine  Anzahl  Versuche  beschrieben,  aus  denen  im  Wesentlichen 
nichts  weiter  mit  Sicherheit  hervorgeht,  als  dass  windende 
Pflanzen,  wenn  Ihnen  eine  geeignete  Stutze  geboten  wird,  die- 
selbe in  Schraubenwindungen  umschlingen. 

§  3. 

Ich  komme  nun  zur  Besprechung  der  RoBL'schen  Arbeit, 
Der  Verfasser  halt  im  Gegensatz  zu  Scbwindbiier  die  Greiibe- 
wegung  fttr  bedeutungslos  und  nimmt  zur  Erklärung  der  bleiben- 
den Krümmungen  eine  Renbarkeit  der  Stengel  an. 

Dass  die  Nutation  allein  nicht  zum  Winden  führen  könne, 
giebt  er  zu,  und  deshalb  führt  er  einen  zweiten  Factor^  die  Reiz- 
barkeit der  Stengel  ein;  dass  als  dritter  Factor  noch  der  Gentro- 
pismus hinzukommen  müsse,  nimmt  er  ebenfalls  an,  doch 
scheint  er  sich  Uber  die  Wirkung  desselben  nicht  recht  klar  ge- 
worden zu  sein. 

Kohl  erkennt  demnach  im  Gegensatz  zu  Sachs  die  Stütze 
als  nolhwendig  an ,  denn  die  Aufstellung  der  Reizbarkeit  kann 
nur  bedeuten,  dass  ein  reizausUbender  Korper  als  nothwendige 
bediniiung  für  das  Windon  \üiliandeti  sein  nuiss:  dicsfi'  Küiper 
kann  aber  nur  die  Stütze  sein,  wenn  regelmassiges  Winden 
stattfinden  soll.  Zweifellos  ist  allerdin^is,  dass  die  Stütze  bei  der 
Sfechanik  des  Winflens  ein  widitiiier  I  .ictor  ist,  aber  die  Wir- 
kung derselben  kann  eine  zweifache  sein  :  sie  kann  einmal  durch 
Berührung  einen  Reiz  ausüben  und  dadurch  eine  Wachsthums- 
\erzögening  in  der  gereizten  Partie  hervorrufen,  sie  kann  ander- 
seits aber  auch  durch  den  Widerstand,  welchen  sie  den  Be- 
wegungen der  Pflanze  entgegensetzt,  auf  diese  Bewegungen  be- 
stimmend einwirken.  Leugnet  man  die  erstere  Wirkung,  so 
muss  man  unbedingt  die  letztere  zugeben,  und  umgekehrt.  Es 
ist  nun  jedenfalls  ganz  sicher,  dass  der  letztere  Einiluss  der 
Stütze  sich  immer  bemerklich  machen  wird,  und  es  wäre  des- 
halb ein  dritter  Fall  möglich ,  dass  nflmlich  beide  Factoren  zu- 
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sa mm en wirkten,  aber  nur  unter  dtM-  Voraussetzuüg,  dass  die 
Reizbarkeit  dor  Stengel  wirklich  erwiesen  sei, 

koHL  nimmt  natürlich  an .  dnss  er  diesen  Beweis  erbracht 
habe,  und  dadurch  ist  fUr  ihn  die  Uauptocbwierigkeil  beseitigt, 
die  £rklttrung  der  bleibenden  Krtlmmungen  gegeben. 

Die  wichtigsten  Grttnde,  welche  K.  veranlasst  haben  ^  eioe 
Reizbarkeit  anzunehmen  und  die  Greifbewegung  als  bodeutungs- 
los  binsustellen ,  sind  in  den  auf  S.  48  ff.  beschriebenen  Ver^ 
suchen  enthalten. 

Im  ersten  Versuch  hat  K.  einen  Galystegiaatengel  um  einen 
lese  herabhängenden  Faden ,  der  mit  seinem  unteren  Ende  lose 
nber  einen  horisontalen  Glasstab  gelegt  war,  winden  lassen. 

Bei  dieser  Versuchstellung  muss  natttrlfcb,  sumal  wenn  der 
Faden  am  unteren  Ende  eine  starke  Biegung  macht «  eine  Art 
von  Winden  eintreten ,  die  jedoch  mit  dem  eigentlichen  norma- 
len Winden  nicht  das  Geringste  zu  thun  bat.  Der  Faden  whnd 
nBmticb,  wie  dies  auch  K.  selbst  sugiebt,  nicht  etwa  Stengel 
umwunden,  sondern  infolge  der  fortgesetzten  ungestörten  Nuta- 
lion  um  den  Stengel  geschlungen,  so  dass  er  bei  jedem  Nutations- 
unilaiif  —  voraiisijesetzt ,  dass  er  nicht  abgleitet«  was  öfter  ge- 
schieht .  wenn  dor  Faden  nicht  gebogen  ist  —  eine  Schrauben- 
windung um  den  Stengel  macht.  K.  saui  über  den  Verlauf  des 
Versuches  Folüendes:  »Nun  hc<tte,  da  der  Faden  die  iSuialion 
durchaus  nicht  hindernd  beeinüussen  konnte,  der  Sloneel  sich 
allm<ihlirh  durch  den  continuirlich  wirkenden  GuoLrupiMnus 
vollkoiiHiien  iiei'.ide  strecken  müssen.  . .  .  «Hein  mit  Leichtigkeit 
konnte  man  erkennen,  dass  der  Stengel  spiralig  gekrümmt 
war  und  hlieh  dass  alle  den  Faden  berührenden  Stellen  con- 
cav  geworden  waren 

Ich  habe  diesen  \  ersuch  mehrmals  und  mit  verschiedenen 
ModiHcationen  wiederholt,  habe  aber  niemals  die  Abbildung  be- 
stätigt (inden  können,  welche  K.  in  Fig.  1  giel>l ,  allerdings 
traten  stets  nach  einer  längeren  Zeit  schraubeulinige  Krüm- 
mungen des  Stengels  auf.  aber  niemals  gingen  dieselben  bis  zu 
dem  unteren  Ende  des  Fadens,  das  dem  Stengel  nur  ganz  lose 
anliegt.  Die  Erklärung  für  dieses  Verhalten  ist  eine  sehr  ein- 
fache. Durch  das  yerfaSlltnissmassig  schnelle  Herumwinden  des 
Fadens  um  den  Stengel,  wobei  natürlich  in  den  ersten  f  0  — 12 
Stunden  der  letztere  vollstttndig  gerade  bleibt,  bezw.  bioa  Nu- 
tationskrümmungen )  aber  keine  Schranbenwindnngen  aeigt» 
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wird  der  Faden  hM  durob  die  Reibung  von  dem  Stengel  so 
fesl  gehalten ,  dass  man  beim  Versuch  einer  Entfernung  des- 
selben, durch  Ziehen  in  der  Richtung  der  Stengelachse,  fast 
immer  eiiLwedei  den  Faden  oder  den  Stengel  zerreibst,  nicht 
aber  den  ersteren  abzuziehen  vermag.  Da  das  nncli  dem  Herum- 
winden des  Fadens  noch  lehhrtH  fortdauernde  iiUercaiare  Wachs- 
ihum  unter  solchen  Umslünden  bedeutenden  \\  iderstand  finden 
muss,  so  sucht  natürlich  der  sich  streckende  Stentiel  den  um 
ihn  herun]i:ewundenen  Faden  gerade  zu  strecken,  denn  nur  so 
ist  die  Möglichkeit  gegeben,  dass  der  Siengel  noch  in  die  L&nge 
«acfasl. 

Die  natttrliche  Folge  muss  also  die  sein,  dass  nach  Been- 
digung des  intercalaren  Wachsthun»  der  Stengel  schrauben- 
ünig  gekrttmmt,  der  Faden  aber  gerade  gestreckt  ist.  Dies  kann 
«her  dort,  wo  der  Faden  lose  «niiegi,  also  am  unteren  Pnde, 
laeiials  der  Fall  son.  Han  kann  afcb  dinaan  Vorgang  am  besten 
■jdidarob  klar  machen^  daas  man  um  einen  dOnnon,  leicbt  dehn- 
btren  Kautacfaukcylinder  einen  Faden  in  mehreren  S^ranben- 
wiadangen  herumlcgt  und  nunmehr  unter  Festhalten  der  beiden 
Kaden  des  Fadens  den  Kautachmkcylinder  in  der  Biehtung  seiner 
.Adise  lieht.  Dadnreh  wird  der  Faden  naheau  gerade  gestreckt 
and  der  Kautsehukcy  linder  legt  sich  in  Schrauben  Windungen 
um  jenen  herum.  Die  raechunische  Ausdehnung  des  Kautschuk- 
cylinders  entsprich i  dabei  dem  intercalaren  Wachsthum  des 
Slenf»els.  Auch  auf  andere  Art  lässt  sich  beweisen,  dass  bei 
jenem  Versuch  keine  Reizki  iiininuncen  vorliegen.  Ich  habe  an 
jungen  Internodien,  deren  intercalares  Wachslbum  noch  nicht 
beendet  war.  einen  Zwirnsfaden  in  der  Weise  ani^el)racht,  dass 
er  an  dem  einen  Knde  an  irgend  einer  Steile,  möglichst  in  der 
Nähe  des  Knotens ,  befestigt  war,  von  da  aus  zwei  volle  Win- 
dungen um  das  Internodium  machte  und  am  anderen  £nde 
durch  einen  ebenfalls  am  intemodium  befestigten  Ring  ans 
Papier  hindnrchlief,  aber  80,  daaa  er  in  diesem  Ring  ohne  Hin- 
demiss  hin-  und  hergeaogen  werden  konnte.  Wenn  die  Ansicht 

richtig  wttre,  dass  ein  dem  Itttemodinm  anliegender  Faden 
eiae  BeitkffClmwmng  bedingen  rnttaate,  ao  hatten  bei  dieaer  Ver- 
saefasatelhing  xwei  Windungen  dea  Stengels  entateben  mOssen, 
vad  awar  bald  rechts-  bald  linkslllufig  an  derselbon  Pflanze, 
im  ich  hatte  an  einigen  Spitien  den  Faden  rechts  herum ,  an 
aaderen  lüilui  herum  gewunden.  Es  aeigte  sich  jedoch  in  allen 
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dieseo  FHllen  keine  Spur  einer  schraubenlinigen  KrUmmung, 
wohl  aber  waren  naeh  Beendigung  des  intercalaren  WacbsUnims 
die  Faden  ein  aiemliches  Stttck  durch  die  Papierringe  hindurch 
gezogen.  Es  fehlte  bei  dieser  Art  der  Versuehsstellnng  eben 
jeder  Widerstand  gegenüber  dem  intercalaren  Wadisthnm,  folg- 
lieh blieben  die  Stengel  gerade.  Die  einfache  Berührung  einM 
Seidenfadens«)  welche  naehK.  ein  Kfirserbleikien  derberOhrten 
Stengelpartien  vemnaohen  aoU,  war  also  hier  vorhanden,  aber 
eine  solche  WaehsthumsvenOgerung  der  bertthrton  Partien  trat 
nicht  ein.  Noch  schlagender  Iflsst  sich  dies  beweisen  durch 
einen  Versuch,  der  im  WesentHcben  mit  dem  von  R.  angestell- 
ten übereinstimmt,  l)ei  welchem  aber  an  Stelle  des  Seiden-  oder 
Zwirnsfadens  ein  sehr  leicht  dehnbarerKautsehukcylinder,  dessen 
Qiierschnittsflöche  ungefähr  y^  qram  betrug,  benuizi  wurde. 
Hierbei  konnte  das  intercalare  Wachsthum  un^^estort  vor  sich 
gehen,  infolge  dessen  blieb  der  Stengel  vollkommen  gerade, 
und  der  Kautschukiaden  schraubeniinig  um  denselben  g€> 
wunden. 

Wären  die  Internodien  \\  irkiich  reizbar,  so  niüsste  es  Joch 
jedenfalls  ganz  gleichgültig  sem,  ob  dieser  Reiz  von  einem  Sei- 
denfaden oder  von  einem  dünnen  Gummisti  eifcn  ausgeübt  wird. 

Dass  der  GuniTiiifadeii  heim  Warhsthiirn  des  Stengels  wirk- 
lich gespannt  wini,  ist  eigentlich  a  jiriori  seihstverslündlich. 
man  kann  sich  aber  auch  leicht  durch  das  Experiment  davon 
überzeugen,  wenn  man  denselben,  nachdem  das  intercalare 
Wachsihum  des  Stengels  eine  Zeit  lang  gedauert  hat,  an  irgend 
einer  Stelle  durchschneidet;  die  beiden  Schnittflächen  weichen 
dann  sofort  auseinander.  K.  weist  noch  auf  einen  in  der  freien 
Natur  häufig  vorkommenden  Fall  hin ,  nämlich  auf  das  Umwin- 
den eines  lose  herabhängenden  Grasblattes  durch  den  Stengel 
einer  Ackerwinde.  Dass  dies  natürlich  ebenso  wenig  für  eine 
Retsbarkeit  der  Stengel  spricht,  wie  das  Experiment  mit  dem 
Seidenfaden,  ist  sofort  einlenchtend. 

Der  swdte  YersDch,  welcher  die  Raiibarfceit  der  Stengel 
beweisen  sollte,  bestand  darin ,  dass  ein  Intemodium  mit  einer 
feinen  Platlnspirale  oder  einem  feinen  Seidenladen  umwickelt 
wurde.  Dadarch  musste  naeh  K.*8  Ansicht  ein  gleichseitig  auf 
sttromtllche  Lttngslinien  wirkender  Reis  erzeugt  werden,  und 
demgemäss  das  betreffende  Intemodium  In  seiner  Langenaus" 
dehnnng  gegen  die  tibrigen  zurttckbleiben.       giebt  an ,  dass 
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bei  diesem  Versuche  wirklich  eine  derailij^e  LangendLÜerenz 
eingetreten  sei.  Ich  habe  das  Experiment  zu  wiederholen  ver- 
sucht, es  ist  mir  al)(  r  —  das  gestehe  ic  h  olTen  —  nicht  gelungen, 
denn  immer  wurde  das  betreffende  Intemodium  beim  Um- 
wickeln des  Drahtes  oder  Fadens  vielfach  hiO"  aad  hergebogen 
nod  öfters  auch  verletzt ,  so  dass  ich  niemals  vorwurfsfrme  Re- 
sultate erhalten  konnte.  Es  ist  ja  mdgUch,  dass  bei  ganz  vor- 
sichtigem Umwickeln  jene  Längendifferenz  eintritt,  aber  dieselbe 
ist  dano  jedeDfalis  nicht  anf  eine  Eeixbarketi  des  Stengels,  son- 
dern auf  eine  Iheilweise  Verhinderung  des  intercalaren  Waeh»- 
thnms  znrackzuflthren, 

Ist  es  mir  schon  nicht  recht  begreiflich,  wie  man  auf  diese 
Weise  sichere  Eiigebnisse  herbeizaführen  im  Stande  ist|  so  ver- 
stehe ich  erst  recht  nicht,  wie  man  beim  Einklemmen  des 
Stengels  zwischen  Glimmerblättchen  zu  einem  Resultate  ge- 
taageakann,  das  beweiskräftig  wäre ;  K.  bat  diesen  letzteren 
Versuch  nicht  genauer  beschriebeo ,  so  dass  ich  ausser  Stande 
bin ,  denselben  einer  näheren  Besprechung  zu  unterziehen. 
Zahlenangaben  fehlen  sowohl  bei  diesem,  als  auch  beim  vorher- 
gehenden Experiment. 

Auch  durch  anhaltendes  leises  Reiben  oder  Streichen  einer 
Convexseite  soll  dieselbe  so  gereizt  werden,  dass  sie  zur  con- 
caven  wird.  Das  letztere  tritt  jedenfalls  im  Verlaufe  eines  Nu- 
tationsumlaufes  einmal  ein,  wenn  keine  störenden  EioÜUsse 
mitwirken;  dies  ist  aber  Folge  der  Nutation  und  nicht  des  Rei- 
hens oder  Streichens.  D^awiif  hat  bekanntlich  schon  ähnliche 
Versuche  gemacht ,  aber  stets  mit  negativem  Resultat.  Da  ich 
keine  Veranlassung  habe ,  die  Versuche  dieses  Forschers  zu  be- 
zweifehl,  so  konnte  ich  die  Wiederholung  des  Reibens  und 
Streichens  unterlassen.  Dagegen  versuchte  icb  kleine  Papier- 
streifen  so  an  den  Stengel  anzulegen,  dass  sie  längere  Zeit  die- 
selbe Lttngslinie  berührten,  ohne  dass  sie  das  Wachstbum  des- 
selben binderten.  K.  behauptet  durch  Aufsetzen  von  Reitern 
aus  Glas  oder  Platin  Krümmungen  erzielt  zu  haben ,  er  giebt 
jcdodi  nicht  an,  in  welcher  Weise  er  diese  Reiter  befestigt  hat, 
so  dass  sie  immer  auf  derselben  Stelle  bleiben  mussten.  Mir 
ist  dies  letztere  nie  gelungen ,  denn  ein  frei  aufgesetzter  Reiter 
Aviiii  l>eim  Fortgange  der  Nutation  entweder  herabgeworfen 
oder  er  kommt  auf  eine  andere  f.Hngslinie  zu  sitzen.  Um  dies 
tu  verhindern,  nahm  ich  Streifen  von  gutem  Schreibpapier  und 
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befestigte  dieselbeii  ni  den  Blattelielen  In  folgender  Weise: 
Dieselben  hatten  in  der  MlUe  ein  Loch ,  so  dase  sie  Uber  den 
seiner  Spreite  beraubten  Blattstiel  geschoben  werden  konnten: 

um  ein  möglichst  dichtes  Anlegen  an  den  Stengel  zu  Erzielen, 
wurden  sie  vorher  bogenförmig  gekrUinmtj  und  zur  besseren 
Befestigung  wurde  noc  h  eine  Scheibe  von  Holiundermark  hiuier 
den  Streifen  tlherden  Blaiisiiel  gesteckt,  die  das  ZurUckruiscben 
derselben  verlimderte.  Da  das  Papier  iiumer  etwas  federt ,  so 
tlble  der  auf  seiner  ennzen  Länge  dem  Stengel  anliegende  Strei- 
fen einen  wenn  auch  minimalen  Druck  auf  eine  l^angszone  des- 
selben aus.  Die  Streifen  wurden  nnf  diese  Weise  immer  auf 
den  Convexseiion  angebraehl,  sie  hatten  L:e\^ (»hiiiieh  eine  i.ünge 
von  ^0  —  BOium  und  eine  Hieite  von  3  mm  Die  Berührung  der 
Streifen  mit  dem  Stengel  musste  bei  dieser  Art  der  Versnehs- 
stellung  mindestens  so  lange  wie  ein  halber  Nutationsumiaut 
dauern;  dabei  wurden  sie  natürlich  auch  eine  Zeit  lang  nach 
der  entgegengesetzten  Seite  gebogen,  und  da  sich  diese  Biegung 
gewöhlich  nicht  wieder  vollständig  ausglich ,  so  war  späterhin 
die  Berührung  mit  dem  Stengel  nicht  mehr  eine  so  innige, 
immerhin  aber  lagen  sie  noch  mindestens  auf  einer  Strecke  von 
5mm  eber^  nnd  nnterhalb  der  Insertionsstelle  des  Blattstieies 
dem  Stengel  dicht  so.  In  dieser  Lage  blieben  sie  dann  während 
mehrerer  Stunden. 

Jedenfalls  mttsste,  wenn  überhaupt  eine  Reiibarkeit  vor- 
handen wttre,  bei  Berllbrung  eines  Papientreifens  von  etwa 
40  mm  Uinge  wArend  einer  Zeit  von  24  Standen  ganz  sicher 
eine  Krümmung  aoftreten,  es  zeigt  steh  aber,  das«  emo  solche 
niemals  eintrat. 

Nach  K.  sollen  sebon  Bmchtheüe  eines  Milligramms  Reiz 
hervorrufsn,  also  war  jedenfalls  diese  Bedingung  erflDlt,  denn 
der  federnde  Papierstreifen  übte  einen  sUlrkeren  Drude  aus, 
als  ein  llilHgrsmin  es  yermag.  Welehe  Umstllnde  die  Krüas- 
mungen  veranlassten,  die  K.  beobachtete,  weiss  ich  nicht,  ich 
kann  ihm  nur  insofern  unbedingt  Recht  i^eben,  als  er  sagt:  »Wie 
ich  oben  bemerkte  ,  ti  eU  a  bei  diesem  Versuche  immer  die  Nu- 
tationskriiiiimungen  störend  auf,  und  durch  sie  kann  die  Beur- 
theilung  leichl  gefiilscht  werden. a 

K.  sucht  noch  auf  eine  andere  Weise  die  durch  den  Reiz 
bedingteVerzöceruügdes  Wachsthnms  zu  beweisen,  indem  er  die 
Länge  der  Interaodien  an  verschieden  dicken  SttUzen  vergleicht. 
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Er  giebt  an,  da»  an  diekan  StQlien  die  Internodien  stet« 
kftner  setes  als  an  dünnen  nnd  daas  die  frei  nutirenden  langer 

als  die  normal  gewundenen  seien.  Dies  könne  als  ein  Beweis 
(idlür  gellen,  dass  dio  Internodien  windender  Pflanzen  reizbar 
wären,  denn  durch  die  lanj^ere  Dauer  des  Reizes  mttsste  auch 
eine  stärkere  Verküi  /ung  hervorgerufen  werden. 

Die  VerscluLHleiiheiteu  in  der  Lünge  der  lüleriHiLÜen  sollen 
sich  am  Sctio rasten  zeigen,  wenn  man  die  Pflanzen  um  Lonische 
Slülzen  winden  iHsst.  Ich  [iahe  dieses  Experiment  mehrfach 
wiederholt,  aber  keine  der  zahlreichen  Versuchsreihen  ergab 
Resoitatef  wie  sie  nach  den  R/schen  Angaben  zu  erwarten  ge- 
wesen waren.  Ich  benutzte  bei  meinen  Versuchen  zweierlei 
SttttxeD,  die  einen  waren  90  cm  lang  und  der  grösste  Durch- 
messer betrug  30  mm,  der  kleinste  40  mm,  die  anderen  hatten 
eine  Lange  von  40  cm,  einen  grOasten  Durchmesser  von  30  mm 
ttnd  ehien  kleinsten  von  7  mm.  Als  VersuchspAanzen  wurden 
stets  lebhaft  wachsende  Exemplare  von  Galystegia  dahurica  be- 
QQtit.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  einige  Messungen  wieder- 
gegeben. 


A,  Stfltzenlänge:  90  cm. 


ialeraod. 

Sttttze  nach  ob«n  sich 
YeijttegMid. 

Stutze  nach  oben  sich 
Tenttckaad. 

I 

65 

66 

5i 

76 

II 

7a 

70 

9( 

67 

III 

79 

55 

81 

IV 

60 

65 

87 

87 

V 

57 

70 

TS 

59 

VI 

90 

81 

81 

71 

VII 

55 

85 

8i 

78 

VIII 

es 

68 

78 

85 

IX 

59 

91 

82 

89 

^ 

5i 

75  \ 

65 

76 

XI 

45 

»  1 

80 

91 

XII 

98  >) 

1 

1 

:. 

•    1)  Frei  entwickelt« 
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B,  SttttsenlSnge:  40  cm. 


Nach  oben  sich  verjüngend. 


Nach  unten  sich  verdickend. 


I 

If 

III 
IV 
V 
VI 

vu 


62 
8t 

74 
76 
8S 
66 
70») 


75 
69 
85 
90 
7$ 
95 
96^ 


62 
65 
68 
61 
70 
74 
OS 


67 
92 
75 
90 
83 
89 
404  t} 


Die  Schwankungen,  die  In  der  Lünge  der  Internodien  auf- 
treten, scheinen  individueller  Natur  su  sein.  Aus  den  ange- 
gebenen Messungen,  die  an  Pflanzen  gemacht  wurden,  welche 
allen  störenden  Einflüssen  möglichst  entzogen  waren ,  lassen 
sich  erhebliche  Differenzen  wahrnehmen,  ohne  dass  man  die 
Dicke  der  Stütze  damit  in  irgend  eine  Beziehung  bringen  kann. 
Ich  kann  demnach  die  K.^schen  Angaben  nicht  bestätigen.  Es 
ist  ja  möglich,  dass  bei  dickeren  Stützen,  wo  die  Greifbewegung 
und  die  daiiiil  verbundene  mechanische  Krünininng  an  der  obe- 
ren Stengelparlie  viel  häutiger  eintritt  als  an  (lüiineren  Stützen, 
das  Wachsthuui  der  Intcrnodien  etwas  \  erzögert  werde,  aber 
jedenfalls  würde  diese  geringe  Dilferenz  durch  die  Schwankun- 
gen des  intercalaren  Wachsthums,  die,  wie  aus  obitien  Tabellen 
hervorgeht,  ziemlich  l)elriiclitlich  sind,  \vie<i(  r  verdeckt  wer- 
den. Frei  nutirende  Pflanzen  haben  in  der  That  im  Allgemeinen 
etwas  längere  Internodien,  als  normal  gewundene — obwohl  auch 
hier  ganz  iihnliche  Schwankungen  vorkommen  und  dies 
ISsst  sich  vielleicht  aus  jenem  eben  erwähnten  Umstände  erklä- 
ren, dass  die  durch  Greifbewegung  hervorgerufenen  mechani- 
schen Krümmungen  hier  wegfallen*  Die  Vergietchung  der  biter- 
nodienlänge  von  frei  nutlrenden  Pflanzen  und  von  solchen,  die 
um  verschieden  dicke  Stützen  unter  sonst  gleidien  Bedingungen 
gewunden  hatten,  kann  demnach  nichts  beweisen  weder  für 
die  Annahme  der  Reizbarkeit,  noch  gegen  dieselbe« 

Als  weiteren  Beweis  für  die  Richtigkeit  seiner  Anschauung 
führt  K.  die  Verschiedenheit  des  Neigungswinkels  an  verschie* 
den  dicken  Stützen  an.   Er  sagt  S.  24:  »A  priori  können  wir 


4}  Frei  entwickelt. 

S)  NacbtiHgllch  abgerutscht. 
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«nefaliessen,  da»  die  Neigung  abfatfogen  wird  von  swei  Um- 
ittUideiiy  entens  von  der  Dicke  der  Sltttoe  and  sweitens  von  der 
dtireh  erstere  modificirten  Grosse  der  berldirten  Seite  des  win- 
denden Stengels.«  ....  »Die  geotropische  Aufwflrtskrdmmung 

wird  bei  dicken  Stützen  den  Stengel  früher  zum  Anliegen  an  die 
Slülze  bringen  als  bei  dünneren,  e:s  btgiuiU  d'w  Fierulining  der 
Stutze  früher  zu  wirken,  die  Lauj^endififerenz  zw  isctieii  Innen-  und 
Aussenseite  wird  im  ersteren Falle  beträchtlicher  als  im  zweiten.« 
Er  behauptet  demnach,  dass  bei  dicken  SLülzen  die  Langen- 
differenz  zwischen  concaver  und  convexer  Seite  grosser  sein 
müsse,  als  bei  dünnen  Stützen  und  d;iss  damit  im  Zusammen- 
hange der  Neigungswinkel  im  ersteren  Falle  geringer  als  in» 
letzteren  ausfallen  wird.  Kr  führt  als  Beweis  die  Differenzen 
an,  welche  man  bei  Vergleichung  der  Goncav-  und  Gonvexseiten 
eioes  Stengels  von  4,5 mm  Durchmesser  bei  einer  Stützendicke 
TOD  5  mm  erhält,  wenn  man  die  Berechnung  für  verschiedene 
Abstände  der  Windungen  ausführt. 

Die  von  K.  dabei  ertialtenen  Zahlen  sind  folgende :  FOr  die 
Windang/Mbstände  von  D;  6;  10;  SO;  40;  60;  80mm  durch- 
laufen die  Differenien  die  Werthe  (abgemndet]  von  9,5;  9;  8; 
6;  4;  3;  2,5mm  [genauer  9,42;  9^14;  8,43;  6^69;  4,27; 
3,03;  2,33]. 

Berechnet  man  auf  Grund  dieser  Werthe  und  derjenigen 
für  die  Convexseiten :  25,i3;  25,62;  27,05;  32,i2;  47,24; 
65,05  ;  83,85,  uui  wieviel  Frocente  die  Concavseiten  gegen  die 
Convexseiten  kürzer  sind,  so  erhall  rnan  folgende  Zahlen: 
.iS.37;  35,67;  34,45;  20,82:  9,03;  4,05;  2,78o/o.  K.  hat 
diese  letztere  Hechnung  nichil  \  irgenonmien  :  denn  er  sagt  ganz 
allgemein  :  «Mit  kleiner  werdenden  Länge ndiffercnzen  zwischen 
Innen-  und  Aussenseile  muss  der  Neigunciswinkel  wachsen.« 

Auf  Grund  dieses  an  sich  ganz  richtigen  Satzes  und  einipff  r 
Ton  ihm  ausgeführten  Messungen  glaubt  K.  einen  Beweis  für 
die  Reizbarkeit  erbringen  zu  können.  Ich  habe  für  zwei  der 
aufgestellten  Tabellen  die  Berechnung  der  Längendifierenzen 
iwischen  Aussen-  und  Innenseiten  durchgeführt;  est  ergaben, 
sich  dabei  folgende  Resultate: 
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Tabelle  I  auf  S.  350. 


Durch- 
messer 
d.  Stütze 
in  mm* 


%9 

tt 

41 

!6 

7 
6 


.^n.ungs  concev». 


>Mnkel. 


36° 
89° 

48° 

50°  (-54'*) 
58° 


in  mm. 


H2,6 

»4,5 

79,76 

75,07 

61,09 

86,54 

16,60 


Länge  der 
GoDvexs. 
in  mm. 


Differenz 
•in  tnni. 


120,4 
120,6 
401,6 
86,41 
81,72 
67,54 
4i,88 
4t,  St 


7.8 

7,1 

6,6 

6.6 

6,45 

6,84 

5,68 


Verkürzung  dar 

Concav-  ^eoen 
die  Coavexseite 


6,48 
6,48 
6,99 
7,69 
8,14 
9,55 
14,78 
18,84 


Tabelle  auf  S.  35  t. 


Dorchr 

messer 
d.  Stütze 

Neigungs- 
winkeU 

Länge  der 
CoQcavs. 
in  mm. 

Lange  der 
Coovexs. 
in  mm. 

DlfTerenx 
in  mm« 

Conciv--  gegen 
die  CcvnvexseUe 

inX- 

in  mm. 

5 

70° 

45,9 

51,6 

5,7 

41,05 

7 

65° 

52,02 

58,48 

6,46 

44,05 

12 

68° 

88,04 

89,45 

6,41 

7,47 

to 

68» 

488,4 

144,54 

6,14 

4,25 

88 

60° 

849,9 

996,45 

6,55 

9,89 

38 

62° 

254,28 

6,15 

2,86 

45 

60" 

282,74 

28*1, 

6,48 

2,24 

46 

56° 

258,44 
979,6 

265,66 
980,46 

7,22 

2,79 
9>70 

81 

8t« 

7,66 

55 

50° 

268,8 

277,05 

8,25 

2,98 

58 

58° 

802,77 

310,50 

7,73 

2,49 

62 

50° 

808,02 

811,29 
884,15 

8,27 

9,66 

79 

♦r» 

899,4« 

8,59 

9,59 

76 

43° 

326,47 

335,73 

9.26 

1,76 

80 

45° 

855,48  1 

164,4 

9,47 

Anmerkung.  Die  Art  der  Berechnung  ist  folgende:  Ich  habe 
fn  der  ersten  Tnbelle  den  Durchmesser  des  Stengels  zu  1,5  mm,  in 
dui"  zweileu  —  da  der  Hopfeu  dickere  istengel  bat  —  zu.  2  mm  ange- 
nommen. Den  en^cgcbeitea  Neigungswinkel  habe  ieh  aU  an  der  Cen* 
caTseite  gemessen  betrachtet  Auf  Omnd  dieser  Annafamen  kann  man 
zaniefast  die  Länge  der  Goncavseitc  einer  Windung  leidit  beraobnen 

(naeb  der  Formel:  m  ^  %rnY*  *  tang*«r)  und  auch  den  Nelgungswbi-* 

kel  der  Convexseite  finden  nach  der  Formel:  tang  ß  =  — ,  wo  Ä  des 

n 

Radius  der  Stütze  vermehrt  um  den  Durchniesser  des  Stoniich  bedeutet). 
Ebenso  wie  die  Länge  der  Concavseite  kann  man  unter  Einführung  von 
H  uud  lang  ß  die  der  Convei.seite  berechnen. 


u  kjui^L-ü  Google 
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Aus  diesen  Tabellen  geht  bervor,  dass  gerade  an  dttnnen 
Stittien  die  Ltfngsnntersehiede  grösser  sind  als  an  dicken,  denn 
bei  einein  StttUendurehmesser  von  6  mm  war  die  GonoavseHe 

gegen  die  Gonvexseite  um  43%,  bei  einem  Durchmesser  von 

§9 mm  nur  um  6%  kürzer;  ähnlich  ist  das  Verhältniss  in  der 
zueilen  Tabelle.  Dies  ist  also  gerade  das  (ieuentheii  von  dem, 
Wiis  K.  mit  seinen  Messungen  beweisen  wollte.  Ich  habe  mich 
bei  der  Berechnung  obiger  Werlhe  genau  an  die  K.'schen  Tabel- 
len gehalten  und  nur  in  I.  beim  Stutzendurchmesser  42,5  mm 
den  Winkel  50<>  zu  Grunde  gelegt.  K.  giebt  50 — 54 o  an. 

Aufs.  352  giebt  K.  einige  directe  Messungen  von  Aussen- 
uüd  Innenseite  eines  Calyslei^iaslengels  und  auch  diese  Angaben 
beweisen  das  Gegenlheil  von  dem ,  was  K.  durch  sie  ])ewei$en 
will.  Folgende  Tabelle  giebt  eine  Uebersicht  hiertlber: 


Dicke  der 
Sluue  in 
mm« 

Aussen- 
seite  in 
nun« 

1 

Innenseite 
io  mm. 

Differeni: 
in  mm. 

Verkummf; 
dcrluneuseile 
gegen  die 
Auftsenseite 

in  X- 

3,5 

42 

36 

6 

U,8 

5 

65 

60 

6 

7,7 

S 

90 

77 

46 

4M 

59,5 

82,5 

7 

H,8 

io 

40i,0 

»6,6 

6.6 

8,» 

^  Mittel  ans  je 
!  2  Messnnjren 
an  derselben 
Sttilxe. 


} 


In  der  zweiten  Tabelle;  welche  Messungen  an  Menisper- 
mum  canadense  enthalt,  stimmt  allerdings  die  procentuaie  Be- 

rechnuriL'  besser,  wie  aus  FolL'cndfMü  hrrN  orizrht: 


SttItzeDdick«. 

Aussenseite. 

looeoseite. 

DiHereaz. 

n 

88 

80 

3,5 

13 

97 

93 

4.1 

ii 

66 

64,5 

4,0 

«6 

70 

67 

♦  .6 

43 

71,5 

66 

6,5 

4.9 

fS,5 

63 

56 

9.7 

tl,5 

47 

4! 

12,8 

St,5 

46,5 

4t 

8,5 

7,6 

Daiu  ist  SU  bemerken,  dasa  die  bedeutende  Bifferens 
43,8%  wahrscheinlich  auf  einem  Beobachlungsfehler  beruht, 


42 
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der  ja  bei  der  Melhode  des  Messens,  die  anwandte,  sehr 
leioht  mOgUoh  ist.  Ich  sehliesse  dies  daraus,  dass  bei  Zugronde- 
leguog  dieses  Werlhes  und  der  StUtieodioke  von  C2,5nini.die 
Berechnung  des  Neigungswinkels  ea.  W  ergiebt;  ein  so  ge- 
ringer Neigungswinkel  dttrfle  wohl  kaum  Torkommen,  denn  der 
Grenzwerth  liegt  jedenfolls  htfber«  Mit  Ausnahme  dieser  lettle- 
ren sprechen  demnaeh  alle  von  mir  genauer  berechneten  Ta- 
bellen gegen  die  Annahme  der  Reisbarkeit ;  denn  es  ist  selbsl- 
verstandlieh,  dass  hierbei  nur  die  prooMituale  Bereohnong,  wie 
ich  sie  ausgefdhrt  habe,  in  Betracht  kommen  kann.  Bas  letztere 
-scheint  K.  Übersehen  su  haben,  sonst  wttrde  er  die  erste  Tabelle 
auf  S.  352  gewiss  nicht  als  Beweis  für  seine  Behauptung  be- 
trachtet haben. 

Bcziehuni^en  zwischen  dem  Neigungswinkel  der  Windungen 
und  der  Dicke  der  Slülie  bestehen  ganz  sicher,  sie  beruhen 
aber  nicht  darin,  dass  von  der  di(  k*  ren  Stütze  eine  länaer  au- 
(l.iiiLTnde  Reizwirkung  ausgeübt  wird,  als  von  der  dtlniit  reu, 
sondern  der  Grund  für  diese  Beziehunsen  ist  jedenfalls  in  der 
geblropischen  Aufwrn  (skriUiiniunü;  der  oberen  Iniernodit'n  zu 
suchen.  Ist  die  Slülze  dick,  so  wird  dieser  AufwärtskrÜnimuni; 
sehr  l)ald  ein  Widersland  entgci^* nu*  srtzi ,  ist  dagegen  der 
Durchmesser  gering,  so  kann  die  (hirch  den  Geolropismus  her- 
beigeführte Bewegung  fast  vollständig  ausgeführt  werden.  Es 
muss  demnach  bei  dünner  Slütze  der  Werth  des  Neigungs- 
winkels gross,  bei  dicker  Stütze  dagegen  geringer  sein;  doch 
wird  er  in  dem  letzleren  Falle  einen  gewissen  Grenzwerlb, 
der  von  den  Wachslhumsverhültnissen  der  einzelnen  PflaoEen 
abhängt,  nicht  tiberscbreiten.  Dieser  Grenzwerth  liegt  nach 
den  jetzigen  Untersuchungen  swischen  35^  und  iO^.  Dass 
bei  dickeren  Stützen  eine  stärkere  Verkürzung  der  Concav- 
Seite  gegen  die  Convexseite  als  bei  dünnen  stattfindet,  ist 
keineswegs  nothwendig ,  kann  aber  unter  gewissen  Umsllnden 
eintreten. 

Aus  dem,  was  im  Vorstehenden  über  die  Versuche  K.'s  gesagt 
wurde,  geht  zur  Gentige  hervor,  dass  von  einer  Heizbarkeit  ia 
dem  Sinne,  wie  sie  K«  auffasst,  bei  den  windenden  Pflanzen 
nicht  die  Rede  sein  kann.  Damit  fällt  natürlich  die  Annahme, 
dass  der  Einfluss  der  Stütze  beim  Zustandekommen  der  Schraiir» 
benwindungen  als  eine  Reizwirkung  zu  betraditen  sei,  und  es 
bleibt  demnach  nur  die  andere  Annahme  übrig,  dass  nämlich 
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4er  Widentand,  den  die  Stttlie  deo  Bewegungea  der  Steogel 
cDtgegeDsettl)  einen  integrirenden  Factor  bei  der  Meohanik  des 
Wiodens  bilde. 

Das  Gapilel  Uber  Torsionen  in  der  K/sehen  Abhandlang 

erfordert  ebenfalls  eine  eingehendere  Besprechung. 

Es  ist  von  ScHWENDENER  ausdrücklich  hervorgehoben  woi  den, 
dass  der  Nullpunkt ^  von  dem  man  beim  Mcs^eti  der  Torsionen 
aaszugehen  hat ,  sich  mit  voller  Sicherheit  niemals  bestimmen 
bsse.  Es  rtlhrt  dies  daher,  dass  bei  den  Bieguni;en,  weiche  der 
Stengel  im  Verlauf  der  Windenj^i  durchzumachen  hat,  die  Axen, 
uni  welcfie  die  Krümmungen  erfolgen,  verschiedene  Winkel  mit 
4er  Langsachse  des  Stengels  machen.  Da  jedoch  in  den  meisten 
Fällen  jene  Achsen  unter  einem  spitzen  Winkel  gegen  die  Längs- 
achse  geneigt  sind ,  der  sich  nur  selten  einem  Rechten  näliert, 
s(i  k  tnn  man  mit  Recht  annehmen,  dass  sich  ein  gewundener 
Stengel  naliezu  wie  ein  Papierstreifen  verhflli,  den  man  schrau- 
iN*nlinig  um  einen  cyündrischen  Stab  herumwickelt.  Hierbei 
tritt  keine  wirkliclie  Torsion  auf  und  es  bleibt  immer  dieselbe 
Seile  naeh  aussen  gekehrt.  Wenn  man  demnaeh  diesen  Zustand 
ab  Nullpunkt  wühlt,  so  kommt  man  dem  thatsttchiiehen  Verhal- 
fea  am  ntfehsten.  K.  nimmt  an,  dass  die  KrOmmungen  um  eine 
rar  Achse  des  Stengels  senkrechte  Achse  erfolgen  und  dies  wäre 
auch  wirklich  der  Fall,  wenn  dieselben  ausschliesslich  durch 
Icixwirkung  und  Geotropismus  su  Stande  kllmen,  was  nach 
dem  Gesagten  nicht  möglich  ist. 

Aber  selbst  wenn  man  zugiebt,  dass  die  Krünmiungen 
kiimer  in  jener  Weise  stattfmden,  so  lässt  sich  die  von  K.  wei- 
terhin dargelegte  Anschauung  von  dem  Verlaufe  einer  Lüngs- 
lone  an  dem  ge^^uIldenen  SLeni;el  nicht  damit  in  Einklang* 
kmgen.  Denn  betrachtet  man  die  Figur  9  a.  b.  r,  welche  den 
Verlauf  einer  Lüngszone  an  einem  gewundenen  Stfiigel  dar- 
stellen soll  a:  bei  scheinbarer  Torsion,  bi  bei  wirklichei-  hoino- 
dromer  Torsion,  C;-'bei  wirklicher  anlidromer  Torsion,  so  gebt 
daraus  sofort  hervor,  dass  er  die  diesbezttgUchen  Angaben 
Scbwinbbiver's  völlig  missverstanden  hat.  Naobli  und  Schwbn- 
RHU  haben  im  »Microscop«  fälschlich  angenommen,  dass  an 
einem  nicht  tordirten  gewundenen  Stengel  immer  dieselbe 
Langssone  nach  einer  Seite  gekehrt  sein  müsse,  ScRWBaaaaia 
^  nun  aber  in  semer  Abhandlung  Uber  das  Winden  der  Pflan- 
ten  diese  Angabe  im  »Microscop«  ausdracklich  berichtigt  und 
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auseinandergeseUi,  dass  an  einem  nicht  tordirten  Stengel,  des- 
sen Krümmungen  senkrecht  lu  seiner  Längsachse  erfolgen  — 
wie  ja  K.  annimmt  —  eine  Lftngslinie  nicht  immer  derselben 
Seite  zugekehrt  sein  kann,  sondern  eine  scheinbare  antidrome 
Torsion  erfahrt.  Er  hat  dies  an  einem  ModeH  deutlich  gemacht,  von 
dem  sich  in  Fig.  1 3  undl  4  (a.  a.  0.)  eine  Abbildung  findet,  welche 
sofort  den  Verlauf  der  einer  Lttngslinie  des  Stabes  entsprechen- 
den schwanen  Linie  erkennen  lässt.  Er  hat  ausserdem  eine 
genaue  Berechnung  dieser  scheinbaren  Torsion  für  verschiedene 
Neigungswinkel  gegeben.   Von  einer  scheinbaren  Torsion  kann 
tieiiinach  in  IMg.  9a  —  die  K. 'sehe  Anschauung  von  der  Art  der 
Krümmungen  als  richtig  vorausgesetzt  —  t^m'  keine  Rede  sein, 
es  würde  vielmehr  eine  wirkliche  autidrome  Torsion  hier  vor« 
liegen.   Hiernach  sind  auch  die  Fig.  9b  und  c  zu  beurlheilen. 
Wenn  K.  den  in  lüg.  9«  dargestellten  Zustand  als  Nullpunkt 
annimmt,  so  ist  dies  eben  lu  i  soinon  Voraussei /uugeu  über  die 
Art  der  Krümmung  falsch,  und  folglicli  sind  ;iuch  seine  sJUnml- 
lichen  Angaben,  die  auf  diese  Weise  gewonnen  würden^  nicht 
den  Thatsachen  entsprechend. 

Was  K.  Uber  die  homodrome  Torsion  und  deren  Ursachen 
anfuhrt,  ist  mir  zum  Theil  unverständlich  geblieben,  er  sagt: 
»Die  homodrome  [Torsion]  entsteht  theils  aus  inneren  Wachs- 
thumsursachen dadurch,  dass  die  peripherischen  Theile  des 
Stengels  mehr  wachsen  als  die  centralen,  theils  ist  sie  das  Re- 
sultat der  streckenden  Wirkung  des  negativen  Geotropismus 
der  windenden  Stengel;  denn  schon  dadurch,  dass  der  eine 
Spirale  bildende  und  torsionslose  Stengel  durch  den  Geotropis- 
mus bei  durch  die  Nutation  verhinderter  RUckwartsbewegung 
'  (diese  Bedingung  ist  nicht  zu  ttbersehen)  der  Spitze  gestreckt 
wird,  erbUlt  derselbe  homodrome  Torsionen,  zu  welchen  sich 
die  erstgenannte  hinzugesellt. « 

Dass  die  bomodromeu  Torsionen  aus  inneren  Wachstliunis- 
ursachen  entstehen,  ist  zweifellos;  dass  aber  diese  iu  der  Ver- 
schiedenheit des  Wachsthunis  centraler  und  peripherischer  Par- 
tien zu  suchen  sind,  ist  kein(?swcgs  erwiesen.  Doch  wenn  auch 
solche  Wachsthumsdillercnzen  vorhanden  wären  —  was  ja 
durchaus  nicht  geleugnet  werden  soll  —  so  würde  damit  allein 
keine  Erklärung  der  homodromen  Torsion  gegeben  sein,  denn 
es  könnte  in  Folge  dessen  ebenso  gut.  eine  afUidrome  Torsion 
auftreten. 
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ScBiniiDBXER  bat  ebonfnlls  eine  Erklürungder  honkodromen 
Torsion  versacbt,  die  mechanisch  wenigstens  exacl  begründet 
ist,  aber  er  sagt  selbst,  dass  keine  Aussicht  vorhanden  sei,  die 
Frage  definitiv  xu  beantworten ;  er  weist  auf  die  nabeliegende 
HOgliehkeit  eines  Zusammenbanges  zwischen  Nutation  und 
homodromer  Torsion  hin.  IHe  Untersuchungen  Baranitzey^s 
baben  indessen  gezeigt,  dass  ein  solcher 'Zusammenhang,  wie 
ibo  ScRWBiiDBff n  annimmt,  nicht  vorbanden  sein  kannj  denn  es 
treten  starke  bomodrome  Torsionen  auch  an  Stengeln  auf,  die 
man  langsam  um  eine  horizontale  Achse  rotiren  lässt,  bei  denen 
also  die  regelmässige  Nutation  sistirt  ist.  Mnn  kann  also  nach 
dem  jetzigen  Standpunkte  unserer  Kennlni.s.se  nur  soviel  mit 
Bestimmtheit  s«ßen,  dass  die  homodrouie  Torsion  ;ius  inneren 
Wadisthumsurs.ichen  entsteht;  Näheres  tlber  diese  Wacbsthums- 
Yorgange  wissen  \vir  nicht. 

D.iss  der  GeolroiMsrtnis  l»ei  d(M'  bomodromen  Torsion  zeit- 
weise mitwirkt,  ist  nio|.ilich  und  theoreliseh  ganz  gut  conslruir- 
bar.  wie  icU  in  der  schon  öfters  erwähnten  kleinen  Mittheilung 
»Ueber  heliotropische  und  geotropiscbe  Torsionen«  gezeigt  habe; 
was  aber  K.  Uber  diesen  Punkt  sagt^  ist  mir  vollkommen  un- 
verslMndlich ;  was  soll  heissen  »der  Stengel  wird  durch  den 
GMtfopismus  bei  durch  die  Nutation  verhinderter  RikktvärUbe- 
weg^ng  der  Spitze  gestreckt  und  erhält  dabei  eine  bomodrome 
Torsionttt  Die  Nutation  kann  llberbaupt  keine  Bewegung  der 
Spitze  verhindern,  wohl  aber  ein  von  aussen  kommender  Wider- 
rtand,  z.  B.  eine  Stütze;  tritt  aber  eine  solche  Verhinderung 
der  Nutationsbewegungen  durch  eine  Sttttze  oder  ein  beliebiges 
anderes  Hindemiss  ein ,  so  muss  stets  eine  der  Nutationsridi- 
tuDg  gegenläufige  Torsion  entstehen. 

Dass  die  von  mir  dargelegte  Möglichkeit  einer  bomodromen 
Torsion  in  Folge  geotropischer  Wachsthumserscheinungen  für 
die  Erklärung  der  starken  homodromen  Torsionen  an  frei  nuti- 
renden  Sprossen  belanglos  ist,  leuchtet  sofort  ein,  wenn  man 
bedenkt,  dass  auch  hei  verticalcr  Lage  der  Krümmungsebene 
homodroriif  Torsionen  sich  finden,  die  unmöglich  durch  den 
beolropisnuis  hervorgerufen  sein  können. 

BetrelTs  dt  r  K. 'sehen  Ausfuhrungen  ül>er  die  Torsionen  ist 
im  Allgemeinen  dasselbe  zu  sasen.  was  olu  ri  sclion  ül)er  die 
diesbeztigüchen  Angaben  von  Sachs  und  Baravetziv  ausge- 
sprochen wurde,  dass  nMmlicb  die  verschiedenen  Torstonsarten 
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nicht  r'u  [liier  niiseinnnder  gehalten  werden  und  dass  somit  eine 
klare  Vorslelluüg  der  thatsächlichen  Verhältnisse  von  dem  ge- 
nannten Forscher  unmOgUcb  gewonnen  werden  konnte. 

Ich  wende  mich  nunmehr  noch  zu  dem,  was  K.  aegen  die 
Nothwendigkeit  der  Greirbewegung  ausführt.  Auf  S.  333  heissl 
es:  »Gegen  sie  [die  Greifbewegung]  sprechen  alle  Fülle,  w 
Pflanien  um  sehr  dicke  und  sehr  dünne  Stutzen  winden;  an 
ersteren  ist  das  Ergreifen  überhaupt  unmtfglich,  an  letiteren  ist 
es  mttgUch,  kommt  aber  in  Wirklichkeit  nur  selten  vor.«  Was 
den  ersten  Punkt  betriflfl,  so  ist  zunttchst  die  Frage  aufnH 
werfen,  was  K.  unter  tsdir  dkkm  Statten^  versteht.  Es  ist 
selbstverständlich  und  wird  auch  wohl  von  Niemand  betweiÜBll 
werden,  dass  für  jede  windende  Pflanse  ein  Grenzwerth  exi- 
stirt,  den  der  Durchmesser  der  Stütze  nicht  Überschreiten  darL 
Es  hangt  dieser  Grenzwerlh  von  den  WachsthumsverhHltnissc« 
der  betreffenden  Pflanze  ab.  Im  Allgemeinen  kann  man  wohl 
annehmen,  dass  dieser  Grenzwerth  durch  die  LHnge  der  nuli- 
renden  Stengelpartie  gegeben  ist  und  zwar  in  der  Weise,  dass 
eine  Stütze  .  deren  halber  Umfang  jener  Lürit:e  sleichkoninu, 
noch  umwunden  wei'deu  kann.  Bei  etwas  dickeren  Stützen 
wird  ein  normales  Winden  nur  unter  sehr  günstigen  Unv 
standen  eintreten  können,  wie  ich  oben  schon  bei  Besprechung 
der  BARANBTZKY  Schen  Bemerkungen  Uber  diesen  Punkt  aus- 
einandergesetzt habe.  Da  ich  nicht  weiss,  was  K.  unter  ukr 
dicken  Stützen  versteht,  und  auch  nirgends  in  seiner  Alh^ 
Handlung  etwas  darüber  angegeben  ist,  so  habe  ich  voreni 
keine  Veranlassung,  mich  ausführlicher  gegen  diese  Behauptung 
zu  wenden. 

Dass  an  sehr  dünnen  Stützen  die  Greifbewegung  nicht  oder 
nur  sehr  selten  eintmte,  ist  nicht  richtig.  Allerdings  kommt  ein 
Anlegen  der  aussersten  Spitze  an  die  Stütze  veriialtnisamliss^ 
selten  vor.  Die  jüngsten  noch  kurzen  Inlemodien  zeigen 
überhaupt  keine  oder  nur  sehr  geringe  Nutationsbewegungeo, 
sie  werden  vielmehr  passiv  durch  die  lebhaft  nutirenden 
itlteren  Inlemodien  forjgeführt.  Eine  Greifbewegung  ^  bei 
der  die  ersleren  den  oberen  Contact  bilden ,  kann  deshalb 
nicht  so  hclufig  eintreten,  weil  die  dünne  Stütze  nicht  hei 
jedem  Nutationsundaul  hindernd  im  Wege  steht  und  weil 
ausserden»  die  durch  den  negativen  Geotropismus  modifirlrien 
Bewegungen  oft  gar  nicht  so  ausgiebig  bind,  um  die  Spitze  bU 
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aD  den  als  Stütze  dienenden  dünnen  Faden  hinanzuführen, 
lebriaens  kommt  das  Aolcgen  der  üusserslen  Spitze  an  die 
Smize  durchaus  inclil  so  selten  vor,  wie  man  iiaeli  den  Bemer- 
kuegen  K.'s  vermulhen  könnte,  denn  durcbschnittlich  findet 
dasselbe  bei  drei  Nutationsumläufen  einmal  statt  und  zwar  des- 
halb, weil  in  dieser  Zeit  ein  früher  horizontal  liegendes  oder 
stark  geneigtes  Sprossende  sich  soweit  geolropisch  aufgerichtet 
bat;  um  nunint  lir  seine  Nutationsbew egungen  um  eine  fast  ver- 
lical  stehende  Achse  ausführen  zu  können.    Soh.ild  dies  einge- 
treten ist,  muss  natürlich  auch,  wenn  nicht  besoritlcrs  uni^diistige 
Umstände  dazwischen  treten,  die  Spitze  mit  dem  Faden  in  Con- 
tact  kommen.   Aber  um  diesen  Punkt  aHein  handelt  es  sich  gar 
Dicht  bei  der  Greif bewegung ,  wie  Kohl  und  vor  ihm  auch 
WotTxiNK  (vergl.  Referat  in  der  Boten.  Zeitung  S.  573 — 575} 
aDzunehmen  scheinen,  denn  das  am  meisten  wirksame  Ergrei- 
fen der  Stutze  findei,  falls  die  leUlere  dünn  ist,  weiter  rtick- 
wärts  statt  in  jenen  Intemodim,  weiche  in  Folge  der  lebhaften 
Notation  und  des  negativen  Geotropismus  schon  eine  halbe  oder 
auch  ganze,  aber  dann  stets  lockere,  Windung  um  den  Faden 
bilden.  Hier  muss  bei  jedem  Nutationsumlauf  mindestens  ein* 
mal  eine  Greifbewegung  stattfinden,  dasu  kommt  noch  der£in* 
fliissdes  negativen  Geotropismus,  da  die  hierdurch  veranlassten 
Bewegungen  wesentlich  in  gleichem  Sinne,  wie  die  Nutation 
wirken.  Dabei  ist  nodi  zu  beachten,  dass  der  nutationsf^hige 
Tbeil  des  Stengels  Inclusive  der  noch  nicht  nuUrenden  Süsser- 
cten  Partie  immerhin  eine  Lange  von  IS — 20  cm  bei  unserem 
Klima  angepassten  windenden  Pflansen  erreicht  und  dass  in 
Folge  dessen  das  Sprossende  in  einer  Länge  von  5 — 10  cm  län- 
gere Zeit  stdi  bewegen  kann,  ohne  die  Sttttse  su  berühren, 
wlhrend  die  zurückliegende  Partie  im  Stande  ist,  die  notbwen- 
digen  Greifbewegungen  auszuführen. 

Das  letztere  ist  natürlich  blos  möglich  bei  dünnen  Stützen, 
hei  dickeren  tritt  es  ja  auch  in  der  That  nu  hl  ein,  w  ie  K.  selbst 
xugiebt.  Kommt  der  Durchmesser  der  Stütze  dem  Grenzwerthe 
nahe,  so  muss  natürlich  die  nutations fähige  Partie  in  ihrer  gan- 
zen iJinee  zur  Herstellung  der  Greifbew  egung  verwendet  werden, 
und  es  kann  in  diesem  Falle  ein  freies  Nutiren  des  Sprossendes 
nur  dann  stattiinden  .  wenn  durch  Zufälligkeiten  die  Spitze  von 
der  Stütze  abgerutscht  ist. 

£$  kann  demnach  bei  dünnen  Stützen  ein  regelmässiges 
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Winden  auch  dann  eintreten,  wenn  an  der  obersten  Partie  ver- 
haltnissmttssig  selten  Greifbewegungen  stattfinden.  Ich  komme 
übrigens  auf  die  YorgHnge  beim  Winden  um  F8den  und  dergL 
im  zweiten  Theile  noch  ausftthrlioher  lu  sprechen ;  ich  wollte 
hier  nur  kurz  andeuten ,  dass  die  oben  citirten  Einwendungen 
K.'s  nicht  berechligt  sind. 

Auf  S.  333  uiilen  heissl  es:  »Das  Ergreifen  der  Stütze 
wiederholt  sich  nach  S<  hwendenkr  in  ganz  unljt  stimmten 
Zwischenräumen,  der  Zeitpunkt,  wo  dieses  Ergreifen  statt6ndet, 
ist  zufilllig«:  und  weilerhiü  auf  S.  334  oben: 

»Ein  Grund  iur  eine  in  ganz  bestimoUen  Perioden  zum  Er- 
greifen der  Stutze  führenden  Spannuns;  im  nutirenden  Stengel 
ist  durchaus  nieht  vorhanden.  Man  weiss  überhaupt  nicht,  wo- 
her jedesmal  die  tüo^se,  zum  Ergreifen  nöthit;e  Spinniung  kom- 
men soll,  denn  diese  Spannuni:  müsstr  loeh  bedeutend  grösser 
sein^  als  die  im  einfach  nutirenden  Stengel." 

Es  ist  nicht  wahr,  dass  nach  Sch\nfm)k\er  das  Ergreifen  in 
ganz  unbestimmten  Zwischenräumen  stattfindet,  in  der  ganzen 
Abhandlung  ScHWB?fOBifER's  findet  sich  keine  Bemerkung,  woraus 
dies  geschlossen  werden  könnte.  Es  ist  dies  auch  unmöglich, 
denn  es  würde  ja  der  Theorie  dieses  Forschers  widersprechen. 
Wenn  K.  die  Möglichkeit  einer  so  grossen  Spannung ,  wie  sie 
zur  Greifbewegung  nöthig  ist,  nicht  zugeben  will,  so  ist  es  mir 
völlig  unverständlich,  wie  er  späterhin  auf  S.  355  und  356 
sagen  kann ,  dass  die  antidromen  Torsionen  durch  den  Wider- 
stand der  Stutze  bedingt  würden.  Das  letztere  ist  ja  voll- 
kommen richtig,  es  ist  dasselbe,  was  ScBWEiiBBim  auch  sagt; 
aber  wenn  K.  dies  zugiebt,  so  muss  er  doch  auch  das  Vorhan- 
densein einer  staricen  Spannung  sugeben«  Denn  bei  den  Greif- 
bewegungen ,  bei  welchen  jene  Torsionen  erzeugt  werden ,  ist 
zugleich  mit  dem  Torsionsmoment  auch  ein  bedeutendes  Bie- 
gungsmoment vorhanden. 

Hiermit  wiU  ich  die  Besprechung  der  Kont'schen  ArbetI 
beschliessen.  Ich  glaube  gezeigt  zu  haben ,  dass  einerseits  die 
Annahme  der  Reizbarkeit  eine  unbegründete  ist,  und  zweitens, 
dass  die  Einwendungen  gegen  die  Greifljcwegunc  in  keiner 
Weise  die  ScHWENDEXER'sche  Theorie  erschüttern  kuaaen. 
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W.  SdiAibiiAr.  Übet'  eine  Trans/ ormationsformel  für  Doppel- 

Die  Auflösung  der  qnnrl ratischen  Gleichung  fx  =  0  be- 
ruht darauf,  dass  der  DiflereiUialquotient  f'x  nur  zwei  entgegen- 
geseUte  Werthe  annehmen  kann.  Diess  folgt  z.  B.  aus  der  be- 

boDten  Gleichung  ^     ^  0 ,  mitbin  ist  (r^)*  durch  eine 

^anze  Function  der  Coefficienten  —  die  Discriminante  —  ge- 
geben. 

Bei  zwei  Functionen  zweiter  Dimension  in  x  und  y  sind  im 
Allgemeinen  vier  Werthsysteme  xy  vorhanden,  für  welche 
^  SB  0  ;  in  der  Jacobi  sehen  Gleichung  (Grelle  Bd,  XIV  S.  286) 

'd(a?v) 

Steigt  die  Fiinctionaldeterminante  auf  den  zweiten  Grad  und 
kann  vier  Werthe  annehmen.  Setzt  man  jedoch 

/•«  pccy-hp^x-hp^y  -^p^  «  0 
9  «  ^xy  4-  q^x  9»  =  ö 

80  reduciren  aich  die  vier  Werihsysteme  von  xy  auf  zwei  (zwei 
Schnittpunkte  der  gleichseitigen  Hyperbeln  rücken  ins  Unend- 
liche] und  die  Functionaldeterminante 

wird  linear.  Alsdann  bleibt  die  Gleichung  gültig 
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80  dass  wiederum  (^^j*  ^^^^^  ganze  Function  der  Coefficieotco 

p  und  q  darstellt.  Man  erhält  mit  leichter  Mühe 

Sehreibt  man  daiHr  mit  abgekttnter  BeiAtdinmig 

(jST  "  ^  *  -  («  -03)'  -  4 (0«)(J8) 

80  hat  man  auch 

« (01  -  «3)^-  (1 8  -  03-hO  I  -h  S3)  (I «  -  03  -  Of  -  23) . 

Der  abgeleitete  Ausdruck  führt  zur  Transformation  eines 
Doppelinleprals.  analog  den  von  Jacobi  in  Bd.  8  u.  45  desCrelle- 
schen  Juurinds  iKh?indellen  Fällen,  in  denen  zwei  Doppelinte- 
grale von  gleicher  Form  in  einander  transformirt  werden,  ilieriu 
betrachte  man  die  Coelficienien  p  und  q  als  Functionen  neuer 
Yariabeln  wz^  in  Beiug  auf  welche  f  und  gt  die  Formen  aonelK 
mea  sollen 

f  as  riü%     r,  u;     r,  3  -f-  r,  SB  0 

q>  ma  stv  Z      S^^C      S^S  ^  0  . 

Alsdann  werden  die  Goefficienten  r  und  s  in  ahnlicher  Weise  ab- 
hängig von  X  ttod  wie  p  und  q  von  w  und  j ,  und  in  der 
Gieichung 

J^dxdy           i*dwdi  • 


1)  Dass  die  JAC0Bi*8cbe  Form,  bei  welclier  der  Grad  des  Zälilers 
»'.ribus  inferior  quam  summa  ordinum  f  tp«  sein  soll,  in  solchen  Fallen 
ihre  allgemeine  Gültigkeit  verliere,  ist  von  Khoneceer  hervorgehol  t  n  und 
zudeich  betont  worden,  «dass  alsdann  ebenfalls  gewisse,  den  Jacoüi  sehen 
ReiuUuaen  entsprechende  Beziehungen  abgeleitet  werden  können«.  S»ehe 
Berliner  Mooatsbericbte  486&,  S.  689  f. 
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Imdea  sich  die  Variabelo  getreont,  weoD  man 

5ui)stituiri.  SelbstversUudiich  geben  obiger  Gleichung  die  ana- 
log gebildeten 

drcdx          dydz  ,      1  i  I3  ^  dwdy 

pdraliel. 

Aus  der  Theorie  der  elUpiisehen  Functionen  ist  bekannt, 
da»  fttr 

-  -  m 

od#r 

du « 

wird.  Ebenso  erhalt  nian  fUr 


wo  der  Bequemlichkeit  halber  (siehe  Rosrnhaui,  Preisschrift 
S.  422) 

=  ;>(ui,  VI) 

gesetst  ist, 

^  (ar) 


4 


oder 


iHH  W.  ScHiiBifsa, 

Bestimmt  man  tmn  die .  coostanten  Goefficieoten  in  den 
Functionen  /  und  g>  so,  dass 

80  hat  man  auch 


\\  eun  ein  Ausdruck  F'xj/  dxdy  doppell  iulegrirt  werden 
soll,  so  pflegt  man  den  l  in  fang  des  Doppelinlcgrals  durch  An- 
gabe des  Bereichs  zu  besliiuuien,  inuerliiill  )  dt  ssm  und  v  varii- 
ren  sollen,  ebenso  wie  bei  einfacher  Integration  das  Integral 

J* Pxdx  dadurch  su  einem  bestimmten  Integrale  wird,  dass  dk 

Grenzen  oder  der  Integrationswe^;  \  (H  L^eschriebon  werdon.  Als 
unbestimmtes  Intei^ral  tjilt  die  Function  ?/  ■+•  const.,  welche 
der  Diflerentiallorinei  du  =  Fxäx^  mit  anderen  Worten  der 

Gleichung  ^  rs  Fo;  genügt.   In  analoger  Weise  können  wir 

von  einem  im6e5////Jm/e;j  Doppelinlograle  sprechen,  wenn  zwei 
Functionen  u  und  v  von  x  und  y  bekannt  sind,  weiche  der  Diffe- 
rentialformel 

dudv  a=  F{xy)  dxdy 
mit  anderen  Worten  der  Relation 

h(uv) 


genflgen.  Und  wie  man  das  einfache  bestimmte  Integral  —  von 
speciellen  Grenzwerthen  abgesehen  —  in  der  Regel  am  be- 

quemslen  aus  dem  unbCvStimmten  ableitet,  so  wird  auch  der 

Übers^aiig  zu  einem  Doppeliutegrale  mit  bestimmtem  hUeura- 

tionsbereiche  in  der  reducirten  Form  jfjf dudv  =  fudv  in  der 

Regel  bequemer  xu  bewerkstelligen  sein  als  bei  jfj^ F(xy)dxdy, 

Rei  dieser  Reduetion  hat  man  als  charakteristisch  su  beach- 
ten, dass  während  beim  einfachen  Integral  die  Function  u  bis  auf 
eine  Constante  besiimint  ist  ,  an  Stelle  von  u  und  v  zwei  be- 
liebige Functionen  u  v  treten  kuunen,  fUr  welche  die  Gleichung 
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^  u't  ' 

=  1  erfuilt  ist.  Beseichnet  man  dtther  durch  ^  und  tff 
iwei  wülkürlidie  Functionen,  so  ergibt  sich 

wenn  in  dem  iNirtiellen  Differentialquotienton      j  u  durch  u' 

eliminirt  worden  ist.  Auch  können  hier  u  v  und  u'  v'  vertauscht 
werdeo.   Analog  lusst  sich  die  unbestimmte  Integration  der 

Differentialformel  dudv  «  F(xy)dxdy  oder        =  F(xy)  ira 

alij^emeinsten  Falle  aul  eine  Quadratur  zurUcklUhreo  mittelst 
der  Gleichungen 


[F[xy]-\ 
b<p  I  X  durch  u  eliminirt 
da;  J 

wvd. 

Wenn  bei  einem  einüacben  Integrale  /  ^  F(x)dx  die  Gren- 

zen  gegeben  sind,  so  hat  man  noch  den  Integrationsweg  fesUu- 
stellen,  um  den  Werth  des  Integrals  ohne  Vleldculii^keit  zu  er- 
hallen. Für  X  =  t  u}  aesrhieht  diess  durcii  eine  reelle  Giei- 
chungT^fn/)  =0,  welche  lür^^^  w^  und  erfüllt  sein  muss;  man 
weiss,  dass,  von  singulüren  Punkten  abgesehen,  eine  Variation 
von  (p  auf  den  Werth  des  Integrals  ohne  Einfluss  bleibt.  An 
Stelle  der  Gleichung  9  «  0  können  t  und  u  auch  als  Functio- 
nen ptneriinabhiingigen  reellen  Variabein  p  gegeben  sein,  die 
i&oerbalb  des  Integrals  von  ji«  bisp^  wächst.  Man  wird  dem- 
nach sagen  können :  um  das  einfache  Integral  zu  einem  bestimm- 
(SR  lu  machen,  bat  man  zunächst  ein  zusammenhängendes  Ge- 
biet von  einer  IHmension  aus  dem  jstoetdimensionalen  Gesammt^ 
gebiete  der  complexen  Werthe  von  auszuscheiden,  etwa  unter 
dem  Bilde  der  durch  die  Gleichung  fp(tu)  =  0  gegebenen  — 
unli -lenzten  oder  geschlossenen  —  Curve,  und  dauii  aui  dieser 
Corve  die  Strecke  von  x^  bis  x^  zur  IntegraUoii  zu  benutzen. 
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leisten  sukdnnen,  wird  man  ein  tnsammenhaDgendes— lo- 
nächst  unbegrenstes  —  .Gebiet  von  zwei. Dimensionen  aus  dem 
vierdimensionaleD  Gesammtgebiete  complexer  Werthe  vod  x 
und  y  auszusooderoi  und  auf  demselben  durch  eine  Gurve  oder 
emdimensionate  Begrenzung  denjenigen  Gebietstheil  in  defini- 
ren  haben ,  ttber  welchen  die  Integralion  der  'Function  F  (xy) 
»ich  erstreoken  mo\U  Ein  solohas  unbegr^nst^B  Gebiet  fielnl 
ft»  B.  der  Goniplex  der  ceellen  Werthe  von  w  m^t-^-M 
y  «  V  +  wt  I  charaklerisirl  durch  die  beiden  Gleichan^ 
u     0'  und  i&  «B  0 ;  in  diesem  Gomplexe  ist  dann  mii  BoMe 
einer  (geschlossenen  resp.  unbegrenzten)  Grenicurve  ==9 
der  eigentliche  Integrationsbereich  zu  bestlnmieB.  ImaUg»* 
meinen  Falle  wird  das  unbegrenzte  (geschlossene)  zweidimen- 
sionale Gebiet  dadurch  gewonnen,  dass  die  reellen  GiOssen 
fuvioswei  Gleichungen  (pftuvw)  =  0  und  \p[tuvw)  s  Oer- 
fallen sollen )  milteist  deren  zwei  der  vier  Variabein  durdidie 
beiden  anderen  ausgedrückt  werden  können ,  oder  dass  diese 
vier  Varia!)eln  als  Functionen  zweier  unabhiingii^en  reellen  Va- 
riabein p  und  q  gegeben  sind.    Die  (irenzcurve  für  das  eigent- 
liche Integrationsgebiet  wird  dann  durch   eine  Gleichung 
X[pq)  —  0  zwischen  den  beiden  unabhängigen  Variabein  ciefi- 
nirt,  dergestalt,  dass  die  ÜDgleichuog <C  0  den  Integration^ 
bereich  unifasst. 

Häufig  w  ird  indess  diese  Grenzcurve  dadurch  best iimi\l sein, 
dass  die  NN  frtije,  wi  Iciie  die  (complexe)  Variable  x  an  derGreoie 
annehmen  soll,  nebst  den  zugehörigen  Werthcn  der  zweiten Inlc- 
grationsvariabeln  y  gegeben  sind.  Mit  anderen  Worten,  für  die 
Grenzwerthe  soll  eine  Gleichung  y  =  fx  bestehen,  in  welcher 
X  die  durch  =  0  vorgeschriebenen  Werthe  durchlaufen 

soll.  Ist  nun  fx  im  engeren  Sinne  Function  der  compK  \en  Nn- 
riabeln  x,  so  werden  dadurch  v  und  w  als  Functionen  von  f 
und  u  bestimmt,  welche  den  bekannten  Difl'erenlialrelationeu 


folglich 


5ir+  s^i=0  und  ^+^  =  0 
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genügea.  Es  würde  non  an  sich  Nichts  im  W(*i^e  stehen,  durch 
y  =  r.r.  oder  die  entsprechenden  Gleicluiiii^en  v  =  fp{tu), 
w  =  ip{tti)  ein  unbegrenztes  zwpidimensionnlt's  Gebiet  zu  defi- 
Olren,  in  welchem  die  gegebene  dronzeurve  xi^'O  enthalten 
ist,  und  auf  diese  Weise  das  Doppelinlegral  zu  einem  völlig  be~ 
iUmmkn  sa-machea.  Man  sieht  aber  leicht,  dass  in  <iiesem  Falle 

'die  FuDctionaldetermfnaDte        und  damil  der  Werth  des  be- 

0  .tu) 

Stimmten  Integrals  Ixi  Einführung  der  reellen  Yariabeln  tu 
idealisch  verschwindet. 

Obrigeos  ist  aus  der  Theorie  des  logarithniischen  Potentials 
bekannt ,  dass  wenn  die  Werthe  gegeben  sind,  welche  v  und  w 
läogs  der  Grenzcurve  ;( (/t/)  s  0  annehmen,  während  im  Innern 
(auf  einer  Seite)  derselben  überall 

sein  soll,  dadurch  die  stetig  variabeln  Functionen  v  ^  ^  {tu) 
and  to  «  ^(^t<)  I  und  somil  vollkommen  bestimmt  sind.  Da- 
bei seigt  sieh,  dass  wenn  und/*,  zwei  willkttrltche  Fuuotionen 
bedeuten,  und 

f=«i         +  Uly  +f^{t^ui}) 

sowie 

* 

als  reelle  Integrale  der  Potentiaigleichung  ausgedrückt  werden, 
die  Gleichung  y  ^  f  x  im  Sinne  des  Functionsbegriffs  com- 
ptexer  Yariabeln  nur  dann  hervorgeht,  wenn  die  lltogs  der 
Grenscurve  gegebenen  Werthe  von  t;  und  w  so  beschaffen  sind, 
dass    =    ;  mit  anderen  Worten,  dass  die  Ausdrucke 

vdu     wdt  oder  t;dl  —  wdu 

vollständige  DifTerentiale  werden.  Ist  diess  nicht  der  Fall,  so 
bleiben  gleichwohl  v  =^  rp  [tu)  und  w  =  ^{tn]  die  Gleichungen 
für  ein  zweidimensionales  inlegrationsgebiet,  an  dessen  Begren- 
zung die  Integrationsvariabein  x  und  y  gegebene  con)|)lexe 
Werthe  annehmen ,  und  alle  Übrigen  zulässigen  Integration^- 
gebiete  werden  durch  Variirung  der  Functionen  (p  und  ip  her- 
vergehen, wenn  dabei  nur  die  der  Grenigleichung  %{tu)  sa  0 
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entsprechenden  Werthe  ungeUndert  bleiben»  Dabei  wird  sich 
nach  Analogie  der  einfachen  Integrale  herausstellen ,  dass  eine 
solche  Variation  der  Fnnetionen  ^  und  t/f  erst  dann  von  Einfluss 
auf  den  Werth  des  bestimmten  Doppelintegrals  werden  kann, 
wenn  gewisse  singulare  Stellen  tibersehritten  werden« 

Die  vorstehenden  Andeutungen  mögen  genttgeiA,  um  su 
zeigen,  wie  man  bei  Doppelintegralen  mit  complexem  Integra- 
UoDswege  zur  Reduction  auf  reelle  Variabilitttt  gelangen  könne. 
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A.  Horwitz,  Über  Reiationm  zwischen  Klassenanzahlen 
bmärer  qftadratischer  Formen  von  negativer  DeterminanU,  Vor- 
gelegt Yon  Prof.  Klein. 

1d  einer  Note,  welche  in  den  GUttinger  Nachrichten  vom 
21.  Nov.  4883  veröffentlicht  ist,  habe  ich  gezeigt,  wie  die  von 
Herrn  Klbiit  sogenannten  Hodutarcorrespondenzen  mit  Httlfe 
der  ^-Functionen  mehrerer  Veränderlichen  analytisch  darge- 
stellt werden  können*).  Seither  habe  Ich  mein  Augenmerk 
namentlich  auf  die  Verwendung  dieser  Entwicklungen  zur  Auf- 
stellung von  Klassenzahlrelationen  ,i;erichlel.  Ein  Theil  inuiner 
dieshezüglie-Iien  Untersuch uDijeii  l)iltlt't  den  Inhalt  einer  in  den 
Malliematisrfien  Annalen  [Bd.  25)  deninüchst  erscheinonden  Ab- 
handlunc,  in  welcher  ausser  allj^emeinei)  Ansiilzm  iii.^LM  ^ondero 
di»»  Al^Ieiluiisz  der  Klassenzahlrelalionen  der  7.  Stufe  enliiallen 
l<.  Im  Nachstehenden  erlaube  Ich  mir  nun  die  Endresultate 
mitzutbeiien ,  zu  welchen  mich  die  analogen  Untersuchungen 
für  die  M.  Stufe  geführt  haben;  die  Beweise  der  betr.  For- 
mela  hoffe  ich  demnächst  andern  Orts  ausfuhrlich  darlegen  zu 
kSanen. 

Wie  bei  den  Klassenzahiieiationen  7.  Stufe  ausser  Theil  er- 
SQJDmen  eine  höhere  zablentheoretische  Function  tp{n]  auftritt, 
»  kommen  in  den  Relationen  der  1 4 .  Stufe  drei  höhere  zahlen- 


4)  Die  citirte  Arbeit  beschäftigt  sich  atlerdinf:!s  nar  mit  specieltoa 

Uodoldrcorrcspon(1pn7pn ;  jedoch  lassen  sich,  wie  leicht  zu  erkennen, 
iie  dort  aage8t«li(eo  Betracbluogen  auf  beliebige  Modularcorrespoadeozcn 

itx?r!r3aen. 
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theoretische  FnBCtioneD  vor,  welche  ich  mit  ip^{njj  V'j[^^), 
ipf{n)  bezeichne. 

Diese  Functionen  sollen  hier  nur  für  durch  4  \  nicht  Iheil- 
l>aie  Werthe  von  7i  definirt  werden;  überhaupt  möge  der  Buch- 
stabe n  im  Folgenden  stets  eine  zu  4i  theilerfremde  positive 
Zahl  bedeuten. 

Die  Function     (n]  hat  die  Bedeutung : 

(«)  =  y  ^a; , 

(iie  Summe  erstreckt  Uber  alle  diejenigen  Lösungen  der  Glei- 
chung 

durch  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  in  weichen  «c 

quadratischer  Nichtrest  von  4 1  ist. 

üieniach  wird  z.  B.      (4)  ss  4 ,  *  —  4  u.  s.  w., 

und  allgemein 

tlf,(n]  =  0, 

wenn  n  iiuadraUscher  Nichtrest  von  4  4  ist. 

Zur  Definition  der  Functionen  ^«(n) ,  tp^  (n) ,  betraohle 
ich  die  Gleidiung 

4  n  =:  0?*      4  4     -h  2-      4  4 . 

Es  beseichne  Z(n)  die  Zahl  der  Losungen  dieser  Gleichung 
in  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen  tt,  wobei 

jedoch  nur  solche  Losungen  gezahlt  werden  sollen ,  in  welchen 

(T     y  eine  gerade  Zahl  ist.  Unter  diesen  Z{n)  Losungen  wühle 

man  ferner  diejenigen  aus,  in  welchen  eine  der  Zahlen  Xy  s, 
o?  —  -5,  X  -h  z  durch  4 1  ihcilhdr  ist;  die  Anzafil  riu'scr  ausge- 
wHhlten  Lösungen  sei  /«[n}.  Aisdaun  hat  man  die  loigenden 
Definitionsgleicbungen : 

V'iW  =  — — g  —  f 

wo  0{n)y  wie  aooh  W'AlMhIn,  die  Summe  der  Divisoren  von  n 

bedeutet.  Beispielsweise  ist  ^,(4)  •f=V,(i]  =*  <j  V^tl^i 
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=  Die  zahieatbeoretischen  Functioaen  tp^(n)f  t/',(n), 
^^(n)  besitzen  für  jeden  Werth  des  Argumentes  n  positiv-  oder 
negativ-^anzzabligeWerthe.  Bezeichnet  ferner  tp{n)  irgend  eine 
dieser  drei  Functionen,  so  besteht  fttr  irgend  zwei  zu  44  (hei- 
lerfremde Zahlen  fi,  n'  die  Relation 

bierbei  ist  die  Summe  zu  erstrecken  Uber  alle  gemeinsamen 
Divisoren  Ö  von  n  und  n. 

Fttr  die  übrigen  in  den  Klassenzahlrelationen  4  4  .Stufe  auf- 
tretenden GrOosen  gebrauche  ich  folgende  Bezeichnungen : 

Ist  tu  eine  positive  ganze  Zahl,  so  bedeutet 

H(m) 

die  Aniahl  der  verschiedenen  Glessen  von  positiven  Formen 

au*  +  6iit?  cü" 

der  negativen  Determinante 

b*  —  iac  «  —  m  , 

wobei  jedoch  die  Classen^  welche  eint  Form  {a.  0,  a) ,  i)ez. 
(tt,  a,  a)  enthalten,  nur  ^  bez.  ^  Mai  zu  zählen  sind;  femer  soll 

H(0)i-1, 

imd  für  alle  negativen  und  gebrodienen  Warthe  von  m 

H[m]  sO 
gesetzl  werden.  Weiter  ist  unter 

die  Summe  derjenif^eii  Di\isüren  von  7i  zu  verstehen,  weiche 
kleiner  als  Vn  sind  und  deren  Quadrat  m  i  (mod.  44)  ist,  wobei 

zu  dieser  Summe  noch  ^  Vn  hinzuzufügen  ist,  falls  Vn^  eine 

inse  Zahl  und  nmi  (med.  4 4 }  ist. 

Endlieh  werde  cur  Abkürzung  das  Summenseichen 

ein^eführl.  Falls  =  0  (mod.  ^1),  soll  die  Summe  über  allr 
positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  x  erstreckt  werden. 


welche  a  0  (med  44)  sind;  in  jed^m  anderen  Falle  da^eu 


ageueri  Ulter 


Iii. 


alle  posUiven  gaoien  Zahlen  x,  deren  Quadrat  =  Ä  [mod 

Mrt  diesen  Bezeichnungen  stellen  sich  nun  die  4  3  Keiatioaeü 
der  M ;  Stufe  folgendermassen  dar: 


L  Fermelii,  In  welehen  n  irgend  einen  quadratischen  NIchtregt  voa 

11  beientet. 


T  — » 

5  .^^(4«  - 

0 

•«•) 

®>j  -  ^,;«; 

■ 

•x«) 

5  .yjll^in  - 

Ulli 

2  h 

X«) 

®W  +  Vi» 

+  2V',;'0 . 

k 

«*) 

6.^if^4H- 

8n 

x'j 

II.  Femeln,  In  wdehen  n  Irgend  einen  «naAratlscheu  »est  von 

11  bedentot« 

5  .^ö{tn  -  x«)        =  ©;«,  _  ^,(„)  -  51^^  _  . 

Du  ' 

ä  .^^Hil«  -  «•)         =        -  ^,(n)  -  6  tr„  -  5  Oi,  . 
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Die  beiden  von  Heim  Gimstba 'abgeleiteten  und  die  weite- 
ren flQnf  von  demselben  vennntheten  Formeln  stehen  im  Ein- 
Uang  mit  den  Tontehenden  Resultaten.  Die  Elimination  der 
Fünolionen  tp^{n)  nnd  i//,(n]  liefert  nSmlich  eine  Reihe  von  For- 
meip,  welehe  nur  noch  die  Function  (n)  enthalten ;  unter  die- 
sen finden  sich  insbesondere  auch  die  Gnasna^sclien  Ponnelny 
Wie  das  von  vornherein  zu  erwarten  stand. 

Rtfnigsberg  in  Pr.»  den  4.  December  1884. 


4}  Mathemaiisclie  AnoaleD,  Bd.  iS,  p.  101 — 106. 
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Halle  4885. 

Bericht  über  die  Sitzungen  der  oatorforscheodea  Gesellschaft  zu  Halle  im 
J.  4884.  Halle  1884. 

ZdtSGhrHI  fttr  Naturwissenschaften.  Originalabhandlungen  u.  Berichte. 
Hrsg.  vom  Naturwiss.  Verein  f.  Sachsen  und  Thüringen  in  Halle. 
4.  Folge,  Bd.  3,  4884  (d.  ganzen  Reihe  57.  Bd.).  H.  5.  6.  Bd.  4,  488S 

'd.  ganzen  Reihe  58.  IhW  H.  4 — 4.  Holle  1  884  Hr^. 

Ergebniäse  der  Beobachtungsstalionen  an  den  deutschen  Küsten  über  die 
physikalischen  Eigenschaften  der  Ostsee  u.  Nordsee  u.  die  Fischeret. 
Jahrg.  4884,  H.  4^1.  Berlin  488&.  86. 

Verbandlange [)  des  Vereins  f.  naturwissenschaftl.  Unterhaltung  su  Ham- 
burg. Bd.  5.  4  878 — 82.  Hamburg  1883. 

Zeilschrift  des  Vereins  für  Liiheckische  Geschichte  u.  Alterthumskunde. 

Bd.  4,  H.  3.  Lübeck  1  884. 

Schriften  der  naturtorscheuden  Gesellschaft  in  Daazig.  N.  F.  Bd.  6,  U.  i, 
Danzig  4885. 

Schriften  der  physikal.-Okononii sehen  Gesellschaft  zu  KOnigsbeig.  Jah^. 

25  {1884),  Abth.  1.  2.  Königsberg  4  884.  85. 

Zeilschrift  der  historischen  Gesellschaft  fttr  die  Provioi  Posen.  Jahrg.  1^ 

H.  4.  2.  Posen  1  sh5. 

Vi.  Jahresbericht  des  Westfälischen  Provinzial-Vereins  für  Wissenschaft  u. 
Kunst  fttr  4884.  Mttnster  4885. 

Jsbibtteher  des  NassanseheB  Vereins  für  Natvrknnde.  Jahrg.  $7.  Wies- 
baden 4  884. 

SitSDDgsbericltte  der  pbysikal.-medicinischen  Societttt  In  Erlangen.  Heft  4 6« 

Erlangen  1884. 

Jahresbericht  der  nalurlnstorischen  Gesellschaft  zu  Nürnberg,  4884  (Nebst 

Abhandiunyeu,  BJ.  ö,  Bogen  1.  ij,  Nürnberg  188."). 

Anzeiger  des  Germauischen  Nationalmuseums.  Bd.  4,  H.  1  (Jahrg.  4884). 
—  Mittheiinngen  aas  dem  Germanischen  Museum.  Bd.  4,  H,  I 

(Jahrg.  4884).  —  Katalog  der  im  Germanischen Huseum  befindlichen 
Glasgemälde  aus  Älterer  Zeit.  Nürnberg  1884. 

Sitzungsberichte  der  physikai.-medicin.  Gesellschaft  in  Würzburg.  Jaiirg. 
1884.  Würzburg  1884. 

VcvbsDdlungen  der  physikal.-medicin.  Gesellschaft  in  Würzburg.  N.  F. 
Bd.  48.  Wttrxburg  4884. 

Württembergische  Vierteljabrshefte  für  Landesgeschichte.  Ilsg.  v.  d.  KgU 
Stalist.-topogr.  Bureau.  Jahrg.  7  (4884),  H.  1—4.  Stuttg.  1884.  85. 

Jahresbericht  des  physikalischen  Vereins  zu  Frankfurt  a/M.  f.  d.  Aechnungs* 

jähr  1883—84.  Frankfurt  a/M.  1885. 

24.  und  23.  Bericht  Uber  die  Tbatigkeit  des  OfiTenbacher  Vereins  für  Natur- 
konde.  Verelnsjabr  488i— 84.  OlTenbach  4885. 


'Verhandlungen  des  naturhistor. -medicin.  Vereins  za  Heideiberg.  'N.  F. 

BfJ.  3.  U  4.  flci.l.-lh.'iL'  iSS5, 

Verhandtungen  der  Sciiweizensctiennaturforscbenden  Gesellschaft  in  Luzerii 
d.  46. — 18.  Sept.  1884  (67.  Jahresvemmmlang).  Jahre8berielit1883/8«. 
Lozem  1884. 

•Archives  des  scIences  physiqucs  et  naturelles,  Nov.  D6c.  1884:  Corapte^ 
rendu  des  travaux  prosenl(^s  h  la  67.  session  de  la  Sociöl^  Helvätique 
des  scienccs  nalurelies  r^unie  a  Lucerue  le&  46 — 18.  SepU  1884.  Ge- 
növe  4884. 

Nene  Denltscbriften  d.  allgem.  SchweiieriacheD  Geaellacbafl  für  die  ge- 
sammtea  Naturwissenschnfteo,  Bd  S9,  Abth.  i.  Basel  1884. 

Beitrage  7ur  vatcrländ.  'i*-;  lutlite.  Hrsg.  v.  d.  Historischen  u.  Antiqua- 
rischen Gcsellschaa  ui  Basel.  N.  F.  Bd.  i  (der  gauzea  Reibe  1 3. Bd.), 
H.  i.  Basel  4883. 

Yerbandlungen  der  naturforadieiideii  Geaetlschaft  in  Basel.  Tb.  7,  H.  s. 
Basel  1885. 

Hillhcilungen  der  naiui forschend«'ri  r;-     H^diaft  in  Bern  aus  d.  J.  1884, 

H.  i.  3  (No.  1083—11021.  iHs:.,  11.  i    \n.  H03  — tS  .  Bern  1884.  8S. 

Vierzehnter  Jahrrshfn'tcht  der  histoi  isclt-antiquariscbeo  Gesellschaft  vod 

«iraubundeii.  Jalirg.  4S84.  Chur  1884. 

Le  in  u  lus,  Simon  ,  Die  Raeteis.  Epos  In  9  Gesfingcn.  Unter  Veranstaltung 
d.  hist.-antiqaar.  Gesellschaft  Graobttndens  hrsg.  v.  P.  Plattner. 
Cbur  1874. 

Jahresbericht  der  nalnrforschenden  fiesellschiift  Graiibüiulcn«.  N.  F.  Jahrg. 
27  (Vcreinsijahr  18Si/83).   28  ^Verrinsjaiir  lüSH  S4  .   (:hur1884.  85. 

M^moircs  de  ia  Sociät^  de  pbysique  eid'hisiuue  naturelle  de  Gen^ve.  T.  m, 
P.  II.  t9,  P.  1.  Qenhve  4888^5. 

Vierteljahrsscbrift  d.  nalurforschenden  Gesellschaft  In  Zürich.  Jahrg.  16 — 19. 
Zürich  1881—84. 

Verslagen  en  Metl(Mk»elingen  der  Kon.  Ak;ut.  \ .  jcnsch.  Afdeel.  Lettor- 
kunde.  ill.  Heeks,  Deel  1.  Amsterdam  4 üb 4.  AfdenJ.  Natuurkundc. 
11.  Heeks,  Deel  19. 30.  Amsterdam  1884.  —  Naam-  en  zaakregtstei  op 
de  Veral.  en  Meded.,  Afd.  Natuurlc.,  il.  Ser.,  D.  1 — ^80.  Amsterdaai 
1884. 

Jaarboek  van  de  Kon,  Akad.  v.  Wetenach.  gevestigd  te  Amsterdam,  voor 

.Proces&ea-verba£tl  van  de  gewonu  Vergaderingen  d.  Kon.  Akad.  v.  We- 
.tenscli.  .le  Amsterdam.  Afdeel.  Nataurkunde.  Hei  188S<— Maart1884. 

Programme  certaminis  poetici  ah  Acad.  Reg.  disclplin.  Neerlandica  ex  legato 
HoeuflfUano  anno  4  885  indicti. 

'Bsseiva,  Petr. ,  .luditha.  Praemio  niirro  nrn.  in  cerlamioepoeLHoeulllia* 

no.  Acced.  carmen  laudatuai.  Aiuslolod.  4884. 

•Bijdragen  tot  de  Dierkunde,  aitg.  door  bet  Genoolscbap  'Natura  artis  ma- 
gistra'  te  Amsterdam.  Aflev.  41.  42.  .Amsterdam  4885. 

•Aimates  de  T^cole  P^lylechnique  de  Delfl.  Livr.  4.  S.  Leide  4884.  85. 

Handelingen  en  Mededeelingen  van  de  Maatschappij  der  Nederlendsdie 
Leiterkunde  te  Leiden  over  hei  jaar  4884.  Leiden  4884. 

Levensberigten  derafgeslorvrne  rnndelcdon  van  do  Mnatsohappij  dorXcder- 
landschc  Letterkunde  te  Leiden.  Bijiagc  tot  de  Handelingen  van  1884. 
Leiden  1884. 
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IX 


Nederlandsch  kruidkundig  Archief.  Verslagen  en  llededeelingen  der 
Nederlandsche  lioLaoi»cbe  Vereeoiging.   Ser.  11«  Deel  S ,  $i>  4. 

Nijmegen  1885. 

Programme  de  laSoci6l<3  de  philosüplm'  experimeutale  de  Rotterdam.  1884. 

Aaoteekeningeo  vao  bei  verhaadelde  iii  de  sectie-vergadertDgea  van  het 
.  Provioc.  Ülr«chtecbe  Genootschap  van  kunston  en  wetensobappen, 

ter  gek'gentieid  van  de  algem.  vergadoriogeD  gehouden  d*  S7,  Juni 
4882;  d.  2G.  Juni  1883.  Utrecht  1882.  83. 

Verslag  van  bei  verhandelde  in  de  nl^iora.  vergader.  van  bet  Provinc.  Ut- 
rechtsche  Geuootscbap  van  kuti^teo  en  weteoscb. ,  gebouden  d. 
17.  Juni        d.  S6.  Juni  1888, 14.  Juni  1884.  Utracbt  1881—84. 

IsfattlSt  A.  H.,  en  C.  E.  Daniels,  De  Verdiensten  der  Holiandseiie  ge- 
leerden  ten  opzicbte  van  llarveys  leer  van  den  bloedsomlnop.  Mol 
goud  bekroond.  l'iit;.  door  hol  Provinc.  l'trecbtscbe  Genootschap  v. 

kunsten  en  weteuscbappcMi.  llrecbt  1883. 

Plaats.  J.  D.  van  der.  De  plaalsbcpaling  bij  do  aromatische  lichamen. 
Prijsvraag  ultgesdir.  door  het  Prov«  ütrechtacbe  Genootsch.  v.  Icun- 
sten  en  welenschappen.  Mit  goud  bekroond.  Utrecht  4883. 

Qnestions  mises  ait  concours  per  la  Soci<St6  des  arts  et  des  sciences 

stabile  ä  Utrecht.  i8S5. 

Bijdragcn  en  Mededeelingen  van  het  liistoriscb  Genootschap  gevesligd  te 
Utrecht.  Deel  8.  Itreclit  1 SS5. 

Werken  van  hat  Historisch  üenootscbap  gcvestigd  te  Utrecht.  N.  ö.  36.  S^. 
Ub>ecbt  1884. 

Ondenoekingen  gedaan  in  bet  Physiolog.  Laboratorium  d.  Ulrechtsche 
Honfre*.riin  1.  Uitgeg.  door  F.  C.  Dooders eaTh.W.£ngeiniann. 

Donl«>  \UH'ks,  IX.  Utrecht  1884. 

Archivi'S  ncerlandaises  des  sciences  exactes  et  naturelles,  publikes  par 
la  Sociale  HoUandaiso  des  sciences  ä  Harlem.  T.  19,  Livr.  4.  5. 
T.  10,  Livr.  4—8.  Hartem  1884«  85. 

Programma  van  de  Ilollandscbe  Maatscbappij  der  Wetenscb.  te  Haarlem 

v(>nr  het  jaar  1885. 

Arcliivt's  du  Mitsf^e  Tevler.   Scr.  II.  Vo).  2,  P.  2.    Hariom  1883. 

Verl^andeliii^eri  rakriuie  den  naluurlijkeo  cn  geopenbaarden  jiodsdienst, 
uitg.  duor  Teylers  üodgelecrd  Genootschap.  N.  i>.  Deel  11,  St.  2. 
Haariem  4885. 

Becaell  des  mömoircs  et  des  travaux  publiös  par  la  Soci^i«^  Botanique  du 
Grand-Duch^  de  Luxenibourg.   No.  9.  .40^(4883.  84).  Luxemb. 

1885. 

Bulletins  de  l'AcadCmie  Royale  de«;  <;ciences,  des  letlres  et  des  beaiu-arts 
de  Beigiqpie.  Ann8e  51  (iBsa^ ,  T.  8.  Ann^  53  (4884) ,  T.  7.  8.  Bni- 
xelles  4888.  84. 

Mtooircs  de  rAcad^mie  Royale  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts 

de  Iklgique.  T.  45.  Braxelles  1884. 

Memoire»  couronn(*s  et  M6moiresdes  savanls  cttangcrs,  publ.  p.  1  Acad.  R. 

des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  I5elgique.  1.  45.  46. 

BruxeUes  4883.  84. 
IKmoires  couronn^s  et  auti*es  Hömoires  publ.  p.  l'Acad.  R.  de«^  sciences, 
.des  lettres  et  des  besux-arts  de  Belgique.  CoUection  in  -  8<>.  T.  88. 

Bruxelles  1884. 
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Annnaire  de  l'Acad.  R.  dos  sciences,  des  lettrps  et  (\p<  hraux-srts  de  Bel- 
gique.  Ann^p  50  1S8'«^  51  Uruxclles  l«s4.  ^5. 

Aonales  de  la  Soci^l^  entomologique  de  Beigique.  T.  28.  29,  P.  I.  Brifr- 
xcUes  1884.  85. 

Bullettioo  deir  InsUlulo  di  coi  rispondenza  arcbeologica  per  l'aono  1884, 
No.  11  (und  Elenco  de'  participanti  alla  fine  dell'  anno  1884).  4888, 
No.  4—11.  Roma  4885. 

Aitidella  R.  Accadcmia  de'LißCei.  Serie  III.  Momorie  dellaClasse  di  scienze 
fisicfip,  matemat.  e  naturali.  Vol.  r'i  -  17.  Roma  1883.84.  —  Mcmorie 
della  classe  di  scieuze  moraii,  storicbe  e  filologicbe.  Yol.  8.  1o.  11. 
Roma  4888.  —  Transunti  VoJ.  8,  Fase.  46.  Roma  4884.  —  Serie  IV. 
Reddiconti.  Vol.  4,  Fase.  4—44.  48—48.  81—18.  Roma  4884.  88. 

Osaervazioni  meteorologicbe  fatte  al  R.  Osservatorio  dcl  Campidoglio.  Dal 
Luglio  al  Dicembre  1884.  Estratto  dagli  AUi  deIJa  R.  Accad.  dei 

Lincei.  Roma  1885. 

Memorie  del  R.  Istiluto  Lombarde  di  scienze  e  lettere.  Clas.>>e  di  lottere 
e  aciense  mor.  epolit.  Vol.  45,  Fase.  1.  Milaoo  4888. 

Reale  Istiluto  Lombardodi  scieuze  e  lettere.  Rendiconti.  Ser.  II,  VoL  47. 
Mil8Bo4884. 

Atti  della  R.  Accademia  deUe  acienn  dl  Torino.  Vol.  XX,  Disp.  4—8. 

Torino  1885. 

Memorie  della  R.  Accademia  delle  scienze  dt  Torino.  Ser.  II,  T.  36. 
Torino  1884. 

L'Ottica  dl  ClBudio  Tolomeo,  da  Bugenio  Hdotta  In  lalino,  ora  per  la 
prima  volta  pnbbl.  da  Gilb.  Govi.  Torino  4885. 

Programm  für  den  fünften  Bressa'scben  Preis.  Turin  4885. 

Bollellino  meteorologico  ed  astronomico  dell'  Osservatorio  della  R.  üniver- 
silä  di  Toritro.  Anno  19  (1884).  Parte  raeteorologica.  Torino  4885. 

Pubblicazioni  del  U.  Istituto  di  shvl'i  superiori  pratici  e  di  porfeziononipnlo 
in  Firenze.  Sezioue  di  lilosulia  e  Ulologia.  Cbiappelii,  Ale&s., 
Deila  interpretazione  panteistica  dl  Piatone.  Firenze  4881. — Sezione 
di  medicina  e  cbirurgia  e  Scuola  di  farmacia.  Archivio  della  Scuola 
d'annlomin  patolo-iica  ,  direlto  (f  j  <].  Pellizzari.  Vol.  1.  Firenze 
1881.  —  ijezioue  di  scienze  tisiche  e  iialurali.  Kovighi,  A., 
e  G. Sa n  t i n  i ,  Solle convulsloni  epiletticbe  per  veieni.  Firenzel 881. 

Atti  della  Soeietä  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa.  Memorie, 
Vol.  6,  Fase.  1.  Pisa  4885. 

Processi  \  erbali  della  Soeietä  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa, 
Vol.  4,  adunanza  del  44.  Die.  4884,  11.  Hano,  18,  Giugno  4885. 

Decimo  Anniversarin  della  Socictii  Tosrana  di  scienze  naturali  e  cinquante- 
simo  d'iosegnameato  dei  prof.  Gius.  Meoegbiai,  14.  Dec.  1884.  Pisa 
1885. 

Annali  della  R.  Scuola  normale  supcriore  di  Pisa.  Delta  Serie  Vol.  7  (Filos. 
eFilol.,  Vol.  4).  Pisa  4884. 

Atti  del  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettere  ed  arti.  Ser.  VI.  T.  1,  Disp.  8 

—10.  T.  3,  Hisp  1—9.  Venezia  1883—85.  —  Temi  dl  premio  pro- 

po<iti  nella  soU  nue  atlunanza  del  15.  Agosto  1  885. 

.Memorie  del  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  leltero  ed  arti.  Vol.  11,  P.  1.  8. 

Venezia  1884.  85. 
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  XI   

Gioroale  di  scienze  natarali  ed  economiche,  pubbl.  p.  cura  della  Socielä 
dt  scienze  nat.  ed  econozD.  di  Falermo.  Vol.  46  (Adqo  4888 — 84). 

Palermo  1884. 

Reodiconli  del  Circolo  malGmalico  di  Palermo.  Marzo  4884 — Marzo  1885. 
Palermo  4885. 

*Awf^a.fh  T&v  M      dxa8.  Inc  4884/85  dpY^  to5  XlhmoO  n«vnci3'nr)|A(ou. 

•A(W|vT^o?v  1884. 

Kopiaxoc.  n.  r.,  Ta  v.n-A  tt;/  TeoaapmcOtft^VTCTdpnjvffpWTOVclavtoO^EdvtxoG 

naNcrionjjJiiou.    AUr^vTjOiv  4  884. 

Kt&oxij«,  K.  N.,  Ilepl  döixt]|xaTO(  %al  notvi^t  iv  <ipX^^?  €X>.t]vtx]gTpaY({>^i7, 
'Ä8ifjvrj3iv  4885* 

Philosophie«!  Transacllons  of  the  R.  Socioly  of  London.  For  Ihe  year  4884. 
Vol.  473,  P.  1.  2.  London  4884.  88.  —  The  R.  Sociely,  4.  Dec 

^884  'List  of  Ihe  mcmber.V  . 

I'roceedin-s  of  tho  R.  Society  of  London.  Vol.  XXXVII,  No.  23^—34.  Vol. 
XXXVIII,  No.  i3ö— 38.  Vol.  X\\L\,  No.  239.  London  4  884.  85. 

Proceedings  of  the  R.  Institution  of  üreal  Britaio.  VoL  XI,  P.  i  (No.  78J. 
London  4885. 

Memoirs  of  (he  R.  Astronomical  Sociely.  Vol.  48  (4884),  P.  t.  London  4885. 

Proceedings  of  the  London  Matbematical  Society.  Vol.  45,  No.  899«— S8S. 
VoL  16,  No  233—352.  London-  4884.  85.  ^  List  of  members, 
IStb  Nov.  f884.  London  4884. 

JoDroal  of  Ihe  R.  Microscopical  Sociely,  coiiiaiinng  ils  Tmnsnctions  nnd 
Proceedings.  Ser.  II.  Vol.  4,  P.  8.'  VoL  5,  i'.  4 — 6.  London  ^S84.  85. 

Report  on  lüe  seientiüc  resulti»  of  the  exploiing  voyage  of  IL  M.  ä.  Chal* 
lenger,  4878—78.  Narrative,  Vol.  4,  P.  4.  S.  Zoology,  Vol.  44->48. 
London  4  884.  85. 

Proceedings  of  the  Cambridge  Pbilosophical  Sociely.  Vol.  5,  P.  4 — 4.  Cam- 
bridge 4884.  85. 

Transactions  of  the  Cambridge  Pbilosophical  öociety.  Vol.  44,  P.  4.  Cam- 
bridge 4885. 

Records  of  the  tereentenary  festival  of  tbe  Dniversity  of  Edinburgh  cele- 
brated  April  4884.  Edinburgh  and  London  4885. 

Address  to  the  students  of  the  L'niversity  of  Edinburgh  by  Sir  Alex.  Grant, 
delivered  on  28^^  Oct.  4  884.  Edinburgh  and  London  1884. 

Proceedinjrs  of  the  R.  Physical  Sociely.  Vol.  4  (Session  4874—78)  —  8, 

P.  i  1884— S.-j  .  Edinburgh  4878—85. 

Transactiou$  of  ibe  Edinburgh  Geological  Society.  VoL  4,  F.d.  Vol.  ft, 

P.  4.  Bdinbnrgh  4888.  85. 
Tbe  scientific  Proceedings  of  the  R.  DnbÜn  Society.  N.  Ser.  Vol.  4,  P.  5.  6. 

Dublin  4884.  85. 

The  scientific  Transactions  of  the  R.  Dublin  Society.  Ser.  Ii.  Vol.  8, 

No.  4  —  6.  Dublin  4884.  85. 

Journal  de  l'EcoIe  polytechnique,  pubL  p.  le  Conseil  d'inslrucUon  de 
cet  Etablissement.  Geh.  54.  Paris  '4884. 

Ihillelin  de  la  Soci€t6  math^matiqne  de  France.  T.  4S,  No.  5.  8.  T.  48, 
No.  4—5.  Paris  4884.  85. 

TravsQx  cl  M^'moircs  du  Bureau  internallona!  des  poids  et  mcsures,  pobl. 
sous  rautoritö  du  Comitö  iateroatiooal.  T.  4.  Paris  4885. 
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Revue  internntionale  de  l'^ectriciM  eldesesappUcatioiM.  AoDöel,  No.  4*1. 

Paris  ISSTi. 

M6moires  de  la  Socidie  des  sciences  pbysiques  et  naturelles  de  Bordeaux, 
III.  S^rie.  T.  4.  Paris  4884. 

Mömolres  de  la  Soci^tö  Nationale  des  scieoces  natorelles  de  Cherbourg. 

T.  24  (III.  S^r.  T.  4).  Paris,  Cherbourg  4884.  —  Catalogue  de  la 
biblioth^que  de  la  Soc.  Nationale  des  sciences  nat.  de  Gberbourg, 
r^d.  p.  A.  Le  Jolis.  2.  Psiitio,  Livr.  3.  Cherbourg  1883. 

Memoires  de  l'Academio  des  sciences,  belles-lettres  et  arts  de  Lyon.  Cias&e 
desleitres.  T.  tf .     Clasaedet  aclences.  T.  17.  Paris,  Lyon  4884, 88. 

Acad^ioie  des  sciences  et  lettres  de  Montpellier.  Memoires  de  la  section  des 

lettres.  T.  7,  Fase.  2  (Annees  4  883 — 84).  —  Mömoires  de  la  section 
.  dp  mr^dpcint'.  T.  5,  l  äse.  3  (Ann(^es  1880—84).  —  M<>moir('»i  de  la 
section  des  sciences.  T.  4  0,  Fase.  3  (Aan^4883 — 84).  Montpellier 
4884. 

Bulletin  de  la  Socl«t#  des  aoienees  de  Nancy  {ancienne  SocMt6  des  sciences 
naturelles  de  Strasbourg).  86r.  II.  T.  7,  Fasc.  47.  Annöe  47  (4884). 

Pnris  1885. 

Real  Academia  de  ciencias  morales  y  politicas.  Ano  de  1885.   Madrid  d.  J. 

Real  Academia  de  cirnr  in«;  morales  y  politicas.  Programaparalosconcursos 

(Ji  (linarios  de  tSS6  y  1887. 

Bi  u  del  Hierro,  Carlos,  Estudio  sobre  la  propoicioii  enlrc  la  gravedad 
de  los  delitos  y  de  las  penas.  Memoria  premlada  con  acc4^ssit  por  la 
R.  Academia  de  ciencias  mor.  y  pol.  Madrid  4885. 

Anales  del  Instituto  y  Obsrrvatnrio  de  mnrinn  de  San  Fernando,  publ.  p. 
C.  Pujazon.  Seccion  2.  Ubservacioucs  inetcoroliJijicas.  Ano  4883. 
84.  San  Fernando  1884.  85. 

Joroal  de  sciencias  matbematicas  e  astronomicas,  p.  p.  G.  Texeira. 
Vol.  8,  No.  4.  Goimbra  4888. 

Oversigt  over  dr  t  Kon^.  Danske  Videnskaberoes  Selskabs  Forbaudlioger  i 

anret  1884,  No.  3.  18H,-.,  No.  I.  i. 

Del  Kong.  Danske  Vidensknhi'i  ries  Sclskahs  Skrifler.  Nalurvid.  mnlhe- 
mat.  Afd.  6.  Ha;kke.  Bd.  1,  No.  11.  Bd.  2,  No.  7.  Bd.  8,  No.  1.  3. 
Kjebenhavn  4885. 

Regesta  diplomatica  bistoriae  Danicae,  cura  Soc.  Reg.  scient.  Danicae. 

Scr.  II.  T.  1,  Fasc.  4.  Kjobenhavn  4885. 

Ubri  memoi  iaies  Capituli  Lnndensis.  Paa  ny  udg.  ved  C.  Weeke.  Hefte  4. 

kjtfliriihavn  1884. 

Kongl.  Yitterhets  Hi>torie  och  Antiquitets  Akademicns  Handlingar.  Del  28 
(N.  F.  Del  8).  I.  Del  30  (N.  F.  Del  40).  Slockbolm  4885. 

'fioogl.  VItterhels  Hfstorle  ocb  Antiquitets  AkademleosM^oadsblad.  Arg.  48 
(4884).  Stockbolm  4884—85. 

Anüquarisk  Tidskrift  für  Sverige,  ulg.  of  Kongl.  Villerhels,  Historie  ocb 
Antiquitets  Akademien  gcnom  Bror  Emil  üiidebrand.  Deien  7, 

H.  4.  Slockbolm  1884—85. 

Entomologisk  Tidskrift,  pä  fOranstalloiuic  af  Enloraologiska  Foreuiiigen 
I  Stockholm  utg.  af  Jac.  Spingberg.  Ärg.  5  (4  884),  H.  8.  4.  Stock- 
holm d.  J. 

Acta  Universitatis  Lundcnsi<  I.nnds  üniversitets  Ärs-Skrifl.  T.  48  (4881-— 
83),  I— lY.  T.  20  (1883—84),  1— iV.  Lund.  d.  J. 
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LundSÜniversitets-Bibliotoks  AccessioDS-KAlalog.  4883. 1884.  Lund  4884.  8S. 

Nova  Acta  Heg.  Societoiis  scieoliarom  Upsallensis.  Ser.  III.  Vol.  XII,  Fase.  i. 

Upsaline  4  883. 

BulJelia  mensuel  de  1  observatoire  möt^rologique  de  l'Universit^  d'Upsal. 
Vol.  46  (4884).  Upsal  IS84--^t. 

BritoCapello,  J.  C.  de,  et  8.  RildebmiidHIldebrandsson,  Rapport 
«a  Comitd  m^tterologlqne  iDleraatloiiat.  Ui»sala  1885. 

Forbaodlinger  i  Videnskabs-Selskabet  i  Christiania.    Anr  4884  u.  4884, 

No.  1—16.  4885  No.  4.  3.  6—8.  40.  Christiania  18S4.  85. 

YaQdstandsobservationcr.  Ud^.  af  dea  Norske  GradmaaUogskommi&sioQ. 
Hefte  3.  Cbri&Uania  4«i>5. 

Publication  d.  Norwegischen  Commission  der  Europaiscben  (jtadDiessung. 
Geoditiscbe  Arbelten,  H.  4.  CbrtoUaoia  4888. 

Deo  Nurskc  Nordhavs-Expedition  4876 — 78.  XII.  Zoologi.  DanieUseo^ 

D,  C,      Jnli   Koren,  Pennatulida.  XIII.  Zoologi.  Hansen,  G. 

Armauer,  Spongiadae.  XIV.  Zoologi.  Sars,  G.  0.,  Crustacea I^.  IB. 

Christiania  1884.  85. 
TromM  Moseums  Aarsbefter.  8-^8.  Tromso  4888 — 88.  —  Troms«  Hiueoms 

Aarsberetniog  for  4888.  88.  84.  Tromse  4888^88. 

MÄmoires  de  l'Acadömie  Impf^riale  des  sciences  de  St.- Pötorsbour^. 
Vll.Sörie.  T.  32, No.  13  —  1  8.  T.  33,  No.  t.2.  .Sl.-P6lcrsbourg  488 i.  83. 

BuileliD  de  rAcadeniie  Inipiriale  des  sciences  de  St.-Petersbourg.  T,  XXiX^ 
No.  4.  T.  XX\,  Xu.  4.  2.  Sl.-Petersbourg  4  884.  85. 

Anoaleo  d.  physikalischen  Centralobservatoriunis,  herausg.  von  ii.  Wild. 
Jabrg.  4888,  Tb.  4.  8.  St.  Petersburg  4884. 

Zapiski  Istoriko -philologiceskago  Fakulteta^Imp.  S.-Peterborgskago  Uni- 
versiteta.  (!^st  4—4.  5,  1.  2.  8,  7,  1.  2.  8--4  0. 48—44.  St.  Petersburg 

4<^76— 84. 

l.japunuv,  A.,  üb  uslojcivosti  ellipsoidainych  form  ravnovesija  vrasca- 
juscejsja  ildkosti.  St.  Potersburg  4884. 

Salemann,  C,  Über  eioe  ParsenhaDdacbrirt  der  kafs.  tfffeAtl.  Blbliotbek 

zu  St.  Petersburt:   St.  Petersburg  4  878. 
Specimina  linguae  palaeoslovenicae.  Edid.  V.  Jagiö.  Petropoli  4888. 
Zukovski.  V.  A.,  Ali  Auchadeddin  Enveri.  St.  Petersburg  4883. 

TnidyS.-Peterburgsknj.'o  Ubsccstva  Estestvoispytatelej,  T.  4t,  1.  2.  48, 1.  2. 

44;  1.  2.  45,  1.  St   l'otorsburg  4884  —  84.' 

Jahresbericht  für  4  882—83  und  1883—84  am  27.  Mai  4  884  dem  Görnitz  der 
Nicolai-Hauptstemwarle  abgestattet  vom  Dlrector  der  Sferowarte. 

Jahresbericht  an:i  23.  Mai  1885  dem  Covit6  abgestaltet.  Ausd.  Rus«. 

übersetzt.  S.  Petersburg'  188».  S."). 

Struve,  O.,  Tabulae  ({uantitalum  BosscIiaDaram  pro  annis  4885  ad  4889 
computatae.  Pelropoli  4  885. 

Striite,0.,  Die  Beschlüsse  der  Wasbingtoiier  MeridtaoooafereDz.  St.  Pe- 
tersburg 4  885. 

Phtdolienic  Svoda  zaknnov  RossIjskoJ  Imperii«  Po  88.  ijuoja  4888  goda. 

tast  4.  S.-PettTslMir^  o.  J. 
Sodeboye  ustavy  Itupuraiora  Aleksaudia  IL,  Izdanoye  po  poveieniju  Inop« 
Aleksaodra  AleksaudrovISa.  Izdaoie  4883  goda.  'S.-P6ter8burg  4  884. 

iBnales  de  robserväloiie  de  lloscon,  publ.  p.  Tb.  B  red  leb  In.  Vol.  X, 
Uv.r.rt*  lfoscoii4884.. 
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Bulletin  de  la  Socidtd  Imp6r.  des  Naturalisteft  de  Moscou.  T.  59  (AnDte 
<884),  No.  1— 3.  Moscüu  lü84. 

tlniversitetskija  Jzvestija.  God  24  (1884),  Nr.  4—12.  25  (1885),  No.  1—9. 
Kier  4884.  88. 

Beobacblungen  der  Temperatur  des  Erdbodens  im  Tifliser  Physikalischen 
Observitorium,  im  J.  488S.  83    Hrsg.  v.  J.  Mielbcrg.  Tiflis  1885. 

Magaeilftcbe  Beobachtungen  des  Tifliser  Physikalischeo  Observatoriams 
i.  J.  1883.  Hrsg.  von  J.  Mielberg.  Tiflis  18S3. 

Meteorologische  Beobachtungen  des  Tifliser  Physikalischen  Observatoriums 
1.  J.  4888.  84.  Hrsg.  von  J.  Miel  borg.  Tim»  4886. 

Gorrespondensblatt  des  Natarforseher^ Vereins  tu  Riga.  Jabrg.  17. 18.  Riga 
4884.  88. 

Acta  SocielaUs  sclentisnim  Fenoicae.  T.  44.  Helsiogforsiae  4888. 

öfversigi  af  Finskn  Vt  teostups-SocieteteosFörbandUngar.  XXYI  (4 888—84). 

!l('lsint:fnrs  1HS4. 

Bidrag  tili  kilnncdom  af  Finlands  iialur  och  folk,  utg.  af  Fiaska  Veleuskaps- 
Societ.  Häftül39— 4t.  Helsingfors  1884.  85.' 

Krüger,  A.,  Zoneobeobachtongen  d.  Sterne  f wischen  55,  u.  58.  Grad 
nOrdl.  Deciin.,  angestellt  an  d.  Sternwarten  zu  Helsingfors  u.  Gotba 
u.  auf  Kostt't)  il.  Kais.  Alexanders^Universität  beraosgegeben.  Bd.  I. 

Helsinyfois  18^5. 

Finlands  Geolugiska  ündersokuing.  Karlbladet  1 — 7.  Beskrifning  tili  Kart- 
blad.  4— 7.  Helsingfors  4878—84. 

ProceediDgs  of  the  American  Pbilosophical  Sociely,  held  at  Philadelphia, 

for  prorooting  usoful  knowlctlge.  Vol.  XXI,  No.  448.  Vol.  XKlIj 

No.  117— HO.  Hiilaiielphia  1885. 

Register  uf  papers  published  in  the  Transactions  and  Proceedings  of  tho 
American  Pbilosophical  Society,  by  H.  Phillips.  Philadelphia  ISS;. 

Proceedings  uf  Ihe  American  Orieotal  Society  ul  BaUimore,  Gel.  4884  ,  st 
Boston,  Hay  4888. 

Journal  of  tbe  American  Oriental  Society.  Vol.  44,  No.  1.  New  Haveo  488S. 

Transactions  of  the  American  PhilolQgical  Association.  Vol.  45  (4884). 

Cambridge,  Mass.  t^8S. 

American  Journal  of  Mathematics  pur»'  nn<l  applied.  Puhl,  under  the 
auspices  of  the  Johns^UopkinsUniversity.  Vul.VIl,  No.  8-~4.  Vol.VUl, 
No.  4.  Baltimore  4885. 

Johns  Hopklos  Oniversiiy  Glrcolars.  Vol.  IV,  No.  86—48.  Vol.  5,  No.  44. 
Baltimore  4885. 

Johns  Hopkins  University  Studies  in  historical  and  political  science. 

III.  Ser.  f— 12.  Baltimore  1885. 

Meuioirs  of  the  American  Academy  of  arts  and  sciences.  N.  S.  Vol.  4  0, 
P.  3.  Vol.  11  (Centennial  Volume],  P.  2,  N.  1.  Cambridge  1885. 

Proceedings  of  the  American  Academy  of  erts  snd  sciences.  N.  S.  Vol.  XU 
(Whole  Ser.  Vol.  XX) .  From  Blay 4884  lo May  4888.  Selected from  tbe 

Rccords.  Boston  1885. 

Memoirs  of  \h('  Hoston  Society  of  Natural  Uistory.  Vol.  Ul,  No.  8 — 10. 

Dnslüti  4  884. 

Proceedings  of  Ihe  Boston  Society  of  Nalurai  History.  Vol.  XXII,  P.  2  (Nov. 
1888— Febr.  4888).  8  (March— Oct.  4888).  Boston  4888,  84. 
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BaUeÜD  of  the  Museum  of  comparative  Zoölogy,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  VlI  (Geologien!  Ser.,  Vol,  <),  No.  2.  3.  5— 8.  41, 
Vol.  XI,  No.       XII,  No.  4.  2.  Cambridge,  Mass.  1881—85. 

MeiDoirs  of  the  Museum  of  comparative  Zoölogy,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  X,  No.  4.  Vol.XI,  No.  I.  Vol.  XIV,  No.  4,  P.  1. 
Canibridge,  Mass.  4884.  85. 

15^  Annual  Report  of  the  Curator  of  the  Httfieum  of  comparative  Zoölogy, 
nt  Harvard  College,  Cambridge,  Mass.,  for  4884/88.  Cambridge, 

Mass.  48S5. 

Proccedings  of  tlie  Colorado  Scientific  Society.  Vol.  1  (1883.  84;.  Denvero.  J, 

Tbe  geolügical  and  natural  bistory  Survey  of  .Minnesota.  -AiwuihI  Heport  4 
ifor  tbe  year  4871.  tthed.).  7  (1878j.  40  (4884)— 12  (4883).  Minoea- 
poli8  487»— 84. 

Report  for  the  year  1883 — 84  presented  by  the  board  of  managen  of  the 

Observatory  in  Yale  College.  (New  Häven  1884.) 

Aanals  of  tbe  New  York  Academy  of  scicnces  (Inte  Lyceum  of  natural 

hisloryU  Vol.  III,  No.  3—6.  New  York  1883.  84. 

Bulletin  of  tbe  AmericoD  Geographica!  Society,  i^^k,  No.  3.  4.  4885, 
No.  4.  New  York  4884.  86. 

iooroal  of  the  New  York  Mlcroscopical  Society.  Vol.  1,  No.  1.  New  York 
4885. 

SecoDd  geological  Survey  of  Penoaylvauia.  64  Bde.  Harrisburg  4878 — 85. 

Procecdings  of  the  Academv  of  natural  scicnces  of  Philadelphia.  1884, 
P.  3  (Nov.  Dcc.  .  4885,  P.  4  (Jao.— March).  8  (April— July).  Phila- 
delphia 18S4.  85. 

AoDual  Heporls  of  the  Trustees  of  Iho  Peabody  Academy  uf  soieuceü.  4  874 
to  4864.  Salem  4886. 

Meoiolrs  of  the  National  Academy  of  sclences.  Vol.  8. 4888.  Washington 
4884. 

B«port  of  the  Superintendent  of  the  U.  S.  Naval  Ohservatory  for  the  year 

«Miding  Oct.  30,  18S4.  Wn>shin^ton 

A^Uoaoroical  and  meteoroloj^ical  Ub^ervalions  made  dunng  the  year  4880 
at  |he  (J.  S.  Naval  Ohservatory  (Washington  Astronomical  and 
meleorological  Ohservations  Vol.  87).  Washington  4884. 

Heport  of  tbe  Commlssloner  of  agriculture  for  the  year  4884.  Washing- 
ton 4884. 

fteport  of  the  Superintendent  of  the  U.  S.  Coast  Sur^'ey,  showing  the 
progress  of  tbe  wurk.  during  tbe  lii>cal  year  endmg  witb  June  4883. 
F.  4.  S.  Washington  4884. 

BaDetin  of  the  D.  S.  Geological  Survey.  No.  i — 6.  Washington  4884. 

Vooograpbs  of  the  U.  S,  Geological  Survey.  Vol,  III— VIII.  Washington 
4888—84. 

Third  Annual  Report  of  the  U.  S.  Geological  Survey  to  the  Secretary  of 

tbe  Interior  1881—82,  by  J.  W.  Powell.  Washington  1883. 

Professional  Paj  tMs  of  the  Signal  Service,  h.  S.  War  DepartmeoL  No.  43. 

U.  NVa>hiiij^ton  1884. 

AoQual  Report  of  Ibe  Chief  Signa l-Oüicer  to  tbe  Secretary  of  war  for  tbo 
year  4888.  Washington  4884. 

Sflüthsonian  Gontributions  lo  knowledge.  Vol.  84.  15.  Washington  4885. 


Anoual  Hcporl  of  tiie  Itourd  of  He};;cnts  o(  the  6uiitbsoaiaa  luätiluUOQ  for 
the  year  4  883.  Washington  1885. 

Secuiul  Aiinuul  Keport  of  Ihe  ßureuu  of  Gthiioiugy  lu  Ihe  Secrelary  of  Ibe 
SmithsoniaD  InstUntion.  1880—84.  By  J.  W.  Powell.  Wasblnglon 
4888. 

TheCanadian  Roconl  of  sou  rioc,  inrluding  Iho  Froceedinsis  of  the  Natural 
historv  Society  of  3iontreai  and  replaciog  Ihe  Cauadian  Naturalist. 
Vol.  1,'  No.  3.  i.  Montreal  1885. 

Proceediogs  of  the  Cauadiau  lusltiute,  Torouto,  being  a  continuation  of  Ute 
*  Ganadiao  Jovnial  of  science,  Uteratnre  aod  bistory.  Vol.     Fmc.  8. 
8.  III.  Ser.  Vol.  8«  Fase.  I.  8.  Toronto  4884.  88. 

Anuario  dcl  Observatorio  astronömico  aacional  de  Tacubaye,  para  el  afto 

1886  (Ano  VI;,  Mt'xico  1885. 

Anales  r<:indisttcos  de  la  Repabiica  de  Guatemala.  Afio  de  4888.  T.  8. 

(.uatcmala  (1884). 

Bolctio  de  la  R.  Sch  iedad  EconOmica  de  atnigos  del  pais.  Rcvista  Filipina 
de  dencias  y  artes.  Afio  8  (4884),  No.  8 — 18.  Afio  4  (4885),  No.  4^ 
8.  Manila  d.J. 

Netto,  Ladi^l.,  Conference  faite  au  Museum  National  cn  prösence  de  LL. 
MM.  Imperiales  le  4.  Nov.  1884.  Rio  de  Janeiro  1885. 

Boletin  de  la  Acailcniia  nn«  ioii;il  de  ciencias  de  la  Rcpublica  Arp;entiria. 
T.  VI,  Entroga  4.  T.  Vll,  Entrega  1—4.  T.  Vlll,  Enlrega  4.  Cördoba 
1884.  85. 

Nevii  I .  G.,  Hand  LIstof  liotlosca  In  the  Indien  Mnsenm,  Calcntta.  P.  II. 
Gastropoda.   Prosobrancbia-NeurobFancbia  (conlinoed).  Calcalla 

1884. 

Verbaudelinsen  van  hct  Balaviaasch  Gennntschap  ^an  konateo  en  weten- 

scbappen.  Deel  45,  Afl,  1.  's  Gravonliage  1885. 

Notulen  van  de  algcmeenc  en  bestuurs-vcrgaderingeo  van  het  JBataviaascb 
Genootscbep  van  kunaten  en  weleoschappcn.  Deel  88  (4884),  No. 
8—4.  Deel  38  (4885),  No.  4.  Batavia  4884.  88. 

Tijdschrift  voor  Indische  taal-,  laed-  en  volkenkunde ,  aitgeg.  door  het 
Bataviansch  Genootschap  van  kunsten  en  xsctenscbappen.  Deel  89, 
Afl.  5.  6.  Deel  30,  Art.  3.  4.  Batavia  1884.  85. 

Realia.  Register  op  de  generale  resoluti(*n  van  het  Kasteel  Batavia  1632  — 
1805.  üilgeg.  d.  bet  Bataviaascb  Genootschap  van  kunsten  en  weteo- 
schappen.  Deel  8.  's  Hage,  Batavia  4885. 

Haga,  A.,  Nederlandsch  Nieuw  Guinea  en  de  Papoesche  Eilanden.  Hiato- 

rischo  Hijdrnpp  150C — 1883.  l  ifpep.  il.  ln-l  TTalaviaasch  Gcnnotschap 
vnti  kunsfcii  (Ml  NM'tenschappen.  l)»>el  i.  -2.  H;ilavia,  's  lia^-o  ISHV. 

Nederlandsch-Indisch  Plakaathoek  1602— 1S11.  «lonr  I.  H.  vnn  derChijs. 
Litgcg.  d.  hct  Bataviaascb  Genootschap  \an  kuusteu  eo  weteo- 
Bchappen.  Deel  4.  Batavia,  's  Hage  4885. 

Observations  made  at  tbe  magneticalandmeteorologicalObservalory.  Pnbl. 
by  Order  of  tbe  Government  of  Netheriands  ladia.  Vol.  8,  P.  4.  Ba- 
tavia 1H85. 

Natuorkundlge  Tij<lschrifl  voor  NcderKmdsch-Indiö,  uitgeg.  d.  de  Kon. 
Natuurkuudige  Voreenigiag  in  Nedcriandsch-lndii^.  Deel  44  [Vlll.  Ser., 
D.  5).  Batavia  4888.      '  • 
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Ctlsloguft  der  Bibliotheek  van  de  Kon.  Natnarkaodige  Vereenlgiog  io 

NedeHandsch-Indic*.  Bntavia  4884. 
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Protector  der  Königlich  Sttchsischen  Gesellschaft 

der  Wissenschaften 

SEINE  MAJESTÄT  DER  KÖNIG. 


Ehrenmitglied. 

Seine  Exceilenz  der  Staatsminister  des  Galltts  und  Öffentlichen 
Unterrichte,  Herr  Carl  Frkdrkh  von  Gerber. 


Ordentliche  einheimische  fifitglieder  der  philologisch- 
historischen  Glasse. 

Herr  Geheimer  Uofrath  Friedrich  Zarncke  in  Leipzig ,  Secretär 

der  philol.-bistor.  Classe. 

-  Professor  Ääoif  Eberl  in  Leipzig,  stellvertretender  SecretSr 

der  philol.-histor.  Classe. 

-  Geheimer  Hofrath  Georg  Curtius  in  Leipzig. 

-  Professor  Georg  Ebers  in  Leipzig. 

-    Alfred  Fleckeisen  in  Dresden. 

-  Geheimer  Hofrath  Heinrich  Leberecht  Plmdier  In  Leipzig. 

-  Professor  Gustav  Hartenstein  in  Jena. 

-  Hofrath  Maa:  Heinsu  in  Leipzig, 
im. 
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Herr  Geheimer  Hofralh  und  Universitats-Oberbibiiotbekar  Chri- 
stoph Ludolf  Ehrenfried  Krehl  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Uofraih  Ludwig  Lange  In  Leipzig. 

-  Professor  August  Leskien  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Hofrath  Johannes  Adolph  Overbeck  in  Leipzig. 

-      Otto  Ribbeck  in  Leipzig. 

-  Gebeimer  Rath  Wilhelm  Roscher  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Hofrath  Anton  Springer  in  Leipzig. 

 Johann  Ernst  Otto  Stobbe  in  Leipzig. 

-  Professor  Georg  Voigt  in  Leipzig. 

-   Moritz  Voigt  in  Leipzig. 

-   Emst  Windisdi  in  Leipzig. 


Frühere  ordentliciie  einheimische,  gegenwärtig  auswärtige 
Mitglieder  der  philologisch-historischen  Classe. 

Herr  Professor  Hermann  Alfred  von  Gutschmid  in  Tttbingen. 

-    Theodor  Mommsen  in  Berlin. 

-  Geheimer  Regierungsrath  Hermann  Sauppe  in  Gouingeo. 

-  Kirchenrath  Eberhard  Schräder  In  Berlin. 

-  Professor  Gustav  Seyffarth  In  New-YoriL. 


Ordentliche  einheimische  Mit^heder  der  mathematisch- 

physischen  Classe. 

Herr  Geheimer  Hofrath  Carl  Ludwig  in  Leipzig,  Secretär  der 
mathem.-phys.  Classe. 

-  Professor  Adolph  Mayer   in  Leipzig ,  stellvertrelender 

SecreUr  der  mathem.-phys.  Classe. 

-  Professor  Christian  Wilhelm  Braune  in  Leipzig. 

-  Professor  Heinrich  Bruns  in  Leipzig. 

[-    Julius  Cohnheim  in  Leipzig,  gewählt  am  4.  August 

4884,  gest.  am  45.  August]. 
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Herr  Oberbergralh  Hennann  Credner  in  Leipzig. 

-  Gebeimer  Rath  Moritz  Wilhelm  Drobisch  in  Leipzig. 

-  Professor  Gustav  Theodor  Fechner  in  Leipzig. 

-  Gebeimer  liofratb  Wilhelm  GotUieb  Uankel  in  Leipzig. 

-  Professor  Wilhelm  ffis  in  Leipzig. 

-    Felix  Klein  in  Loij>zii:. 

 Johann  August  Ludwig  Wilhehn  h'nop  in  Leipzig. 

•   Gebeimer  Hofraih  Rudolph  Leuckart  in  Leipzig. 

-  Professor  Carl  Neumann  in  Leipzig. 

-   Ferdinand  Freiherr  von  Richthofen  in  Leipzig. 

-    Wilhelm  Scheibner  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Hofraih  Attgust  Schenk  in  Leipzig. 
 Oskar  Schlomilch  in  Dresden. 

 Gustav  Wiedemann  in  Leipzig. 

-  Professor  Wilhdm  Wundt  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Bergrath  Ferdmand  Zirkel  in  Leipzig. 


Frühere  ordentliche  einheimische,  gegenwartig  auswärtige 

Mitglieder  der  mathematisch-physischen  Classe. 

Herr  Professor  Heinrich  Hichard  Baltzer  in  Gifsscn. 

-  (leheimer  llofrnlli  Carl  (ierjenhaur  in  Ueidelberg. 

-  Protcbsar  Adalberi  Krüfjer  in  kiel. 

-  Regierungsraib  Samuel  Friedrich  Autiuinael  v.  Stein  in 

Prag. 

-  Geheimer  Hofraih  Wilhelm  Weber  in  GdiliDgen. 


Archivar: 

Herr  Oberl>ihliuihekar  Joaeph  Heinrich  Guslav  Ernst  torst^mann 
in  Leipzig. 


Leipzig,  am  S4.  December  1884. 
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Jahresbericht  der  Gesellschaft  für  Naturen.  Betlkimde  in  Dresden.  Sitznogi- 
Periode  1888 — 84.  Dresden  1884. 

Sitmngsberichte  und  Abhandlangen  der  nalurwissensoliartl.  ricselischafl 
Isis  in  Dresden.  Herausg.  v.  C.  Bley.  Jahig.4888y  Juli — ^Dec.  Jabi8> 
1884,  Jan.— Juni.  Dresden  1884. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  u.  Landesschule  Meissen  vom  Juli  1888  —  Joü 
4884.  Meissen  1884. 

Programm  der  Realschule  I.  Ordn.  za  Leipzig  f.  d.  Schaljabr  Ost  4881" 
Ost.  4884.  Mit  Beigabe:  Leibnilii  Nova  melbodus  pro  maximis  ei 
minimis  itemquc  tangentibus  etc.  Ex  Actis  eruditorum  Lips.  anui 
1684  ed.  F.  Giesel  (Festschrift  z.  50j&hr.  Gedenkfeier  der  Er<)£fauos 
d.  Stadt.  Realschttte).  Leipzig  1884. 

Internationale  Zeitschrift  f.  allgemeine  Sprachwissenschaft,  hrsg.  v.  Tech' 
mer.  Bd.  4,  H.  4.  Leipzig  4884. 

Mitthcilunpcn  des  Altcrthumsvcroins  in  Plauen  i./V.  Vierte  Jahresschrift 
aufd.  J.  188H— 84.  Hsg.  v.  Joli.  Muller.  IMaueu  1SS4. 

Bericht  über  die  im  Jahr  1883  den  Uerzogl.  Sammlungen  zugegangenen 

Geschenke.  Gotha  1884. 
Pertsch  ,  Wilh.,  Die  arabischen  Handschriften  der  Herzogl.  Bibliothek  za 

Gotha.  Auf  Befehl  S.  U.  des  Herzogs  Emst  II.  von  Sachsen-GobarB- 

Goiha  verzeichnet.  Bd.  8,  H.  4.  Gotha  4880. 
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Berichtö  der  deutteheii  dwinlteheB  6««ell>olktfl  zu  Berlin,  Jahrg.  XVI, 
No.  18.  49.  Jahrg.  XVII,  No.  1—47.  Berlin  4881.  8«. 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  J.  4880.  Dargestellt  von  d.  Physikalischen 
Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  36,  Abth.  1—3.  Berlin  488t.  88. 

Weil,  Riul.,  Die  Künstlerinschriften  der  Sicilischcn  Miinzen.  44.  ProL-r  nnim 
2unt  Winckelmaonsfeste  der  Arcbaeoiogischeu  Gesellschaft  zu  Berlin« 
Berlin  1884. 

Feetsehrifl  d.  K.  Teehnifcben  Hoehsehole  tn  Berlin  rar  Feier  d.  Einweihung 
ihres  neuen  Gehttndes  am  9.  Nov.  4884.  Berlin  4884. 

Einandfünfzigster  Jahresbericht  der  Sclilesischen  Gesellschart  für  vaterlän- 
dische Cultur.  Enthält  den  General hericlit  über  die  Arbeiten  und 
Veränderungen  der  Gesellschaft  im  J.  4873.  Breslau  1874.  —  Ein- 
undsechzigster Jahresbericht,  enth.  d.  Generalbericht  f.  1883.  Bres- 
lau 4884. 

Novn  Aoln  Academiae  Cnrolinao  Leopoldinao  Caesareae  German,  naturae 

curiosorum.  T.  45.  46.  Halis  1884. 

Leopoldina.  Amtliches  Orenn  (!er  kais.  Leopoldinisch-Carolinisch-deutschen 
Akademie  der  Naluriorscher.  Heft  XJX,  No.  ii— 24.  Heft  XX,  No. 
4—80.  Halle  4884. 

Abhandlungen  der  naturforschenden  GesellsehafI  zu  Halle.  Bd.  48,  H.  s. 

Halle  4884. 

Bericht  über  die  SitzTioLf  n  der  naturforsclienden  Gesellsciiaft  xu  Halle  im 

J.  1883.  Halle  I8»4. 

Zeitschrift  für  NaturwisaeDschalteu.  OrigiDalabbandlungen  u*  Berichte. 
Hrsg.  vom  Naturwiss.  Verein  f.  Saelisen  und  Thüringen  In  Halle. 
4.  Folge,  Bd.  2,  1883  (d.  ganzen  Reihe  56.  Bd.),  H.  5.  8.  Bd.  8,  4884 

(d.  ganzen  Reihe  57.  Bd.;,  H.  4—4.  Halle  1883.  84. 

Chronik  der  Univcraiiat  tu  Kiel  ts83.  Kif  l  18S4;  Verzeichniss  d.  Vöries. 
Winter  1883/84,  üoinmer  1 884  ;  Porsonalverz.  Sommer  1883,  Wint. 
4883/84.  Forster,  R.,  De  translat  lat.  Physiognomieorum  quae 
feruntur  Aristut.  Ders.,  Die  Physiognomik  der  Griechen.  Laden^ 

bürg,  A.  Die  kosmischen  Cnn^pquenzen  der  Speetralanalyse. 
Nltzsch.  Krdr.,  Luther  u.  Anstoleles.  Möller,  W. ,  Hede  am 
Luther-.Iubiliium  1883.  —  33  Inaug.-Dissertationen. 

Ergebnisse  der  Beobauhtuogsstationen  an  den  deutschen  Küsten  Über  die 
physikalischen  Eigenschaften  der  Ostsee  u.  Nordsee  u.  die  Fischerei. 
Jahrg.  488S,  H.  40—48.  Jahrg.  4888,  H.  4---8.  Berlin  4888.  84. 

Vierter  Bericht  der  Commission  zur  wissonschaftüchen  tlntersurhung  der 
deulschen  Meere  in  Kiel,  für  die  Jahre  1877—81.  Jahrg.  VU— XI. 

Ahth.  3.  Berlin  1884. 

Schriften  der  pliysikal. -ökonomischen  GesellsehafI  zu  Königsberg.  Jahrg. 
84  (4888),  Ahth.  4.  2.  Königsberg  4888.  84. 

Jahrbücher  des  Vereins  von  Alterthomsfreunden  im  Rbeinlande.  H.  78.  77. 

Bonn  1882.  83. 

It.  Jahresbericht  des  Westfälischen  Provioziai-Vereins  für  Wissenschaft  u. 
Kunst  pro  1883.  Münster  1884. 

Jahrbücher  des  Nassauseben  Vereins  für  Naturkunde.  Jahrg.  36.  Wies- 
baden 4888. 

Sitiungsberichte  der  physlkal.-medicinischen  Socletlft  in  Briangen.  Heft  48. 
Briangen  4888. 
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Amelgor  für  Kunde  der  deutschen  Voneit.  Orgm  des  GermaiiiiebeB  Vi-  < 

scums.  X.  F.  Jahrg.  30.  Nürnberg  488t.  —  89.  Jiimeberidit  des 

Germanischen  Nationalmuseuins. 

Sitzungsberichte  der  physikal.-medicin.  Gesellschaft  in  Wurzborg.  iahig. 

4883.  Würzburg  4888. 
40. — ki.  Jaiiresbericht  der  Poiiicbia ,  eines  uaturwiss.  Vereins  der  Rbeia- 
pfelz.  Dttricheim  4884. 

WOrttembergfsche  Vierteyahrabefle  fttr  Landesgoscbichte.  Heransg.  m 
d.  Kgl.  Staa8t.-topogr.  Borean.  Jahrg.«  (4888),  p.  4— 4.  Stuttgart 

4883.  84. 

Münster- Blatter.  Im  Auftrag  des  Münster-Komites  hrsg.  v.  A.  Beyer  a. 
F.  Presse!.  H.  S.  4.  Ulm  4  883. 

88.  Bericht  der  Oherhessischen  Geselischaft  für  Natur-  und  UeilkuBde. 
Glessen  4884. 

VerOlfontlicbungen  der  Grossherz.  Sternwarte  zu  Karlsruhe.  Hrsg.  \.  W. 
Valentin  er.  H.  4.  Beoliachtungen  am  Meridianitreis.  Karimlie 

4884. 

Verhandlungen  des  naturbistor.  -  mcdicin.  Vereins  zu  Heidelberg.  N.  F. 

Bd.  3,  H.  3.  Heidelberg  4 S8 4. 

VerlianUlungen  der  Schweizerischen  naturforschenden  Gesellscliaft  inZühcb 
d.  7 — ^9.  Aug.  4888  {«8.  Jahresversaminlung}.  Jahresbericht  4 881/tl. 
Zürich  4888. 

Archives  des  sciences  physiques  et  naturelles,  Oct.  Nov.  4  883:  Compie- 
rcndii  des  travam  p^ö'^^-nt(^^  h  !a  66.  session  de  la  Soci^t^  Hclveliqu* 
des  sciences  naturelles  rt^uuie  ä  Zürich  les  7 — 9.  aoüt  1888.  Geneve  j 
4888.  I 

Verhandlungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Basel.  Th.  1,  H.  i 
Bl.  Anhang:  Die  Basler  Mathematiker  Dan.  BemouilU  u.  Leonh.Eiilcr. 
Basel  4884. 

llittheQungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  aus  d.  J.  4881, 
H.  2  (No.  4064—72).  4884,  H.  4  (No.  4073—82).  Bern  4884. 

Dreizehnter  Jahresbericht  der  historisch-nntiquarischen  Oesellschaft  voo 

Graubünden.  Jahrg.  4883.  Chur4883. 

Veriiandeiingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen.  Afdeel.  Letlerkuode. 
Deel  XIV.  Amsterdam  4888.  ^  Afdeel.  Natunrkunde.  Deel  XXUl. 
Amsterdam  4888. 

Verslagen  en  Mededeelingen  der  Kon.  Akad.  v,  Wetensch.  Afdeel.  Letter- 
kunde. II.  Rceks,  Deel  12.  .\msterdam  4883.  Afdeel  Natuurkundc 

n.  Recks,  Deel  18.  Ain.sterdam  !883.  —  Naam- eu  zaakregister  op 
de  Versl.  en  Meded.,  Afd.  Letterk.,  II.  Ser.,  D.  I — 4  2.  Awslerdani 
4888. 

Jaarboek  van  de  Kon.  Akad.  v,  Wetensch.  gevestigd  te  Amsterdam,  voor 
4888. 

ProcesRen-verbaal  van  de  gewone  Vergaderinpen  d   Kon.  Akad.  v.  We-  i 
tensch.  te  Amsterdam.  Afdeel.  Natuurkunde.  Mei  4  882— April! 883.  | 

Programma  cerlnniinis  poetici  ab  Acad.  Reg.  disciplin.  Meerlandica  ex  legst« 

Hoeuflftiüiin  anno  4  884  indicti. 

Bijdragen  tot  de  Dierkunde,  uitg.  door  het  Genootschap  'Natura  arlu>  uia- 
gistra'  te  Amsterdam.  Aflev.  40.  Amsterdam  4884. 
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Nederlandsch  Tijdschrifl  voor  de  Dierkunde ,  uitg.  door  het  Kon.  Zoolog;. 
Ge&ootMliap  *N«tara  artis  nugistra'.  Jaarg.  6,  All.  4.  Amsterdam  i  884. 

flandeliogen  en  Mededeelingen  van  de  Haatschappy  der  Nederlandsche 
Letterkunde  te  Leiden  over  het  jaar  4888.  Leldeii  4888. 

tefiDsbengten  der  afgestorvene  medeleden  van  de  MaaUchappij  derNeder- 
tandschc  Letterkunde  te  Leiden.  Belage  tot  de  Uandeliogen  van  4888* 

Leiden  4äB3. 

Nederlandscb  kruidkundig  Archief.  Verslagen  en  Mededeelingen  der 
Nederlandsche  botanische  Vereeniging.  Ser.  U.  Deel  4,  SL  8. 
Ngmegen  4884. 

QoflStions  mises  uu  concours  par  la  SoqWA  des  arts  et  des  sdenoes 

etablie  h  Utrecht,  4  88*. 

B^dragen  en  Nfudedeelingen  van  hH  Uistorisch  Genootschap  gevestigd  ie 

Utrecht.  Deel  7.  Utrecht  1 884. 

Werken  van  het  U^torisch  Genootachap  gevestigd  te  Utrecht.  N.  S.  36.  87. 
Utrecht  4888. 

Arehtves  nferlandalses  des  seiences  eiactes  et  naliuelles,  pnbll^s  per 
la  Sociötö  Hollandaise  des  seiences  ä  Harlem.  T.  48,  Livr.  S— 5. 

T.  19    Livr.  t— 3.  Harleiü  1883.  84. 

Programma  van  de  Hollandsche  Maatschappij  dor  \Vetensch.  te  Haariom 
voor  het  jaar  4  882.  4  883.  —  Naainlijbl  van  directeureu  eu  ledeu, 
84.  mei  4888. 

Aithives  du  linste  Teyler.  S^.  U.  VoL  4,  P.  4.  Vol.  t»  P.  4.  Harlem 
4888.  84. 

VeAandcllngen  rakonde  den  naluurlijken  en  geopenbaarden  frodsdiensl, 
uitg.  door  Teyiers  Godgeleerd  Genootschap.  N.  S.  Deel  44,  St.  4. 
Haarlem  4  888. 

Pubiicattons  de  l'lnstitul  K.  Grand-Ducal  de  Lu&eiubourg.  Öectioii  des 
seiences  naturelles.  T.  49.  Luxemhourg  4888. 

Aaoalfls  de  robservatoira  R.  de  Bmxelles.  N.  S.  Aonales  astron./mlques. 
T.  6,  Fase.  1.  Bruxelles  4884. 

Aaatles  de  la  SociMtf  entomologlque  de  Belgique.  T.  97.  BmxeUes  4888. 

IMletin  ou  Comptes-rendus  des  s^ances  de  la  Sociöt^  entomologique  de 
Belgique.  Aonöe  4888  (Gomptes-rendos»  S6t,  Hl,  No.  88—40).  Bru* 

xelles  t883. 

BoUeltino  dell  Inslttuto  di  cornspondenza  archeologica  per  Tanoo  4888, 
No.  4  t  (und  Blenco  de'  parttctpantl  alle  fine  dell'  anno  4888).  4884, 
No.  4—44.  Roma  4884. 

Attl  della  R.  Accademia  de'  Lincei.  TransantL  Ser.  III.  VoL  7,  Fase.  48. 
VoL  8,  Fase.  4—46.  Roma  4888.  84. 

AW parlamentari.  Camera  de i  Dcputati.  Tornata  del  ITi.  Marao4884  (Com- 
memorazione  del  deputato  Quintino  Sella).  Roma  d.  J. 

Hemorie  H.  Istitato  Lombardo  di  scienze  e  lettere.  Classe  di  scienze 
Diatcu).  e  naturali.  Vol.  45  (Ser.  III,  Vol.  6),  Fase.  1 — 3.  Milano 
4888. 84.  —  Classe  di  lettere  e  scienze  mor.  e  polit.  VoL  44  (Ser.  III, 
Vot  5),  Fase.  8.  VoL  46,  Fase.  4.  S.  VoL  48,  Fase.  4.  8.  Milano 

t882— 84. 

Eeaie  Istituto  !  nmhardo  di  scienie  e  lettere.  Rendiconti.  Ser.  II,  Vol.  45. 

46.  Milauo  4  88i.  83. 


AUi  della  Fondazione  scientitica  Cagnoladalla  saa  institozione  io  pou  Vol.  7 

(*87Ö— 8<}.  Milano  <88S. 

AUi  della  R.  Accaderaia  delle  scieoze  di  Toriao.  Vol.  XIX,  Disp.  1—7. 
Torino  4  884. 

Memorie  della  R.  Accademia  delle  soidnze  di  Torino.  Ser.  II,  T.  IS. 
Torino  1884. 

II  primo  St>(  olo  doUa  R.  Accademia  della  scienze  di  Torino.  Notizie  storidie 

e  bibliografiche  i  1783— 1883).  Torino  1883. 

BoUettino  moleorologico  ed  astronomico  dfMl"  O'^^prvalorio  della  R.  ÜDiver- 
sitii  di  Torino.  Anno  18  (1883^  Parte  tni-tcorologica.  Torino  1884. 

Processi  verbali  della  SocieU»  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisia. 
Vol.  4,  adunanza  dcl  ll.  Nov.  1883,  la.  Genn.,  4.  Maggio,  6.  Luitlio 
1884. 

Studi  Seaesi  nel  Gircolo  giuridico  della  R.  UoiTersttk«  Diretti  da  B.  Ferri. 
Vol.  I,  Faac  I.  Sieoa  4884. 

Attldel  R.  Isliluto  Veneto  di  scienzo,  letlcro  ed  arti.  Ser.  VT.  T.  1,  Disp.  4 
— 10.  T.  Disp.  1.  2.  Veuezia  I88i— 84.  —  Temi  di  premio  pro- 
posti  nella  solenne  adunanza  del  15.  Agosto  1884. 

Memone  della  R.  Accademia  di  scienze,  lettere  cd  arti  di  Modena.  Ser.  IL 
Vol.  i.  Modena  1884. 

Philosophieal  Transactiona  of  the  R*  Society  of  London.  For  tbe  yearl88t. 

Vol  174,  P.  2.  3.  London  1888.  84.  —  The  R.'  Society,  88thNov. 

IS83    List  of  the  membcr«;^ 

Proceedinjis  of  ttie  R.  Societv  of  London.  Vol.  XXXV,  No,  827.  VoL 
XXXVI,  Nü.  228—31.  London  1883. 

Ptoceedings  of  the  R.  Institution  of  Great  Britaio.  Vol.  X,  P.  2.  3  (No.  76. 
77}.  London  1888.  84. 

Memoirs  of  the  R.  Astronomical  Society.  Vol.  47  (1888/88).  48  (1884),  ?,  L 
London  4888.  84. 

Proceedings  of  the  London  Mathematica)  Society.  Vol.  14,  No.  809—814. 

Vol.  15.  No.  215-228.  London  1883.  84. 

Journal  of  the  H.  Microscojjienl  Society,  conlainin«?  its  Transactions  and 
Proceedings.  Üer.  IL  Vul.  4,  P.  1 — 4.  6.  London  1884.  —  R.  Micro- 

acopical  Society.  List  of  fellows.  1884. 

Report  on  the  scientific  resnits  of  the  exploring  voyage  of  H.  N.  S.  Chal- 

lenger,  1873—76.  Narralive,  Vol.  2.  Zoology,  Vol.  1—10.  Physic» 

and  chemistry,  Vol.  1.  London  ISSO — 84. 

Catalogiie  of  Orienta!  coins  in  the  British  Museum.  Vol.  8.  London  1883. 

Catalogue  of  the  Greek  coins  in  the  British  Museum.  Central  Grcece  I.ocris, 
Pbocis,  Boeotia  and  Euboea).  By  Barclay  V.  Ilead.  Ed.  by  R.  St. 
Poole.  London  1884. 

Proceedings  of  the  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  4 ,  P.  6.  Cam- 
bridge 1883. 

Transactions  of  the  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  18,  P.  8.  Csm- 

.Memoirs  of  the  Literary  and  l'hilo.sophical  Society  of  Manchester.  IIL  ber. 
VoL  7.  London  1882.  VoL  9  (R.  A.  Smith,  A  centenary  of  science 
in  Manchester.  For  the  lOO^year  of  the  Ltt.  and  Philos.  Soc  of 
Manchester  1881).  London  1888. 
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Prooeediogs  of  the  Lilanry  aod  Philosophical  Society  of  Manchesler.  Vol. 
SO  (Sess.  1880/84).  S4  (8e88.l88l/8S).  SS  (SeS8.488i/8l).  MattchMter 

<88!— 83. 

Tbe  scientitic  Procccdings  of  the  R.  Dublia  Society.  N.  Ser.  Vol.  3,  F.  6.  7. 
Vol.  4»  P.  1—4.  Dublin  4882—84. 

Tbe  sdentifio  TraosaetioDS  of  the  E.  Dublin  Society.  Ser.  II.  Vol.  l. 
No.  iO--S5.  Vol.  9,  No.  4— S.  DubliQ  488i— 84. 

Journal  de  TEcole  f)olytechniquc ,  publ.  p.  le  Cooseil  dMnatnictioii  de 

cel  6tab1i<;semeot.  Gab.  53.  Paris  1883. 

Bailelin  de  la  Soci^io  mathömatique  de  France.  T.  44,  No.  5.  X.  4t, 

No.  4 — 4.  Paus  1883.  84. 

Görnitz  iatcrnatiuuai  des  poids  et  luesures.  Proc^ -verbaux  des  s6auces 

de  4888.  Paris  4884. 
TravBQx  et  M^moires  du  Bureau  international  des  poids  et  mesures,  (lobL 

sous  I 'autorit^  du  Görnitz  international.  T.  2.  3.  Pari§  4883.  84. 

)Ulffloires  de  la  Sociöt^  des  sciences  physiques  f>f  naturellfs  de  Bordeaux. 
U.  Sörie.  T.  5,  Gab.  3.  Paris  1888.  —  Appeudico  au  T.  5  (Ray et, 
Obaerrations  pluviometriqnes  et  IbermomMquea  faltea  dans  le  dtip. 
de  la  Gironde  de  juin  488S  k  mai  4888).  Bordeaux  4888. 

Utanoires  deTAcad^mie  des  scicnces,  belles-lettres  et  arta  de  Lyon.  Glasse 

des  sciences.  T.  20.  Paris,  Lyon  1883 — 84. 

Bailelm  de  la  Soci<^t^  des  sciences  de  Nancy  (ancicnne  Sociötö  des  sciences 
naturelles  de  Strasbourg).  Sdr.  U.  t.  6,  Fase.  15.  46.  AnnOo  16 
(4888).  Paria  4888.  84. 

Bnllfttin  de  correapoodance  africaine.  4884,  Pasc.  4.  ^le  snp^rienre  des 
lettres  d'Alger.  Alger  4884. 

DiKarsos  de  rccopcion  y  de  contcstacion  leidos  ante  la  R.  Acadcroia  de 
ciencias  morales  y  polUicas.  T.  2  (1875 — 84).  8  (4884—88).  Madrid 
1884. 

Hemoriaa  de  la  R.  Aeademia  de  cleocias  morales  y  poHtioas.  T.  4.  8. 
)ladrid  4888.  84. 

Real  Aeademia  de  ciencias  morales  y  polfticas.  Afio  de  1884.  Madrid  d.  J. 

Real  Ac<Tdemia  de  ciencias  morales  y  poUlicas.  Resümon  de  sus  actas  y 
discurso  leidos  en  la  Junta  publ,  23.  die.  1883.  Madrid  18S3. 

Ovei^igt  over  det  Kong.  Daiisice  Videnskaberocs  Selskabs  Forhandlioger  i 
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K.  Baltier,  Eine  Erinnerung  an  M(fbius  und  seinen  Freund 
Weiske. 

In  einer  Vorlesung,  in  der  geometrische  Aufgaben  behan- 
delt wurden,  sagte  Mobiis  4840  uns,  seinen  Zuhörern:  Es  war 
einmal  ein  Kdnig  in  Indien ,  der  hatte  ein  grosses  Reich  und 
fünf  Stfbne.  Der  letzte  Wille  des  Königs  bestimmte,  die  Söhne 
sollten  nach  dem  Tode  des  Königs  das  Reich  unter  sich  auf 
solche  Weise  theilen ,  dass  das  Gebiet  eines  jeden  mit  den  vier 
Übrigen  Gebieten  eine  Grenzlinie  (nicht  bloss  einen  Punct)  ge- 
mein hStte.  Wie  war  das  Beich  zu  theilen?  —  Als  wir  in  der 
nliebsten  Vorlesung  bekannten ,  wir  hatten  uns  vergeblich  be- 
mabt^  eine  solche  Tbeilung  zu  finden,  IScbelte  Möuvs  und  be- 
merkte, es  thue  ihm  leid,  dass  wir  uns  abgemOht  hatten,  denn 
die  geforderte  Theilung  sei  unmöglich. 

Ich  habe  Mdaras  Air  den  geheimen  Raihgeber  des  indischen 
Königs  gehalten,  bis  mir  bei  Durehsieht  des  Möaiiis*schen  schrifll- 
lieben  Nachlasses  einige  vergilbte,  nicht  von  M/s  Hand  ge- 
schriebene Goncepte  auffielen,  deren  eines  von  der  fraglichen 
Thetlung  handelt.  Zwei  andere  beiliegende  Blätter  sind  Briefe, 
die  an  den  Leipziger  Philologen,  Professor  Weiske,  gerichtet 
waren,  und  ohne  Zweifel  von  diescin  scll)st  zu  verschiedenen 
schriftlichen  Aufzeichnungen  benui/t  wordeu  sind.  Aus  der 
Cbereinstimmunu  dt  i  Handschrift  n  kannte  ich,  dass  das  erstere 
Blatt  vun  Weiske  gesihrieben  ist.  Also  hat  der  von  M.  in  dei* 
Vorrede  zum  barycentrischen  Calcul  gerühmte  Freund  Weiskk 
'U-n  tdjii^en  Salz  Über  Theilung  einer  begrenzten  Flüche  aufge- 
nlirieben  und  dem  Freunde  M.  vorgelegt.  Üer  Eingang  des 
Biattes  lautet  wie  folgt: 

r 
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»ErklüriiDg.  S|)alia  continia  sind  Fe!«Ier,  von  denen  je 
zwei  sieh  in  einer  l.inie  (nicht  bloss  in  einem  Punete^  bt?rUhren. 

Sat  z.  Fünf  spatia  confinia  sind  unmöglich  in  einer  Flaclie. 

Beweis.  Ein  fUnlles  Spaliuni  confiniuni  kann  zu  vieren 
nicht  iiinzukoninien ,  weil  vier  Spatia  confinia  stets  so  lieaeo, 
dass  das  vierte  von  den  drei  übrigen,  die  einen  in  sich  zurück- 
laulenden  Krinz  bilden,  rings  eiogescblosseo ,  und  also  jedes 
neuen  Confiniunis  unflihig  ist.<( 

Zur  Erläuterung  braucht  nur  daran  erinnert  zu  werdeu. 
dass  ein  Flüchengebiet  in  zwei  Confinien  gel  heilt  wird  sowohl 
durch  einen  Querschnitt,  als  auch  durch  einen  Bundschnilt. 


Zur  gefordetien  Dif  ii lu  ilun^  genUgen  I  i  ein  Qnerschnill 
des  Ganzen  nnil  ein  Quersclniilt  des  einen  Tlieiis,  ij  ein  Hund- 
schnill  und  2  Querschnille  des  üusseren  Tlieils,  3)  ein  Hund- 
schniil  und  ein  Querschnitt  des  inneren  Theüs.  Dabei  werden 
zwei  Theiie  ganz  eingeschlossen,  oder  einer,  oder  keiner. 


Zur  Vierlbeilung  genügen  I)  ein  Rundschnitt  und  3  Quer- 
schnitte des  äusseren  Theils,  ein  Rundschnilt,  2  Querschnitte 
des  äusseren  Tiieils  und  ein  Querschnitt  des  innereo  Theils, 
3)  ein  Rundschnitt  und  2  Querschnille  des  inneren  Tbeils.  Da> 
bei  werden  drei  Theiie  gans  eingeschlossen ,  oder  xwei ,  oder 
einer. 


Bei  einem  in  mehr  als  vier  Theiie  gelheillen  Fiüchengebiel 
hat  einer  der  (  heile  entweder  nut  einem  oder  mit  zwei  oder  intl 
drei  andern  Theilen  keine  gemeinschaftliche  Grenzlinie. 
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Der  von  WtiSKK  at'Liehenc  Satz  uehort  in  das  Gpbiet  der 
»eil  Lkibmz  oft  uenjiiuilen,  aber  eines  wiüsenschaftliclien  Aus- 
baues noch  ininier  harrmiden  Situations  -  Geometrie  i  iico- 
uietria  sitüs),  in  eine  Discipliu,  die  vor  ihrem  Eintritt  ins  Da- 
sein ihren  Namen  zum  Tbeil  hat  abtreten  mtlsseo  an  Staudt  s 
»Geometrie  der  Lage«,  und  die  dafür  zu  derselben  Zeit  den 
neuen  Namen  Topoiogie  durch  Listi?(g  (Vorsiudien  zur  Topologie 
1847}  empfangen  hat.  Einige  kleine  Beitrage  mdgen  bei  dieser 
Gelegenheit  hier  Ptali  finden. 

I.  Unter  fQnf  Punkten  einer  Ebene  giebt  es  mindestens 

einmal  vier,  von  denen  jeder  ausser  dem  Dreieck  der  drei 
anderen  liegt.  Mubils  baryc.  Calcul  §  255. 

II.  Die  vielbesprochene,  aber  nicht  in)iiier  nut  wUnschens- 
werther  Klarheit  wiodcrgegebene  Untersclieidung  einer  links- 
|e\vundenen  und  einer  rechlsgewundenen  Spirallinie  lässt  sich 
auf  die  Bestimmung  des  Zeichens  eines  Tetraeders  zurück füli- 
reo.   Wenn  von  dem  Punl^t  A  einer  unebenen  Linie  die  Punete 
B.  C,  D  derselben  Linie  vorwärts  liefen,  so  liegen  von  D  die 
Punkte  C,  B,  A  rückwärts,  aber  die  Tetraeder  ABCI)  und 
DCBA  haben  dasselbe  Zeichen,  Bei  positivem  Tetraeder  der  eio- 
ander  hinreichend  nahen  Punkte  ist  die  Linie  in  A  (oder  D] 
linksgewunden,  bei  negativem  Tetraeder  rechtsgewunden.  Wenn 
das  Tetraeder  auf  der  ganzen  Linie  positiv  ist,  so  ist  die  Linie 
durchaus  linksgewunden.  Dies  habe  ich  in  meiner  analytischen 
Geometrie  §  56^  4  angemerkt. 

in.  Es  ist  l)ekannl,  dass  die  Pernuitationen  gegebener  Eie- 
ujenU'  durch  Vt  i  ihim  huiigen  von  je  einem  Paar  der  Elemente 
tile  ohne  Wiederholuii.uen  bewirkt  werilen  können.  Durch  sol- 
ciieb  Verfahren  gelangt  man  von  I  2  3  bis  35M.  von  1  ^3  4  bis 
4;i23  .  von  423  4  5  bis  5  i|  12  3,  von  123  4  5  6  bis  6  ]  1  23  4  5, 
u.  s.  w.,  so  dass  zuletzt  bei  gerader  Anzahl  der  Elemente  das 
letzte  Element,  bei  ungerader  Anzahl  das  letzte  nebst  dem  vor- 
lelzten  Element  den  Vortritt  erhält,  und  die  Übrigen  Elemente 
ia  ihrer  ursprünglichen  Ordnung  folgen. 

Durch  Vertauschungen  von  je  einem  Paar  neben  einander 
ttthender  Elemente  können  die  Permutationen  von  mehr  als  drei 
dementen  nicht  alle  obne  Wiederholungen  bewirkt  werden, 
j        IV.  Wenn  zwei  nichtfolgende  Seiten  eines  Polygons  sich 
f        unverlänyert  schneiden,  so  hat  der  Perimeter  des  Polygons 
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einen  Doppelpuncl.  Eine  Seite  eines  planen  ti-Ecks  kann  nicht 
mehr  als  n  —  3  Doppelpunkte  entlialten:  ein  planes  n-Eck  kann 

ni(Ät  mehr  als  [ji  —  3)  Doppelpunkte 
haben. 

Es  wenle  die  Seile  Ali  von  der  Seite 
CD  geschnitten,  die  gebrocheoe  Linie  ABC 
von  der  Seite  DE  \n  zwei  Punklen  ^  die 
zweimal  üohrochenene  IJnie  ABCD  von  EF 
in  drei  Punkten,  die  hi  —  Sinud  gebrochene 
Linie  ABC.  .  von  der  n  —  l  lea  Seile  in 
»  —  3  PunklcQ.  Also  kann  eine  (n  ^]mal 

gebrochene  Linie  <  +  2  -•- . .  +  (n  —  3)  »=  ("  7  ^PP^P^^ 

haben,  sowie  jede  geringere  Anzahl. 

Ueher  die  noch  auf  der  nlcn  Seite  des  Polygons  niö^ilicfien 
I)  i]  [u  Ipunkte  erhült  man  Aulschluss  durch  folgende  drei 
l.eninien  :  1)  Wenn  AB  und  CD  sich  unverlHnsert  schnenleii, 
so  iie.uen  D  und  .1  auf  denisellien  Ufer  von  BC.  t}  Wenn  Ü  links 
von  BC  liei:t.  so  liegt  B  links  von  CD.  T  Wenn  E  und  A 
auf  demselben  Ufer  der  Linie  BCD  liegen,  so  wird  BCD  von 
EA  nichl  ungeradmal  geschnilten. 

a.  W'eil  AB  und  CD  sich  schneiden,  so  liegen  D  und  A  auf 
demselben  Ufer  von  BC;  DA  kann  BC  nicht  schneiden.  Ein 
Viere^  kann  nicht  mehr  als  einen  Doppelpunkt  haben. 

Wenn  nun  A  z.  B.  links  von  BC,  so  ist  auch  D  links  von 
BC,  E  rechts  von  BC,  Zugleich  ist  B  links  von  CD,  A  rechts 
von  CD,  Demnach  liegen  E  und  A  auf  demselben  Ufer  von 
BCD;  EA  kann  BCD  nicht  ungeradmal  schneiden.  Ein  Pünfedk 
kann  0,  1,  2.  3  Doppelpunkte  haben,  auch  5,  aber  nicht  L  Fünf* 
ecke  mite,  f,  3,  3,  5  Doppelpunkten  werden  erwähnt  im  ba- 
ryc.  Caicul  §  165. 

b.  Nun  liegt  F  links  von  BC,  A  desgleichen,  f  und  A  .«uf 
dem  linken  Lfer  von  HC.  I  erner  liegt  £  wie  B  links  von  CD, 
also  f  und  ^1  auf  dem  rechten  Ufer  von  CD.  Weil  E  links  von 
CD,  so  ist  C  huk.s  von  ÜE,  F  desgleichen,  also  B  r«M  hts  von 
DFJ,  A  links  von  DE:  FA  kann  BCD  nicht  selmeiden.  Ein 
Serhsrcli  iiann  secha  Doppelpunkte  habcn^  auch  weniger,  aber  nicht 
mehr. 

c.  Weil  E  links  von  BC.  so  ist  C  rechts  von  BC.  Nun  \\nr 
A  rechts  von  CD,  also  liegen  (J  und  .1  auf  demselben  Ufer  von 
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BCD;  GA  kann  BCD  nicht  ungeradmal  schneiden.  Weil  F links 
von  DFy  so  ist  G  rechts  von  DE.  Zugleich  ist  D  links  von  EF, 
C  rechts,  B  linkh,  .1  rechts  von  EF^  also  liegen  (r  und  A  auf 
demsi  ll>en  Ufer  von  DEF\  GA  kann  />/i7''  nichi  ungeradmal 
schnpulen,  und  GA  kann  BCDEF  mchi  ungeradmal  schneiden. 
Em  Steheneck  kann  10  Doppelpunkte  haben,  auch  wenH/er.  aher 
nur  2  oder  4  jnehr,  also  12  o^/er  44,  nicht  44  (wier  43,  Auf  dem 
«D^ezeiglea  Wege  ergiebt  sich : 

Bin  planes  n^Eck  kann     ~  ^ j  Doppelpuncte  haben ,  audi 

weniger.  Nur  das  Ungerad-Eck  kann  eine  fjPrnde  AnzdIU  mehr 
Doppelpunkte  haben^  hiichstens  ^n{n  —  3]  Doppelpunkte, 

Postscript,  Herr  College  Ktm  bat  die  Gute  gehabt,  mich 
auf  eine  den  oben  erwähnten  Gegenstand  berührende  Arbeit  des 
Herrn  Kunt  in  London  On  the  geographieal  problem  of  tbe  four 
oolours  (American  Journal  of  matbematics  4879  vol.  fi  p.  193 — 
S04)  anfoierksam  zu  machen.  Diese  Arbeit  gebl  von  den  Tbat- 
Sachen  aus,  dass  auf  den  englischen  Landkarten  4 )  jedes  ein- 
lelne  Gebiet  der  Karte  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  (nicht  bloss 
auf  seiner  Grenze)  durch  eine  bestimmte  Pttrbung  kenntlich  ge- 
macht wird,  2  <  dass  zwei  Gebiete^  welche  eine  Grenzlinie  (nicht 
bloss  einen  Punkt)  gemein  haben,  veridiiedene  Färbung  erhalten, 
3}  dass  die  Yerfertiger  der  Landkarten  bei  diesem  Verfebren 
nit  mer  Farben  ausreichen,  wenn  es  un verwehrt  ist,  Gebiete, 
welche  eine  gemeinschaftliche  Grenzlinie  nicht  haben,  mit  der- 
selben Farbe  zu  tiberziehen.  (Z.  B.  die  , 
nebenstehende  Karte  hat  zwei  Gebiete 
der  Farbe  4,  ein  Gebiet  der  Farbe  2, 
zwei  Gebiete  der  Farbe  3,  und  drei  Ge- 
biete der  Farbe  4).  Die  letztere  in  Eng-  i 
land  seit  liinuerer  Zeit  bekannte  That- 
Sache  sei  durch  die  Herren  I)k  Morgan 

und  CiYLEv  zur  Discussion   jj.«  ^ii  lli  4  ^  ^ 

worden.     Herrn   Kempes   Dediutioii  i 
sltltzt  sich   auf  die  HelrachtunL»  n. 

durch  welche  die  Grund-Eigenschaften  einer  einfach-zusammen- 
hängenden Folvederllaehe,  die  Relation  zwischen  den  Anzahlen 
der  Ecken,  Flüchen  und  Kanten,  u.  s.  w.  gefunden  werden. 
^»ach  dem  oben  mitgetheiiten  kleinen  Satze  ist  die  zur  Discussion 
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gesleUte  Tbals;ichc  sofort  verstiindlich.  Denn  es  giebl  nicht 
mehr  als  vier  benachbarte  Gebiete,  deren  jedes  mit  jedem 
anderen  eine  gemeinschaftlictie  Grenie  hat ;  also  genttgen  vier 
Farben  zur  Unterscheidung  aller  Gebiete. 

Wie  wurde  Moaics  sich  gefreut  haben,  wenn  er  die  merk- 
wQrdige  tfconomische  Bedeutung  des  von  Freund  Wbisbb  ihm 
milgel heilten  Satzes  erfahren  hjitte. 

Glessen,  den  9.  Januar  1885. 
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A.  Mayer,  Begründung  der  La  r/r ange' sehen  MuUiplicatoren- 
methaäe  in  der  Varmtionsrechnung**) 

Lagrange  hat  seine  Multipliciilorennietliode .  durch  die  er 
lur  Aufstellung  der  allgemeinen  Differeutialgieictiungen  der  Be- 
wegung gelangte,  ohne  Weiteres  aus  der  Mechanik  Ubertragen 
in  die  Variationsrechnung.  Ein  wirklicher  Beweis  für  die  Eieh- 
ligkeit  dieser  Methode  in  dem  Falle,  wo  nicht  bloss  endliche  Be- 
diDgungsgleichungen  vorliegen,  sondern  den  unbekannten 
Functionen  des  Problems  von  vornherein  auch  Differentialglei- 
chungen vorgeschrieben  sind,  ist  aber  bisher  noch  nicht  er- 
bracht worden.  Es  ist  vielmehr  nur  kein  Beispiel  bekannt,  in 
welchem  das  LA6iAX6t*sche  Verfahren  zu  einem  falschen  Resul- 
late  gefuhrt  hätte^  und  alle  diejenigen  besonderen  Hegeln  der 
Yiirialionsrechnung,  die,  wie  die  isoperimetrische,  sich  «luch  noch 
auf  ciiidereni,  direclen  Wege  beweisen  lassen,  gehen  als  blosse 
AnwciKiiingen  aus  demselben  hervor.  Ünher  wurde  die  La- 
ck AN^Esciie  Mclhode  von  einem  Theile  der  Mathematiker  l'p- 
wissermasscn  als  Axiom  acceptirl,  wahrend  ein  «nitlcifi-  Iheil 
es  vorzog,  alle  diejenigen  Aufj-Mhon  dov  V.iri;itiüiisi  (  (  liiiuntz,  zu 
(leren  Lösung  man  keine  anderen  Methoden  kennt,  überhaupt 
einfach  zu  ignoriren. 

im  Anschlüsse  an  Clbbsch  habe  ich  selbst  mich  immer  zu 
dem  ersten  Theile  gehalten  und  die  LACEAifGE'sche  Regel  allen 
meinen  Arbeiten  über  Variationsrechnung  zu  Grunde  gelegt. 
Obgleich  ich  aber  das  Ungenügende  der  bisherigen  Versuche, 
die  LAGRANGB'sche  Mulliplicatorentheorie  in  dem  Falle  von  Be- 
dinfsuDgsdifferentialgleichungen  zu  begründen,  recht  wohl  her- 
ausÜlbUe,  wurde  mir  der  eigentliche  Kernpunkt,  um  den  es 
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sich  hierbei  handelt,  doch  erst  vollstUndig  klar  bei  einer  Be- 
sprochunti  luit  Herrn  L.  Scheeffer,  dessen  wirhlk'e  Unter- 
suchungen ül)er  die  Kriterien  des  Maximums  und  Miniriuiuis  der 
einfachen  Integrale  die  Mathematischen  Anoalen  deoinächst 
bringen  werden,  und  seiner  Darstellung  der  Theorie  der  iso- 
perimetrischen  Probleme  folgend  gelangte  ich  zu  einer,  wie  ich 
glaube,  in  allem  Wesentlichen  völlig  befriedigendeo  BegiUo- 
duDg  der  LxGRAiiGB'schen  Methode. 

Um  die  GrandgedankeD  klarer  bervortrelen  zu  lassen,  be- 
scbrünke  ich  mich  im  Folgeodeii  auf  den  Fall,  wo  den  un- 
bekannten Functionen  nur  BedingungsdifferentialgleichungeD 
vorgeschrieben  sind.  Hierdurch  geschieht  der  Allgemeinheil 
kein  Abbruch,  da  man  sich  aus  jeder  endlichen  Bedingungs- 
gleichung immer  eine  der  Unbekannten  bestimmt  denken 
kann.  Es  bandelt  sich  dann  um  die  Lösung  des  folgenden 
Problems : 

Unter  allen  Functionen  y,.  .  •  .  .  ^„  von  die  m  <C  n  iw- 
geschriebetien  Jiedinyungsgleichungen : 

9k{^^  Vv  '  •  •»  y«»  ir'ii  • . y'n)  «  o »    =  ^    . . w] 

genügen^  in  den  beiden  gegebenen  Grenzen  ac^  und  gegebene 
Grenzwerthe  besitzen  und  zwischen  diesen  Grenzen  mit  ihren 
ersten  Ableitungen  stelig  bleiben,  diejenigen  su  finden ,  für  welche 
das  gegebene  Integral 


dx 


einen  grisssten  oder  kleinsten  WerUt  erreicht,  — 
Ich  setze  voraus,  dass  die  Determinante : 

nicht  Null  ist  und  auch  in  Folge  der  Bediugun^sgleichungen  i] 
nicht  identisch  verschwindet. 

Ist  dann  das  vorgelegte  Problem  überhaupt  allgemein,  d.  h. 

ohne  Einschränkung  der  Grenzwerthe  dei'  i  unetioneu  y  lösbar, 
so  ist  klar,  dass  dasselbe,  soianue  man  diese  festen  Grenzwerthe 
nicht  specialisirl,  jedenfalls  auch  solche  Lösunuen  zulassen  iuus6, 
fur  weiche  die  Determinante  2)  nicht  ideülii>ch  Null  wird. 
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Denkt  man  sich  nun  diese  Lösungen  bereits  eefuudeü  und 
überall  für  die  y  substiiuiri,  so  muss  die  erste  Variation  des  ge- 
gebenen Integrales: 

werden  fttr  alle  stetigen  Functionen  dy^ ,  . . . ,  von  Xy 
welche  in  den  beiden  Grenzen  verschwinden  und  dien  m  Be- 
diogungsgleiohungen 


genUsen. 

Indem  man  diese  Bedingungsgleichungen,  mit  vorlttußg 
unbestimmten  Funetionen  fij^  mulUpIicirt,  der  Bedingung  3) 
unter  dem  Integralzeichen  hinzufagt  und  die  Differentialquo- 
tienten  df^  durch  thellweise  Integration  fortschaffly  bringt  man 
diese  Forderung  auf  die  Form : 

worin  zur  Abkürzung 

6)  /•+  ii.c/),  4-  .  .  .  +  fi^tpfn  «  F 

gesetzt  worden  ist.  Setzt  man  nun  weiter  fttr  r  s  4,  2,  . . m 

7)  l^.^^^o, 

SO  bilden  nach  der  über  die  Determinante  2  i:eniachlen  Voraus- 
j^eUung  diese  Gleichungen  ein  System  von  jh  linearen  Differen- 
lalgleichungen  1.0.  für  die  it  Multplicnloreu  ....  m^.  Da- 
her lasst  sich  die  Bedingung  5^  ihrerseits  wieder  zurückfuhren 

aul  die  • 

Für  alle  mit  den  Beschränkungen^  denen  die  n  Variationen 
dy^  unterworfen  sind,   verträglichen  Functionen 
^H^i  . . . ,  d^n  muss  die  Gleichung  bestehen : 


10  A.  Uavm, 

in  der  /i, ,  . . . ,  /i^^  irgend  ein  System  Losungen  der  m  linearen 
Diflerentialgleiehnngen  6)  bilden. 

Um  aisu  du-  DillerentialgicMc  hungen  des  Problems  zu  finden, 
konjjut  es  zunächst  diiniuf  an.  festzustellen,  welche  Bedingungen 
sicli  aus  jenen  Bcscbränkuni^en  fllr  die  Übrig  gebliebeoen  u  —  m 
Variationen  dy„^,  .  .  .,  dy„  ergeben. 

Zu  diesem  Ende  muliipiicire  ich  die  Hedingungsgletehungen 
4  mit  neuen  Facloren  und  addire  die  Producie.  IhreSumoie 
lässl  sieb  dann  so  schreiben : 

Nennt  man  also : 

1^,,  =  <i  2,  . . m) 

die  w  lineat  unabhängigen  S\sleuje  von  Lösungen  t\,  i', ,  .  . 
der  in  verkUi*zlen  linearen  DiOerenlialgleicbungen  \ ,  Ordnung; 

so  folgt  aus  den  Bediogungsgleichungen  4) 

m-^  1  1 

Durch  Integralion  erhiill  man  hieraus,  weil  alle  dtf  fUr  x 
verschwinden  niUssen  ; 
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We^en  ^  »  4 ,  2 ,  .  .  . ,  m  sind  das  m  lineare  Gleicbuogen  fOr 
die  m  Unbekannten  öy^^  .  . . ,  ^y„^J  deren  Determinanle : 

nicht  Null  ist,  m  Gleichungen  also,  welche  diese  m  Unbekannten 
bestimmen  und  somit  den  m  Bedingungsgleicbungen  4)  voll- 
ständig äquivalent  sind. 

Weiler  aber  sollen  alle  n  Variationen  dif  auch  für  x  ^  x^ 
verschwinden,  also  müssen  (J^„j,  .  .  dy^^  den  m  Bedingungen 
genügen : 

und  dies  sind,  wenn  man  sich  und  so  gewtthtt  denkt,  dass 
die  Determinante  44)  in  keiner  dieser  beiden  Grenzen  ver- 
schwindet, eben  auch  alle  Bedingungen,  denen  die  dyg  unter- 
worfen sind. 

Setzt  man  nun  iür  ^  =  m  +  1,  . .  . ,  n  : 

m 
1 

WO  die  u'^g  beliebig  zu  wählende  und  die  willkürliche  Func- 
tionen von  X  bezeichnen,  die  in  beiden  (irenzon  verschwinden, 
die  Ua  dagegen  Cooslaulen  sind,  so  gehen  die  Bedingungen  \2) 
tlber  in : 

IN 

i 

Hat  man  dahei  für  die  u^^  irgend  m  [n  —  m)  solche  an  beiden 


a 

.  j  I.  cd  by  Google 
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Grenxen  verschwindende  Functionen  gesetzt,  dass  die  Deter- 
minante 

45)  ^±  W'^x\\  \i .  . .  W' V 

nicht  Null  wird,  so  lassen  sich  die  m  Conslcinten  so  hesliiii- 
men,  dass  die  m  Gleichungen  \K)  erfüllt  und  die  Gleichungen 
42)  also  durch  die  SubstituUonen  43)  identisch  befriedigt 
werden. 

Weiter  haben  die  Auflösungen  der  Gleichungen  U)  di« 
Form: 

<6)  dn^^a^gW^^, 

wo  die  Gonstanten  ß^n  nur  von  der  Wahl  der  Functionen  n'^, 
abhäni-t  n,  aber  dieselben  Werthe  behalten  für  alle  beliebigen 
Funcliooen  %. 

Führt  man  nun  die  Werthe  13  der  dy^  in  die  Bedioguog 
8)  ein,  so  verwandelt  sich  diese  in ; 

1 

oder  nach  46)  in: 

m 

wo  die 

m 


von  der  Wahl  der  Functionen  3  unabhängige  Gonstanten  sind. 

Noch  8]  und  42j  lässt  sich  aber  diese  Bedingung  also 
schreiben : 


f 
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und  verlangt  daher,  da  die  Functionen  z  bis  auf  die  Grenst- 
werthe  ganz  willkürlich  geblieben  sind,  dass  der  Coefficieat 
jedes  eiozeioea  st.  Null  sei.  D.  h.  aber,  da  die 

m 

wiederum  Lösungen  der  Diffferentialgleichungen 

»  i  i"'  -  4lB »-«  5fJ  -  »'  f  «) 

sind,  die  gesuchten  Losungen  ,  -  "9  Vn  sowie  die  m  Multi- 
plicatoren       . . fi^  müssen  neben  den  m  Gleichungen 

welche  die  MuUipHcatoren  ft^  definiren,  noch  den  n  —  m  Glei- 
cbuDgen  genügen: 

iD  denen  <  s  m  -h  I ,  .  • . ,  n  und  die  Ltfsuogen  dar  Diffe-* 
rentialglelchungen  9)  sind. 

Addirt  man  aber  zu  jeder  Gleichung  7)  die  entsprechende 
Gleichung  9),  so  erhalten  die  (ileichungen  7)  die  niimliche  Form 
wie  die  Gleichungen  t7),  und  wenn  man  sich  noch  der  Bedeu- 
tung 6j  von  F  erinnert  und 

+  « 

seid,  so  erpiebt  sich  somit  schiiesslich,  dass  die  Lösungen  //, , 

des  riüb!efT5s  zusüinmon  mit  den  fn  Multiplicatoren 
.. den  n  Gleichungen  genügen  müssen : 

Das  ist  aber  eben  die  LxüRANGK'sche  He^el.  — 

Diese  Ableilung  setzt  stillsehweipend  voraus,  dass  die  De- 
lerniinante  15^  niclit  füi-  alU'  i^eliebiL'en,  in  den  beiden  lii  eiizen 
verschwindendeu  Functionen  u'^,  Null  sei,  d,  h.  mit  aadereu 


14    A.  Mayer,  Die  LACRANGS^sche  Mlltiplicatore.>«ethode. 

Worten,  dass  es  kein  System  Losiineen  .  ....  der  m  Dil- 
ferentialglciciiUDgeii  9)  gebe,  \velcl1e5  ^u^ieich  auch  den  n  —  m 
Gleichungen: 

genügte. 

In  VerbinduDg  mit  deo  Gleichungen  1 )  und  den  Grenzbe- 
diDgUDgen  wttrden  aber  die  n  GleiciiUDgen  9)  und  19)  im  Allge- 
meinen  selbst  schon  die  Functionen  y  vollständig  und  zwar  gani 
unabhängig  von  der  Function  f  bestimmen  und  daher  ist  Itlar» 
dass,  im  Allgemeinen  wenigstens,  die  Lösungen  des  Problems 
nicht  den  letzteren  Gleichungen  unterworfen  sein  können. 

Im  Besonderen  dUrfen  jedoch  keine  MuUipIicatoren  i'p . v„^ 
existiren ,  fttr  welche  die  n  Gleichungen  9}  und  \  9)  IdenlitJiten 
oder  blosse  Folgen  der  Gleichungen  I]  worden.  Nun  sagt  das 
identische  Bestehen  jener  n  Gleichungen  aus,  dass 

tu 

eil»  vollständiger  Dillpi-enlial^juolient  ist.  Die  vor|^;eschriol)eiu'n 
Bcdtnguogsgieichungen  \  j  dUrfcn  also  keine  Gleichung  von  der 
Form : 

äx 

n;trh  sich  ziehen.  Diese  Voraussetzung  ist  aber  bereits  in  der 
früheren  Annahme  enthalten ,  dass  unser  Problem  den  Grenz- 
werthen  der  y  keinerlei  Beschränkungen  auferlegen  sollte. 
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OßOTg  Pick,  Zur  Theorie  der  complexen  Multiplication  der 
eUipLischeii  Functionen.    Vorgelegt  von  Prof.  Dr.  Klein, 

Die  folgende  Millhoiluni;  eiahait  eine  kurze  Chersichl  Über 
t^iiiige  Unlersuchiinizen ,  l)elrenen(l  die  siogularen  Moiluln  der 
elliplischen  Funclionen,  welclie  (iiMimüchsl  in  ausführlicherer 
Form  in  den  Mathematischen  Annalen  zur  Veröffentlichung  go- 
hnnL'^^ü  wercien.   Die  Anretiung  zu  diesen  rntersuchungen  o^ing 
von  Hrn.  Kleis  aus;  sie  bilden  den  ersten  Schritt  in  Ausführung 
des  Vorhabens,  die  von  Hrn.  Kronecker  schon  vor  mehr  als 
zwanzig  Jahren  angegebenen  Sätze  über  die  singulilren  Moduln ') 
irn  Sinne  der  von  Hrn.  Klbiw  geschaffenen  Theorie  der  ellip- 
lischen Modulfunctionen  aller  »Stufen  «^j  zu  erweitem  und  neu 
IQ  beweisen.  Hm.  Krohickbi's  Satze  beziehen  sich  auf  Moduln 
iweiter  Stufe:  hier  sollen  nun  vor  Allem  singulare  Moduln  erster 
Stufe  zur  Sprache  kommen ,  und  zwar  soll  es  sich  um  die  ge- 
naue Bestimmung  derGiLois'schen  Gruppe  jener  Zahlengletchung 
handeln ,  von  welcher  die  singulttren  Moiiuln  einer  willkttrllch 
gegebenen  «Determinante«  die  Wurzeln  sind.  Es  ist  übrigens 
leicht  zu  sehen,  dass  der  Übertragung  der  hier  zu  behandelnden 
Sülze  auf  »Gongruenzmoduln  vom  Geschlecht  Null«  kein  wesent- 
liches Hinderniss  enti^ei^ensteht.  Dagegen  werden  sieh  hei  Con- 
cruenzinoduln  hölieren  Geschlechts  allerdings  mit  neuen  Frage- 
stelhmsen  auch  neue  Schwierigkeilen  ersehen  ,  insofern  man 
v\ anseilen  wird,  nicht  l>lui.s  die  singuliiren  iMuduin  selbst,  .*^on- 
dern  auch  die  zimehor  iizen  »  sinmilHren  Inleuralwerthe«  hinsiebt- 
lieii  ihrer  zuhieulheoretischen  iNulur  zu  charaklerisireu. 


\)  Berliner  Monatsberichte,  J857  u.  1862. 

S)  Vgl.  z.  B.  F.  KLKm,  Math.  Ann.  Bd.  17,  S.  fiitt. 
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Geurg  Pick, 


§  1. 

Aafstellnngr  der  Gleichungen  für  die  slngrnläieu  Modoln  nnd 
elementarste  Elgenseluiften  derselbeu. 

Wenn  für  dus  Argument  u»  einer  elliptischen  Modulfunction 
F(c(i)  die  mit  positivem  imaginären  Bestandtheil  versebene  Wunel 
einer  ganuahligen  quadratischen  Gleichung  (von  negativer  Dis» 
criminante)  gesetzt  wird,  so  bezeichnet  man  den  Werth  von 
F[ia)  als  »singulüren  Modul«  oder  »Modul  complexer  Multiplica- 
lion«.  Bedeutet  insbesondere  F(ita)  einen  Modul  ßnUr  Stufe, 
als  welcher  in  der  Folge  immer 

xiu»)  =  4728        =  4728    ,  . 

verwendet  wird,  so  entsprechen  die  singuliirenWerthe  desselben 
wedjselseilig  eincleutii?  den  Klassen  ganzzahliger  quadratischer 
Formen  von  negativer  Delerniinanle,  wofern  man  diese  sleis 
ohne  Theiler  und  mit  positiven  äusseren  Coefficienlen  voraus- 
setzt. Bezeichnet  man  als  Deterniinante  der  Form 

die  Grtisse 

so  isl  die  Form  erster  oder  zweiter  Art,  je  nachdem  ^  =  0  oder 
=  3  mod  i'  ist.  Hiernach  werden  tzelegentlich  auch  singu- 
lare Moduln  erster  oder  zweiler  Art  uiilerschieden  werden. 

Ein  grosser  Teil  der  folj^iemica  Aufütelluui^eii  gründet  sich 
nun  auf  nachsiehenden  Hilfssatz : 

Setzt  man  in  die  Modulargleichung  für  den  n**"  Transformar- 
tionsgrad 

für  X  irgend  einen  sinyulüren  Modul  der  Uctei  uünante  —  J .  sv 
genügen  derselben  für  y  gesetzt  (die  nnd  nur  diejenigen  singulüren 
Moduln  von  derselben  Deteminiantej  welche  aus  x  durch  Compo^ 
siihn  mit  denjenigen  Formen  (eben  dieser  DetermmatUej  hervor^ 
gehen,  durch  welche  n  eigentlich  darstellbar  ist. 
Man  bezeichne  nun  mit 

X^J       ,  ... 
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die  samiiiilii  lit^  ri  vorschiedeuea  ^iu^^ulareD  Moduiu,  welche  zu 
-  J  gebiireuy  und  setze 

Fj{x]  =  (Jtr  -  X,)  [x  -  .r,;  >  -  o-^^;  . 

Dmn  stellt 

¥j[x]  «  0 

die  »Gleichung  der  complexen  Multiplieatiooc  fUr  die  DelermH 
nante  —  J  dar.  Wendet  man  jetzt  den  angezogenen  Hilfssatz 
auf  jene  Falle  an»  wo  ursprünglicher  und  transfonnirter  Modul 
obereinstimmt ,  so  erhalt  man  folgende  Normen  zur  Aufstellung 
der  Polynome  F^(a;) : 

1)  Ist^sO,  4,  S(mod46),  so  ist  ¥j  :x)  genau  das  Pro- 

ducl  der  ciufachen  Liuearlheiler  von  Ö^^(vC,  xj,    ai^u  iu  be- 

T 

kdüutei  Weise  e\j)licitc  zu  erhalten. 

2)  Ist  .  /  =  12  ^uiüd  1(3/  ,  so  ist  das  Producl  der  einfachen 
Lioeartbeiler  vonO^  ^x,  x]  gleich  V^  's^x]  .  ^j  :x)  ,  welche 

T  T 
beiden  Polynome  mit  Zuhilfenahme  von       +  4  (iz;,  x)  separirt 

16 

werden  können,  worin  /<^^{a?)  aufgeht,  dagegen  nicht. 

T 

3)  Hierdurch  Ist  zugleich  der  Fall  2/  s  3  (mod.  4)  mtt- 
ertedlgt. 

Von  den  letzten  beiden  Regeln  tritt  eine  Ausnahme  ein, 
wenn  J  das  dreifache  einer  Quadratzahl  ist.  In  diesem  Falle  Ist 

2']  für  i=42(iuüd  16)  V j\x]  wieder  i^eiiau  das  Product 

der  eiafacheo  Liuearlheiler  von       ^o;,  x) ,  und 

T 

3')  fttr  ^s3{mod.  4)  lfj{x]  genau  das  Product  der  in 
or)  je  dreifach  auftretenden  Lineartheiler'). 

In  allen  diesen  Angaben  ist  jedoch  von  möglicherweise  auf- 
tretenden Factoren 

X  und  j;—  4728 

1)  Man  vergleiche  hier  im  AllgemetneD  die  von  Herrn  Gikrsteb 
aufgestellte  »Klastenzahlrelation  erster  Stufe«  (Math,  Ann.  Bd.  24,  S.  SSffj. 
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abgesebeD,  welche  ja  jedesmal  von  vornhereiQ  eDUerot  werdn 
können. 

Aus  ganz  elementaren  Eigenschaften  der  Modalargleicfano- 
gen  fur  x  (lo)  folgt  nun  : 

Die  Gleichungen  /^^(^)  »  0  besitzen  ganze  rtUiofuile  Zahkt 
als  Coefßcienten  f  deren  höchster  gleich  Eins  ist;  die  singulärm  1 
x{(a)  sind  ganze  algebraische  Zahlen,  1 

Ferner  crgiebt  eine  höchst  einfache  Überlegung  das  1 
SttUat :  1 

Von  den  singulüren  Moduln  sind  diejenigen  und  mir  4Üi^■  I 
jenigen  reellj  deren  entsj)rechende  Formenklassen  ambig  sind.  I 

§8  I 

BeUtlenen  iwlschen  den  tu  derselben  Determinante  gehörigen  1 

slngidlTeB  Hodobi«  I 

Im  Folgeudeii  werden  wir  uns  der  symbolischen  Si'hreib-  1 
weise  I 

bedienen,  um  anzudeuten,  dass  der  singuläre  Modul  Xp  aus  x„  j 
durch  Gomposition  mit  der  Formenklasse  A  hervorgeht.  1 
EntWickelungen  dieses  Paragraphen  gehen  darauf  hinaus,  a  I 
zeigen,  dass  jeder  solchen  symbolischen  Relation  eine  wirk--] 
liehe  entspricht,  welche  wir  dann  in  der  Form 

schreiben  werden ,  wobei  A  [x)  eine  durch  die  Formenklasse  A 
bestimmte  rationale  Function  bedeutet,  deren  Goefficienfen  dem 

Zahlkörper  (1,  )/—  angehören 

Es  sei  nun  zunächst  p  eine  in  6^  nicht  enthaltene  Prim- 
zahl ,  und  {^-^)  =  4 .  Man  unter^-erfe  der»  Transfor- 
mation von  der  Ordnung  p  .  Dann  besitzt  die  Modulargleicbung 

nach  dem  Hilfssatze  des  vorigen  Paragraphen  zwei  Auflösungen, 
welche  zugleich  Auflösungen  von 


1)  Vgl.  Diriculkt-Dedekikd,  ZableolUeorie,  XI.  Suppiemeot. 
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i'ind.  und  aus  durch  (loiiipusiüon  im\  den  beiden  (eiilgegen- 
a;e>tiz(en'  Formenkiassen  i^,  P"'  eaUlehen,  durch  welche  p 
iarsieilbar  ist.  ist 

tl  is  \)oi5:sJ  Pand)iii'.  so  findet  man  durch  einfache  Elimination 
die  belrelleude  gemeiüüauie  Wurzel  von  . 

und 

als  rationale  Fnnetion  von  .t,,  mit  canzzahligen  Coefficionten . 

Ist  diiüeijen  P  nicht  gleich  so  (ritt  das  foli^endc  Ver- 

fahren ein.  Ks  sei  j/-  die  niedrigste  Potenz  von  />,  welche  durch 
(Ue  Uauptklasse  der  Delermioaute  —  ^/  darstellbar  ist.  Daoo 
besils&t  die  Gleichung 

die  Aufldsang 

und  zwar  siel  Ii  dt-is  so  bezeichnete  Werthsysieai  einen  Doppel- 
punkt der  Curve 

dar.  In  der  bekannten  Relation 

idy\  _ 

'm  welcher  M  den  MuHiplicator  der  Transformation  bedeutet, 

bat  also  jede  der  beiden  Seiten  zwei  Werthe.  Es  gelingt  nun 

durch  successive  VollfUlirunt;  der  Transfornialion  p^-^*^  Ordnunüi, 
diese  (ileicliung  nach  jenen  beiden  Werthen  zu  zcrfUllen,  und 
iwar  in  der  Form 

wo  M^  und  M_^   conjiigirt  contplexe  Zahlen  des  KOrpers 

[^,\  —  J-  bedeuten,  und       eine  rationale  mit  rationalen 
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ZaiiU  ncoefficicnleii  versehene  Funclion  ihrrr  beiden  Armimenie 
vorstellt.  Der  gemeinsame  Thoiler  zweiten  (ir.id<'s  von  H 
und  0j,(or,f.  .r^  lasst  sicii  jet/l  mit  Hilfe  der  gefundenen  Rehi- 
tioiieii  üUenbar  so  auflösen,  dass  man  jede  seiner  Wurzeln  ratio- 
nal in  mit  in  y  —  ^  rationalen  Cpefficienten  ausdrücken 
kann: 

P.     =  ^{x^ 

Sei  nun  .1  eine  beiiel)iize  Klasse  der  Detenninaute  —  J, 
wähle  man  in  bekannter  Weise  irgend  eine  dureh  dieselbe  dar- 
stellbare  Zahl  a  aus,  welche  gegen  6^  theilerfremd  ist.  Ist  ler- 
ner in  Primzahlen  zerlegt 

ft  =»     .p,  .  .  .  . , 

so  folgt  daraus  eine  Zerlegung  von  Ä : 

A  ^  P  P 

wobei  die  Fornjcnklnssen  P^,  P,,  ...  jeweils  die  Primzableu 
Pii  Pti  '  •  *  darzusleilen  f<ihig  sind.   £s  wird  also  dann 

A  .  P\  *  P^  •  •  • 

oder 

wo  A  wieder  eine  Function  von  der  wiederholt  angegebeneD 
Beschaffenheit  bedeutet. 

Die  so  gewonnenen  Functionen  A  befolgen ,  wie  sich  aus 
ihrer  Ableitung  von  selbst  ergiebt,  in  ihren  gegenseitigen  Be- 
ziehungen dieselben  Gesetze,  welche  fOr  die  Gomposition  der 
entsprechenden  Formenklassen  Geltung  haben ;  sie  sind  also  ins- 
besondere vert  a u schbar.    Hieraus  folgt: 

Die  Gleichunycn  Fj  x\  =0  werden  durch  Adjunctton  von 

y^^Jsu  Abel' sehen  Gleichungen. 

§  3. 

irredacibilit&tsbeweis  für  die  Uleichangen  Fj  ,x)  «■  o. 

Im  vorigen  Paragraphen  ist  für  die  Gruppe  der  Gleichungen 
der  complexen  Multiplication  eine  o6ere  Grenze  abgeleitet  wor- 
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den.  Niiii  äoll  gezeigt  werden,  dnss  wenn  ausser  ]/—  J  keine 
weiteren  IrrationalitJiten  adjungirl  werden,  die  besprochenen 
Gleichunuen  irredueihel  sind.  Damit  wird  ziiiileich  gezeigt  sein, 
dass  die  Gruppe  jener  (»leichunpen  init  ih^v  \\\\  voriLien  P;irn- 
gniptien  erhaltenen  »Gruppe  der  (.oinposilion "  i(ieuliafh  ist. 
Denn  diese  ist  (jctiaif  einfach  t)'ans(lir ,  .d so  jede  eigeDtiiche  Un- 
lergriJj)pe  derselben  notwendii;  iiilrnnsitiv. 

Der  den  folgenden  Auseinandersetzungen  zu  Grunde  !ie- 
geode  GedaDkeDgaDg  ist  derselbe,  welcher  zuerst  von  Herra 
DEDEKi!<rD  Silin  Beweise  der  IrreducibilitHt  der  Kreistheilungs- 
deicliungen  verwendet  worden  ist'i.  Es  wird  gezeigt,  dass 
das  Polynom  F^{x\  nach  einer  Primzahl  J»^3y  für  welche 


als  Modul  belrachtel,  keine  doppelten  Factoren  enthült.  Andoi  er- 
seils  wird  bewiesen  werden,  dass,  wenn  fix  einen  irredncihlen 
Factor  von  F bedeutet,  und  f^[x)  jenes  Polynom,  dessen 
Wurzeln  aus  denen  von  f{.r)  durch  Composilion  mit  der  Formen- 
klasse P  hervorgehen,  in  f^  Ui-]  i  mod  p]  keine  Factoren  enthalten 
sind,  welche  nicht  schon  in  f{x  niod  vorkämen.  Aus  diesen 
beiden  Resultaten  wird  man  schliessen,  dass  Fj[x)  selbst  der 
in  Frage  stehende  irreducible  Factor  ist.  Genauer  genommen 
*  bandelt  es  sich  hier  nicht  eigentlich  um  die  PrimEahl  /),  sondern 
am  einen  der  beiden  in  ihr  enthaltenen  idealen  Primfactoren  (p) 

des  Körpers  1,  )/—  J).  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  duss  in 
eben  diesem  Körper  die  Zahlen 

0,  4,  2,  ,  ../j  —  4 

ein  vollständiges  Restsystem  (mod  ^)  bilden,  wie  im  Gebiete 
der  rationalen  Zahlen  nach  dem  Modul  p.  Also  kann  man  als 
Primfactoren  der  ganzen  Functionen  einer  unbestimmten  Grösse 
in  unserem  Falle  genau  dieselben  Polynome  auswählen,  wie  in 
der  Theorie  der  gewöhnlieiicn  liülieren  Congruenzen . 

Ein  sehr  einfaches  Verl;diren  dient  zunächst  dazu,  die 
Eigenschaflen  der  Modulargleichun^eu  vom  Transformatiuns- 


4}  Crelle*s  Journal,  Bd.  54,  S.  Ti, 

v^l.  hinsichtlich  dieser  Theorie:  Dbdeiiüd  io  Ckellbs  Journal, 
ßd.  54,  S.  4. 
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grade  nach  dem  Primideal  |p  als  Modul  ausfindig  zu  macbea. 
Wir  erlfrterD  dasselbe  au  dem  eiDfachsten  Falle  der  Transibraia- 
tioD  Ordnung.  Beseichnet  man  mit  Q  die  sonst  mit  9*  be* 
nannte  Grösse 

so  ist  der  ursprüngliche  Modul 

aus  ihm  gehen  die  sämnuiichen  transformirten  Moduln  hervor, 
indem  man  fUr  Q  die  Grdssen 

einsetzt.  Es  ist  also 


QP 


Nun  wird  aber 


-Li. 

L  *_ 

s~  {t  H-(7.-yP)g-h/,o*  +  ...} 

a  a?  -     {mod  p)  ,  * 

SxP  ^  y  mod  p)  , 

wie  man  findet,  indem  man  bekannte  Sätze  Uber  höhere  Con- 
gruenzen  so  anwendet,  als  ob  die  vorkommenden  unendUdm 


und 
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Ikihen  Polynome  m       resp.  Q  und  y  wären.  Die  Recht ferli- 

j^ung  dieses  Verfahrens  darf  als  ganz  elementar  wohl  über- 
gaagen  werden.   Es  resultirt 

%{^f  y)  s  (a?  —  If^]  [x»  —  u)        W  • 
In  Ubnlicher  Weise  erhalt  man  allgemein : 

WO  die  rechte  Seile  nur  scheinbar  Bruchform  besitzt. 
Setzt  luan  in  diese  Coogrueuz 

y  —  X 

eiu,  so  bietet  der  Fall  eines  ungeraden  ),  keine  weitere  Schw  ic- 
rigkeil.  1  ür  ein  gerades  /.  hiii^(  1:1  ii  verschwindet  die  rechte 
Seite  identisch.  In  der  Thal  mu^s  man  in  diesem  Falle  das  Po- 
lynom vor  der  Reduetion  nach  dem  Zahlenniodul  p 
diircii  p  dividiren,  um  das  gewünschte  Resultat  zu  erlangen. 
Die  gerinize  hierdurcli  s^eschatfene  Complicatioa  soU  iodess  hier 
Dicht  ferner  zur  Sprache  kommen. 
Es  bezeichne  Kttrse  halber 


das  Fruduci  Uber  alle 

rar  welche  darch  p  nicht  theübar,  und  die  Hauptform  der 
Determinante  —  pf*  aber  keine  niedrigere  Potenz  von  p  dar- 
insteUen  fithig  ist.  Dann  ist  nach  §  2 

a>^[jc,  x)  =  IL^j^.W^t^^^^  

Wir  leiten  nun  aus  den  angegebenen  Relationen  neue  ab, 
indem  wir  jedes  vorkommende  Polynom  durch  dasjenige  er- 
setzen, dessen  Wurzeln  aus  dem  des  ursprünglichen  durch 
Transformation  p^  Ordnung  hervorgehen.  Hierbei  verwandelt 
sich 

/7pK^^  in  nPpH^2j^  .  npx-,j^     (x  >  2) 
ilj       in  i/''-»       .  Wj  . 
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Ferner  gebt  modulo  p  geDOmmen  jedes  Polynom  9>(ar)  mURttek- 
sicht  auf 

über  in 

(p{xP) .  ff  [x]  =  (p  {xjP-*-^  (mod  p)  . 

Indem  ni.m  nun  alle  die  erluiitenen  Cougruenzen  in  geeigneter 
Weise  vorbindet,  eriiäit  niiin  das  Resultat: 

Uas  Polynom  Hj^  ist  nacli  dem  Modul  p  ein  Divisor  von 

Aus  bekannten  Eigenschaften  der  Function  x  folgt 

dann: 

Das  Mymm  F [x]  enthält  keine  zwei  nach  dem  Modul  p 
congrumte  Factoren, 

Hierdurch  ist  der  erste  Theil  des  Beweises  im  Allgemeinen 
skizzirt. 

Es  sei  jetzt  /  .r  ein  in  F ji-r)  enthaltener  irreducibler  Fac- 
tor. Unterwirft  man  diesen  der  Transformation  p**'^  Ordnunij, 
so  entsteht  ein  neues  Polynom,  welches  nach  Früherem 

ist.  Dieses  Polynom  enthält  also  keine  nicht  schon  in  f{x)  auf- 
gehenden Primfacloren.  Unter  den  Wurzeln  desselben  l)elinden 
sich  aber  alle  aus  den  Wurzeln  von  fix  durch  Composiiion  mit 
P  hervoriiehenden  singul?iren  Moduln,  %\elclie  selbst  ebenfalls 
Wur/A  In  von  F j'x\  =  0  sind.  Hierdurch  ist  der  zweite  Punkt 
des  angekündi.uien  Beweises  erledigt. 

Wir  fassen  das  Gesammtresullat  etwa  so  zusauiuien: 

Die  Gleichungen  der  complexen  Multiplication  F^[x)  =  0 

smd  nach  Adjunction  van  V—  ^  irreducible  AbeV sehe  Gleichungen 
(im  weiteren  Sinne  des  Worts), 

Prag,  im  December  4884. 
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Theodor  Holioat  Ud}er  gewisse ,  in  der  Theorie  der  ellip- 
tischen Fufu^ionm  m^retende  Einheitswur^eln^  Vi  rurlegt  von 
Prof.  Klein, 

In  der  Theorie  der  linearen  Transfonnalion  der  .7 -Fund in- 
nen knüpft  sich  ein  besonderes  Interesse  an  die  HesliminiiiiL; 
einer  in  der  Translonualionsgleichung  als  Factor  auflrelenden 
8,  Ein}^»  its%Mir/el ;  ein  gleiches  Interesse  gilt  dem  Vei  halten 
der  Uermite  .seilen  Functionen  x  •>  'P  ^^^ii  ^/^ /'^  •  ^  '"^  '^''"^ 
Standpiincle  der  W'EiBRSTRAss'sehen  Theorie  aus  liiss(  sich  das 
Verhalten  aller  jener  Functionen  ,  soweit  es  auf  diese  Einheils- 
wurzel  Bezug  hat,  aus  dem  Verhalten  einer  einzigen  Function, 
der  24.  Wurzel  aus  der  Discriminante ,  schlieasen  *j .  Das  Fol- 
gende enthält  zunächst  hierfür  den  Nachweis. 

Es  seien  ta^  und  die  Perioden  der  Function  p  'u] ,  die 
Bezeiebnnng  derselben  sei  so  gewählt,  dess  der  reelle  Bestand- 

theil  von  --^  pobiliv  ist;  ferner  sei  J  die  Discriminante. 
Bei  linearen  Substitutionen  der  Perioden : 

verhalt  sich  J  invariant,  eine  «i**  Wurzel  aus  J  erhält  einen 
Factor,  der  eine     Einheitswurzel  ist. 

Die  &f  werden  durch  folgende  Gleichungen  definirt: 


<  Man  \ev\:\.  (\W  vorwandte  Auffa>suiiu  1km  nEi>KKi>D  (Rieman>  s 
Werke,  p.  488  ff.  oder  Journal  für  Malhenialik,  M.  SM.  p.  281  ff.);  die 

FuQction  r^[ta)  ist  in  unserer  Bezeichnung  gleich  l/-'  .  . 


26 


Ta£üDua  MoLi£Nf 


2)«! 


a{u:Sj^  VS-^"'-  ^.r^,f 

Desgleichen  ist: 


3) 


Bei  lioearer  Tnmsformation  werden  nun  die  nur  permu- 
Uri;  in  der  Thal  füllt  also  die  Beslimmung  der  Einheitswurzetn 
ganz  nuf  die  24.  Wurzeln  aus  J  und  seinen  transformirtea 

Werthcn  zurück,  in  letzter  Instanz  auf  \  J  allein.  Hierdurch 

ist  eine  systematische  Behandlung  jener  Fragen  gegeben,  die 

eine  genauere  Erforschung  von  y  J  ^  abgesehen  von  dem  In- 
teresse, welches  letztere  an  und  für  sich  hat^  wUnschenswertb 
erscheinen  Iflsst.  kh  habe  versucht,  die  hier  angedeutete  Frage 
zu  beantworten,  und  tbeile  hier  die  Resultate  mit. 

In  erster  Linie  enthält  die  nachstehende  Mittbeilung  die 

lU'slinnmmp  des  Factors,  um  den  sieh  y  J  bei  linearer  Trans- 
formation ändert,  in  zweiler  Reihe  folgen  die  sich  daraus  er- 
gebenden Anwendungen. 
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Bevor  idi  zur  ciuenliiclien  BelKmiJliing  der  Fraiie  ül)tM  nelie, 
will  ich  ooch  eioe  Bemerkung  vorausschicken.    Die  Fuuclion 

y  j  ist  durch  folgende  Gleichung  als  eine  Productentwicktung 
gegeben : 

die  linear  iransformirte  Function  durch  die  folgende: 


m 


)  ■ 


In  der  Annahme  der  Zeichen  von  yw^  und  Kca'i  liegt  vor 
der  Hand  eine  WillkttrltcbkeH,  die  durch  eine  von  vornherein 
gemachte  Festsetzung  aufgehoben  werden  kann. 

Diese  Festsetenng  sei  nun  so  gemacht,  dass  y(o^  einen  be- 


liebigen, aber  festen  Werth  unter  seinen  In  iden  erhalle,  \  io\ 
aber  durch         *  V<tf|  bestimmt  werde,  wobei  der  Werth  von 

so  angenommen  wird,  dass  sein  reeller  Theil  positiv  ist; 

wenn  de  rselbe  aber  0  sein  sollte,  soll  der  imaginäre  Thal  positn^ 
H'in.  Diese  Besliiuinuiiii  kornnit  mit  dem  Ziehen  eines  Quer- 
schnittes in  der  Ebene  ^o^ ,  geradlinig  von  0  «her  —  ins  Un- 
endliche, Uberein.  Im  Übrigen  ist,  zur  Yerujeidung  jeder  Zwei- 
deutigkeit, die  fttr  geltende  Festsetzung  hier  auf  alle 
irgendwie  vorkommenden  Quadratwurzeln  ausgedehnt  worden. 

lethodeiit  die  zu  einer  ersten  Bestlmmiingf  des  Factors  dienen* 

Es  sei : 

yj  io\,         =  kyj[io^,  co^)  . 

Zunächst  führen  wir  einzelne  Falle  an,  die  eine  besonders 
einfache  Erledigung  gestallen,  nämlich  diejenigen,  wo  einer 
oder  zwei  der  Substilutionscoefficienten  gleich  Null  sind.  Dies 
sind  die  folgenden : 


Digitized  by  Google 


28 


Theodor  Molien, 


41.  

4a)     y^(««'i  +»iWt,  Wf) 

14.  

scbliessHchy  wegen  der  Festsetzung  tiber  den  Qaerschnitt: 
4bj  yj  (—  w^,  —  itfj)  =  —  t  •  V^(W4,  . 

Diese  vier  Formeln  reichen  in  Fallen,  in  welchen  es  sieb 
um  numerische  BestimmuDg  von  )x  handelt,  unmittelbar  aus. 
Man  vergleiche  hierzu  insbesondere  Sciieirner  in  den  Berichten 
d.  sächs.  Geseiiscfaalt  von  1862,  p.  90  ff.  Dagegen  scheint  eine 
direete  Behandlung  des  allgemeinen  Falles  auf  Grund  derselben 
schwierig  und  ich  habe  also  vorgezogen,  analytische  Umfor- 
mungen zu  benutzen  % 

Zur  analytischen  Behandlang  unseres  Problems  bieten  sich 
vor  Allem  zweierlei  Ansätze,  deren  erster  von  Cai  chy^),  dereo 
zweiter  von  IIermite^;  herrührt^;.   Bei  Benutzung  von  C.mchy's 

Methode  gelangt  die  bekannte  Reihe  für       zur  Anwendung : 


i)  Beiderlei  MeUioden  hui,  was  die  lineare  Transtunnatioii  der  ^ 
angeht,  bekanntlich  Jacoui  bereits  in  seinen  Vorlesungen  bchandeU; 
vergU  die  Andeutung  in  Grbllb's  Joumali  Bd.  S6,  p.  4H  (Werke,  Bd.  II. 
p.  189). 

S)  Cavghy,  Bulletin  de  la  sociöM  phllomatique,  Aug.  1817.  Hr.  Km- 
KECKER  giebt  eine  Darstellnng  dieser  Methode  in  den  Beritner  Uonats- 
berichten  von  4880. 

8)  HuuiiTE,  Journal  des  MatMmatiques,  sör.  II,  t.  8,  1858. 

4)  Es  giebt  noch  eine  Reihe  anderer  VerfahrungsweiseD,  die  ich 

wenigstens  anführen  will.  Man  sehe,  was  lineare  Transformation  der 
^  angeht:  Gordan,  Habitalionsschrift  (iiessen  4863;,  TiioMAr  .  Ahri>s 
einer  Theorie  der  complexen  Functionen  etc..  t.  Aufl.  Halle  4S73. 
ferner  auch  die  Behandlung  von  log.  ^  bei  DtDEKiND  Riemann  s  Werke, 
p.  488  ftl . 


nnt 
iiiTrj 

—  31^  

SP    "  .  yj  (cüj .  cü,  , 

ni 
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bei  Hbbiitb's  Methotbe  wird  man  sich  der  folgenden  Reihe  he- 
dienen : 

welche  Herr  Kikpkbt  im  87.  Bande  des  Joomals  fttr  Mathematik 
aufgestellt  hat  (p.  943  daselbst)  nnd  deren  Werth 

ist.  An  dieser  Stelle  werde  ich  nur  die  Bestimmung  von  k  nach 

der  CALTHY'sehen  Methode  ausfuhren. 

Es  sei  =  awj  jt?c«i, ,  cu'^  =  '/iü^  -I-  dw^;  wir  zer- 
legen  dann  — -  und     jedes  in  zwei  Tbeile : 


■?  ' 

bt  eine  compleze  Grltsse,  deren  reeller  Bestandtheil  positiv 

ist.  Hierdurch  siuil  die  Reihen  für  j/i/  und  y^'  folgeude 
Furm  gebracht  worden : 

*       —  OD 

and 

wobei  zur  AblLürzung: 


—  n 


—  a» 


gesetzt  worden  ist.  Durch  Ausfuhnnii:  dor  (  ai  rjiv'sehen  Trans- 
formation auf  Hl  erhalt  man  für  die^e  Grosse  eine  nach  Potenzen 


voae        fortschreitende  Reihe,  nämlich: 


30  TuEOOOa  MOLIBN, 

=  {{-  OOS  „  iK-l  „)  ; 

sonach  ist  fiuch  für  y  J'  eine  Reihe  bekaimi,  die  ii.ich  Potenzen 
voD  e"      fortschreitet y  wodurch  nng  eine  Vergleichung  der- 

24  _ 

selben  mit  der  Reihe  für  ermöglicht  ist.  Bei  der  Verdt  i- 
chiing  der  Coefficienten  gleicher  Polenzen  von  e~  ^^^^  ist  noch 
zu  beachten,  dass  wir  wegen  der  Festsetzung  Uber  die  Zeichen 
der  Wurzeln 

setzen  niilssen ;  hei  Bei  ü(  ksiclitt^unp:  dieses  UmstanUes  er- 
hallen wir  für  /.  den  folgenden  Ausdruck : 

wobei  indess  n  von  der  Form  6^  ±  1  sein  tnuss.  Ftlr  durch  f 

oder  3  Iheilbare  Wertbe  von  n  erhilU  die  Summe : 

* 

den  Werth  0. 

Genau  zu  dcitiselben  Wortho  von  /;  tjeiaujit  man  durch  die 
Bestimmung  nach  der  iltBMiTt  scliL'n  Methode.  Ich  darf  die  dies- 
bezügliche Ausfuhrung  hier  wohl  unterlassen,  eineslheils.  weil 
man  genau  den  angegelienen  Weg  zu  verfolgen  hat,  anderntheils 
weil  ich  in  Bezug  auf  die  Cauchy  sehe  Methode  schon  ausführlich 
gewesen  bin 


i)  [Eine  Bestimmung  von  A'  nach  der  HERsiireschen  Methode  uoter 
Benutzung  der  Reihe  (5)  bat  mir  Hr.  KisraiT  bereits  vor  Jahren  privetiai 
mitgetheilt;  sein  Resultat  stimmt  genau  mit  der  Formel  (4  t}  des  TozI«« 
Uberein,  sofern  man  in  dieser  n  s  t  setzt.      F.  Kleiv.] 
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§  2- 

ExpUclte  Bmtelloiig  der  ElDhettswimeL 

Wir  haben  nuiunelir  die  Aufgabe  \ur  uiij^,  aus  dem  Aus- 
drucke (H)  für  Ä"  diese  Gnissc  frei  von  fremden  BestandlbtMlcn 
als  eine  reine  Einheitswiirzel  d.n-zustellen.  Wesen  der  in  die- 
seiu  Ausdrucke  vorkonuneiuirn  SumtiM'  hnl)en  w  ir  auf  die  Theorie 
der  Gai  ss'srhen  Summen  zurückzugehen,  aus  welcher  wir  uns 
der  Formel  erinnern : 

welche  für  ungerade,  aber  sowohl  positive  als  auch  negative  n 
gilt.  Die  Iiier  festttehaltene  Schreibweise  ist  in  Folge  der  Fesl- 
setzunji  Uber  die  Wurzel/eichen  gegenüber  der  gewöhnlichen 
in  etwas  abgeändert  uoicien. 

Wir  erleichtern  uns  d.is  deschJift  der  Aus%v(M'lhung  jener 
Summe  [M]  bedeutend,  wenn  wir  vorher  folgende  Operationen 
ausführen : 

I.  Ist  ,i  eine  durch  2  oder  3  tlieilbare  Zahl,  so  bestimmen 
wir  eine  t^anze  Zahl  Lt^  so,  dass  ß'  =  ß  ^  ^^d  ungerade  und 
durch  3  untheiibar  wird. 

II.  Wir  bestimmen  eine  weitere  Zahl      derart,  dass  auch 
SS  6     ft^li'  ungerade  und  durch  3  untheiibar  wird. 

UI.  Wir  bcslimmrn  zwei  weitere  Zahlen  a'  =  or-i-f<, 
/  =  y  +  ^,a',  und  erhalten  in  a'^a^     ^  ca,,  /«,  +  d'u>^ 
eine  lineare  Substitution  der  Perioden     ,  oi, ,  für  welche  wir 
die  Zahl    s  Ar'  bestimmen  wollen. 

Gehen  a,        6  in  a',    ,  /,  d'  Uber,  so  geht  Ar  in 

Aber.  Die  Zahlen  //^  und  .u,  können  ntfmlich  dabei  immer  so 
gewählt  werden,  dass  bei  dem  üebergange  von  [a\  ß\  y\  (V) 
XU  [er,  ß^  /,  ^)  der  Querschnitt  in  der  Ebene  ca^  nicht  über- 
schritten wird. 

Die  folgende  Tafel  enthült  die  Wcrthe  von  ii^,       \  H- 
für  die  neun  verschiedenen  möglichen  Fülle,  weiche  luodulo  6 
zu  uulerschoideu  sind ; 
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Nr. 

ßs 

i 

1 

1 

±  ' 

1 

0 

0 

1 

< 

1  a 

±  i 

0 

< 

n 

1  1 

1  n 

Z 

4 

±  1 

±  2  1 

0 

3 

1 

5 

3 

±  2  1 

4 

3 

4 

«  1 

3 

i<  1 

2 

0 

4 

7  ' 

±  2 

±  1 

0 

1 

8 

0 

±  1 

0 

4 

9  ' 

+  2 

3  i 

1 

2 

8 

Eventuell  können ,  um  etwaiges  Ueberschreiten  des  Quers4:hnitts 
zu  Termeiden,  fi^,  fi^  um  tkp  vermehrt  werden. 

Im  Falle  4  ist  jetzt  die  Bestimmung  von  k  ohne  Schwierig- 
keit, wenn  wir  n  ss  d  setzen.  Wir  erhalten: 


12) 


e 


;6A  -I-  2,V;tt        [6X  'd7ii 


und  nach  der  Umsetzung  der  Summe  in  GACSs'sche  Summen: 


k  ^ 


e 


4i 


Die  Eintragung  der  Werthe  für  die  GADss'schen  Sonunen 
ergiebt : 

  ytT  —  3  +  a^icf 

k  -  .KL.  V3^^m  ./'-—Ii  ,ii^ß 

oder  schliesslich : 


13) 
oder  auch : 
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Der  Factor  v  rührt  von  der  UmsetzuDg  des  Jacobi' sehen  Zeichens 
her;  er  bedeutet  -4-  1,  wenn  irgend  eine  der  Zahlen  ß  oder  ö 
positiv  ist,  ^  1 ,  weno  beide  negativ  sind. 

Im  Übrigen  ist  die  Bevorzugnng  von  ß  und  d  eine  durch 
die  Methode  herbeigeführte  Zufälligkeit,  der  durch  veränderte 
Reibenfolge  von  a,  ßj  y,  d  leicht  zu  begegnen  ist,  wia  aus  der 
Fol  senden  kleinen  Tabelle  hervorgeht: 


Sobst. 

i 

Ii 

111 

IV 

V 

VI 

Vli 

Vlli 

1 

ßx  \ 
/  1 

a 

ß 

y 
d 

<r 

-y 

-ß 

-y 

«r 

a 

y 
ß 

<r 

ß 

"  " "  " 
-  y 

a 

y 

—  a 

<r 

-  ß 

a 

y 

l 

p 
1 

k 

1 

i  ^ 

a 

T 

\  ^ 

1 

1  * 

Die  Factoren  ^  in  der  letzten  Horizontalreihe  bedeuten  dabei  die 
positive  oder  negative  Einheit ;  sie  sind  dazu  bestimmt,  etwaige 
Ueberschreitungen  des  Querschnitts  beim  Uebergange  von  der 
Substitution  (a,  6]  zu  der  in  der  betreffenden  Vertieal- 

reihe  enthaltenen  auszugleichen.   Insbesondere  liefert  die 
Verticalreihe ,  wie  eine  leichte  Umrechnung  zeigt,  aus  13}  die 
Formel  14) ;  ^  ist  daher  in  diesem  Falle 

V?  

Wir  kehren  zu  der  Aufgabe  zurück,  k  in  den  acht  übrig 
bleibenden  FtflJen  zu  bestimmen.  Wir  benutzen  dazu  die  Be* 

btion  h  und  finden  nach  kurzer  Zwischen- 

rechnung : 

für  Fall  2—5 : 

für  Fall  6—9 : 

]litb.>ptijrB.  CUm6  im,  3 


34  Toioooi  Mouiir, 

Nun  ist  io  deo  FfiUen  2—5: 
in  den  Fttilen  6—9: 
somit  ^  überhaupt: 


<5) 


u;enA    ungerade  üt, 

wenn  Ö  ungerade  ist» 

Zum  Schluss  motzen  noch  Potenzen  von  k  angeführt  sein, 
die  Interesse  verdienen.  Dies  sind: 

i)  Die  zweite  Potenz  von  L  Man  findet: 

« 

oder  auch : 


<6) 


*•  «  e*  , 


welche  Zahl  von  Herrn  ütHvsnz bestimmt  worden  ist.  In  der 
That  slinnnl  der  Ausdruck  46)  mit  dem  seinigen  ttbereio. 

2^  Die  dritte  Potenz  von  k.  Es  folgt : 

'  e  *  ,  wenn  ß  ungerade» 


Ai»  «  r  I  jj  e  *  ,   wenn  d  ungerade. 

r  hat  in  diesen  Formeln  die  nämliche  Bedeutung,  wie  vorhin. 


i]  Hviwm,  Matbem.  Aanalea,  Bd.  48,  p.  aea. 
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ist  uumillelbar  diejeiiiiie  Liiilieilswurzel,  ^^  elchc  l^ei  der 
linearen  Transformation  von  in  Betracht  kommt.  Die  Ver- 
gleichung  unseres  Resullates  mit  dem  bez.  von  anderer  Seite 
gefundenen  gesl.illeL  hicli  ;in)  einfachsten,  wenn  man  di»»  For- 
rfielu  ui  Grunde  lei^t,  weiche  Stepben  Smitu  im  35.  Bande  der 
Reports  of  the  British  Association  {1865'  fzet^eben  hat  p.  329), 
Der  Factor  r  scheint  dort  und  anderwärts  übersehen  2U  sein. 


§  3. 

Amweiidang  auf  die  j/^e^ — ej^  und  die  Hermite'ächen  Functlouen* 

Die  bei  der  linearen  Transformation  der  Übrigen  auf- 
tretenden Einheitswuneln  sind  dieselben,  welohe  man  bei  der 

linearen  Transformation  der  ye.  —  ej.  tiiidet.  Das  Verhalten 
dieser  letzteren  Grössenreihe  ist  überhaupt  ein  demjenigen  von 
^1 '  ^3  •  ^0  analoges.  ^Yir  besitzen  fur  dieselben  folgende  Aus- 
drucke: 


13 


V  V'^K'  t1  V   •/-- 

Unter  dem  Einfluss  einer  linearen  Transformation  gehe  ^ 
Ober  in 

wo  die  Indices  fijv'  0  oder  4  sind  und  durch  die  Ciongruenzeu : 
gegeben  sind. 


Thbodoh  Jüolien, 


Eine  lineare  TransformatioD,  die  mod.  2  der  Identität  eon- 
gruenl  ist,  lasst  fi  und  v  ungeiindert.  Jede  beliebige  Transfor- 
mation (üf  fi^  ö)  kann  als  eine  aus  einer  solchen  (a,  b,  c,  d) 
und  einer  Transformation  (/i^,  ff,,  /i„  fi^)  angesehen  werdea, 
wo  f(„  jU|,  /I4  gleich  0  oder  ±  I  sind  und  der  Reibe  nach 
zu  o,        d  mod.  2  congruent  sind. 

Der  Einfluss  der  Transformation  a,  6,  c,  d  ist  der  folgende: 


und  in  der  nach.slehenden  kleinen  Tabelle  ist  sowohl  das  Ver- 
heilten dieser  Sub.slitiUiun  bei  den  Siibslitulioneu    ir,  11,, 
^4),  als  auch  die  Ar!,  wie  sich  «,      /,  d  aus  a,  6,  c,  (i  und 
C^%y  Mi*  f^4  zusammeoselzt,  angegeben; 


Nr. 

1  

i"3 

<0 

«'il 

a 

fr 

t 

c  i 

1" 

0 

0 

'■1 

«10 

«01 

1  « 

r  ' 

II 

1 

0 

J 

1 

1 

^  *  "01 

<  «10 

_  ! 
•  i« 
«  «H 

HI 

1 

0 

1 

1  1 

«Ol 

IV 

1 

- 1 

0 

1 

V 

0 

— i 

1 

1 

<"'*«io 

1 

-1  1 

1        fr  , 

" 

1 

0 

t        '1 . , 

ff 

20) 


Bei  der  Zusammensetzung  der  Transformationen,  die  eine 

lileine  Rechnung  erfordert,  machen  wir,  um  zu  weilläufiiie  Aus- 
drücke zu  vermeiden,  eine  Unterscheiduuu.  le  nachdem  uö  oder 

■  I 

fiy  B  I  mod.  t  ist.  Es  ist  in  den  beiden  Fallen  resp. 

I 

Hierdurch  ist  das  Verhalten  der  —  bekannt :  um  zu 
einem  zusammenfassenden  Ausdrucke  auch  für  die  lineare  v'/- 
Trausformation  zu  gelangen,  bezeichnen  wir     mit  uiit 
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;  ^11*  ^0       ^or   Alsdann  finden  wir  folgende 

Sckluss formet: 

f/ie"  rt(/r//  /7ir  ^j,^  (gleich  dem  geiiniinhclien  O^j  siunnit.  >i  i't}u  fcir 
i^M'*c/i  /  erselsen.  Man  vergl.  hierzu  wieder  Stephen  hMiTU, 
1.  c. 

In  durchweg  aoaloser  Weise  isl  eine  weitere  Heihe  xon 
Grössen  zu  behandeln,  welche  auf  die  UBRiiiTE^cbeD  Functioaen 
Itthren.  Dieselben  sind : 


nt 


VJ 


Wir  erhallen  beispielsweise  für  w^^  wenn  wir 
setzen,  tu  den  sechs  mod.  $  incongruenlen  Fällen: 

_  571 

5  nrt 


«3i 


3)         IC         tV.'Q  ^-^j 


5  rr  I 


38  Xh.  Molun,  £i2fBUTSwi;af£LN  in  d.  Thsoi»  d»  SLurr.  Fqsct. 

In  ähnlicher  Weise  ei  iif'f'cn  sit-li  die  Tafeln  für  tL\  und  tc,. 
Die  U£RiiiTfi'schen  Fuuclionen  sind  (p{to)  =  u\  : 
ip  [u))  —  iL\  :  u\  ,  (w)  Ä  4 :  tü^.  Die  Verwaodiungstafeln  für 
tp  ifa)  und  <^(cu),  die  sich  aus  denen  fUr  ti;^,  w^^  ableiten, 
stimmen  mit  denjeDigen  von  Herrn  Ubimitb  ttberein,  so  wie  sieb 
die  Verwandlungstafel  für  gans  der  von  Herrn  Hnnn  für 
gegebenen  anschliesst  . 


1)  Siehe  Hekmitl  in  den  Comptes  Rendus  de  TAcad^mie  des  Scien- 
ces, t.  46,  48* 
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W.  Knop,  Ueber  die  Aufnahme  verschiedener  Substanzen 
durch  die  Pflanze^  welche  nicht  zu  den  Nährstoffen  gehören. 

Nachdem  mit  Hülfe  der  Wassercultor  festgestellt  worden 
war,  dass  die  zur  EmühruDg  der  hoher  organisirten  Pflanze 
noAumdigen  SubstaiiKen  sieh  auf  Wasser  und  eine  geringe  An- 
labl  Mineralbasen  und  Mineralsflnren  besehranken  und  durch 
eine  andere  Reihe  von  Versuchen  bewiesen  ist,  dass  diese  noth^ 
wendigen  nicht  durch  andere,  namentlich  auch  nicht  durch 
ihemlsch  nahe  verwandte,  Säuren  und  Basen  vertreten  werden 
kttinen ,  ersdiien  es  angemessen ,  weitere  Versuche  Uber  die 
Aubahme  und  Wirkung  anderer  nicht  nothwendiger  Substansen 
.    m  vollständigen  Nahrstoffltfsungen  anzustellen.   Eine  Auf- 
I   lordening  su  Untersuchungen  in  dieser  Richtung  liegt  schon  in 
I   dem  Umstände,  dass  die  zahlreichen  Analysen  von  Pflanzen* 
I    isehen,  welche  jetzt  vorliegen,  eine  grössere  Anzahl  von  Metall- 
I    Oxyden  und  Mlneralstturen  als  Bestandtbelle  der  Pflanzenaschen 
1   mit  aufzählen ,  welche  nach  den  Ergebnissen  der  Wassercultur 
I    Dar  als  zufällige  Begleiter  der  nothwendigen  Mineralbestand- 
I    theile  der  Pflanze  angesehen  werden  können,  und  dass  eine  und 
die  andere  Angabe  über  die  Verbreitung  solcher  accessorischer 
I    MineralbestciTidltioile  im  Pnanzcnreich,  wie  z.  U.  die  von  Forch- 
j    U11E&  geuirictiie ,  dass  die  iMlaiizen  alltzemeiner  Kupfer,  Zinn, 
I    üük,  Blei,  ISickel  und  Kubali  den  Mineralen  des  Bodens  ont- 
I    liehen  (Poggend.  Annal.,  Bd.  95,  p.  6,  auch  Chem.  Cenlral- 

i^i'iUj855,  p.  423)  einer  Beslüligung  bedürftig  erscheint.  Diese 
Ancabe  fordert  jedenfalls  die  Frage,  nach  welchen  Methoden 
^ni1  die  Oxyde  vom  Zinn,  Blei  und  Nickel  in  den  Aschen  be- 
nimmt worden  ? 


I 
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Vercnnzelte  Versuflie  in  dieser  Richtung  habe  ich  schon 
früher  angestellt  und  ihre  Resultate  in  verschiedenen  Abhand- 
lungen bcilaiilii:  mit  veröffenllieht.  Seit  eiiiii:eii  Jahren  h.'il>e 
ich  mich  bemüht,  Methoden  ausfindig:  zu  macheu,  mittels  deren 
solche  Versuche  systematisch  imd  in  weiterem  Umfange  ausge- 
führt werden  können.  Diese  liaben  sich  nach  mehrjährigem  Ge- 
brauch bewahrt  und  bestehen  in  folcenden  : 

V,  Ist  die  zu  prtlfende  Base  der  Arf  .  d  tss  sie  mit  der  in 
der  vollstüudiupn  neutralen  Lösung  ctit tiallencn  Scliw eteisaure 
und  Phosphorsaure  keine  unlöslichen  Verbindungen  eingeht, 
so  ftlgl  man  zu  derselben  das  salpetersaure  oder  salzsHure  Salz 
in  geringen,  bestimmten  Mengen  hinzu.  Ebenso  bedient  man 
sich  der  neutralen  Lösung  bei  l*rüfung  der  Siiuren  auf  ihre 
Wirkung ,  wenn  dieselben  mit  der  Kalk-  und  Talkerde  lösliche 
Verbindungen  eingehen.  Man  wendet  dann  das  neutrale  Kalk- 
sah  oder  Kalisalz  der  Stture  an. 

Die  neutrale  Lösung,  Normal l ösung ^  soll  giegen  vier  Ge- 
wichtstheile  salpetersauren  Kalk  enthalten:  ein  Gewichtslheil 
Kalisalpeter,  ein  Gewichtstheil  Kalisuperphospbat  PKH^O^  und 
ein  Gewichtstheil  wasserfrei  bereebnete  schwefelsaure  Talk- 
erde SMgOj^,  d.  i.  ziemlich  genau  zwei  Gewichtstheile  krystal- 
lisirtes  BUtersaU.  In  der  Ldsung  dieses  Salzgemiaches  wird 
dann  noch  phospborsaures  Eisenoxyd  in  geringer  Menge  aa^e- 
schlBmmt. 

Eine  im  Allgememen  zweckmässige  Goncentration  der  Lö- 
sung ist  die  von  zwei  pro  Mille  Saligehalt*  Ein  Liter  einer 
solchen  Ulsung  enthält  dann : 

Basen  Säuren  In  Samma 

0,0377  bas.  Wasser  0,U94  Phosphors.  0,7552  Basen 

0,2380  Kali  0,4905  Schwefels.  4 ,2448  Sauren 

0,3903  Kalk  0,9052  Salpeters.  2,0000  Gramm 

0,0952  Mai!nesia      4,2448  Gramm 
>  0,7552  Gramm 

Die  saure  L'mtnff  erhiill  man  durch  Hinzufügen  von  0,07455 
Gramm  freier  l'husj)liorsäure,  berechnet  als  P^O^  zu  einem 
Liter  der  Normallösuna. 

Auch  diese  Lösunir  k;inn  man  von  der  vorstehenden  Gon- 
centration, die  dann  etw;is  über  zwei  pro  Mille  betragt,  an- 
wenden. Die  saure  Lösung  ertragen  viele  Pflanzen  nicht  so  s^ui 
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als  die  neutrale;  es  isl  deshalb  häufig  zweckmässig,  auch  die 
Gottcentration  von  nur  eine  pro  Mille  versttohsweiee  in  Anwen- 
dung so  bringen.  Die  saure  Ufeung  enthslt  anderthalbmal  ao 
viel  Phosphorstture ,  als  die  neutrale  in  Form  von  Kalisuper^ 
pbosphat  PKH^Ox.  Dieser  Ssuregrad  dttrfte  das  Maximum 
ausdrucken  y  das  ausser  einer  Verminderung  der  Massenpro- 
duetion  keinen  weiteren  nachtheiligen  Einfiuss  auf  die  Pflanze 
ausQbt. 

In  der  sauren  T^Osung  sind  die  Phosphate  der  meisten  Me- 

lalloxyde  und  Erden  in  geringen  und.  bei  voHstiiDdiger  Sütligunu, 
bestimmten  Mengen  löslich.  Stellt  man  sich  die  Phosphate  zu- 
vor rein  dar  und  scliLimmt  sie  mit  dem  phosphorsauren  Kisen- 
oxyd  zusammen  nis  frisch  gefüllte,  so  eb<'n  vollständig  ausge- 
waschene Niederschlai:!'  in  der  sauren  NührstofliMsung  auf,  so 
erleidet  die  letztere  durch  den  Zusatz  keinerlei  unbekannte 
Veränderung  in  ihrer  chemischen  Zusammensetzung 

Beide  Methoden  zusammen  gewahren  den  in  der  ange- 
gebenen Richtung  anzustellenden  Versuchen  einen  weiten  Spiel- 
rsam. 

Jedenfalls  ist  fUr  solche  Versuche  die  Methode  derWaaser- 
caltur  allen  anderen  vorzuziehen.  Schneidet  man  die  zu  unter- 
suchenden Pflanzen  drei  bis  vier  Gentimeter  hoch  Ober  dem  Kork 
des  Gelisses,  in  dem  sie  gewachsen  sind,  ab.  so  ist  man  sicher, 
dass  die  bei  der  Analyse  der  Aschen  wiedergefundenen  Sub<- 
stanzen  von  der  Pflanze  mittels  ihrer  Wurzel  aufgenommen  und  . 
ia  ihr  verbreitet  waren ,  während  man  bei  der  Gultur  in  Erde 
und  beliebig  anderem  Bodenmaterial,  das  begossen  werden 
iDQSs,  nicht  verhüten  kann,  dass  die  Stimme  unten  ausserhalb 
mit  der  Losung  der  betreffenden  Substanz  benetzt  werden,  und 
es  leicht  fraglich  werden  kann,  ob  die  geringen  Mengen  der 
wiedergefundenen  Substanzen  wirklich  mit  den  nolhwendigen 
NahrslolTen  zusammen  aufgenommeii  wurden  oder  I)loss  durch 
Eintrocknen  der  Lösung  auf  den  unteren  Theilcn  der  Stamme 
UDd  Blätter  als  Verunreinigung  sich  der  Asche  der  PÜanze  hin- 
lOges  llt  haben. 

Bei  der  Jieurtheilung  der  Wirkung  solcher  Zusäl/e  /nr  voll- 
standigen  Nahrstotilösung  hat  man  auf  folgende  Kigentiiümlieh- 
keiten  der  Entwicklung  der  PÜanze  in  wässrigen  Lösungen  ihrer 
l^hrstofle  Rücksicht  zu  nehmen. 

Junge  Pflanzen ,  so  wie  dieselben  beim  Keimen  der  Samen 
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auf  destilllrlem  Wasser  hervorgehen,  bekommen  einen  mehr 
oder  weniger  nachtheiligen  Stoss,  schon  wenn  man  sie  aus  dem 
deslillirten  Wasser  ploi/Jich  in  eine  stärker  concentrirle  Lösung 
von  zwei  his  fünf  pro  Mille  der  normnlen  Nahrstofflösung  setzt, 
und  solchen  naohtheiligen  Kinlluss  erkennt  man  auch  noch, 
wenn  man  tiir'st'lben  aus  verdünnleren  Luhungt*n  von  0,5  bis 
eins  pro  Mille  Conceotration  in  jene  concenlrirlereu  Lösungea 
verpflanzt. 

Junge  Maispflanzen  lassen  solche  naehtheilige  Einflüsse  sehr 
leicht  an  der  EigenthUmliciikeil  erkennen ,  dass  sie,  sobald  die 
Nährsloiriüsung  ihnen  völlig  zusagt,  bei  warmer  Luft  von  etwa 
45  bis  20^  C.  jeden  Morgen  früh  zahlreiche  Wasserlropfen,  oft- 
mals an  jeder  Blallrippenspilze,  hervorgepresst  haben,  die  wie 
ThaulropfoD  an  ihnen  hängen  bleiben.  Sobald  die  Nährstoff- 
Idsung  den  jungen  Maispflanzen  nicht  in  jeder  Beziehung  ent- 
spricht, vermögen  die  Wunein  nicbt  den  hierzu  erlorderlichei 
Druck  zu  leisten.  In  der  normalen  Nahrstofflösung  erzogene, 
fftltfislioh  in  eine  concenirirtere  umgesetzte  Pflanzen  bieten  nicht 
selten  diese  Erscheinung  dar,  und  gewöhnlich  beobachtet  man 
darauf  im  Verlauf  sehr  warmer  Tage  eine  Erschlaffung  der 
Blätter,  die  aber  in  der  folgenden  Nacht  wieder  verschwindet 
In  einigen  Tagen  aceonunodirt  sich  aber  die  Wurzel  der  oon- 
centrirteren  Ntthrstofflösung,  und  nach  einem  wohl  merklichen 
Stillstand  des  Waohsthums  der  Wurzeln  fangen  diese  an,  wieder 
lebhaft  sich  vorzuschieben  und  die  Bltttter  an  den  Enden  der 
Blattnerven  im  Verlauf  der  Nacht  wieder  jene  Wassertropfeo 
auszusondern. 

Die  junge  Keimpflanze  ist  gegen  fernere  Zusätze  von  Sub- 
stanzen, die  nicht  zu  den  Nlihrstoffen  gehören,  in  gleicher  Weise 
viel  empfindlicher,  als  Pflanzen ,  welche  in  der  NtfhrstofflOsuDg 
vor  dem  Zusätze  solcher  Substanzen  schon  stärkere  Wurzeln, 
Stämme  und  zahlreichere  Blätter  entwickelt  haben. 

Nach  den  bis  jetzt  mir  vorliegenden  Resultaten  zu  urtheilen 
ist  es  wahrscheinlich,  dass  alle  Mineralbasen  und  Mineralsänreo 
in  äusserst  geringer  Menge  mit  der  Lösung  der  normalen  Nähr- 
stoffe aufgenoinnion  werden  können,  ialls  sie  sich,  wenn  auch 
iiui  sjuirenweise ,  in  der  Nalustofflösuntj  auflösen.  Mit  orga- 
nischen Substanzen  dürfte  es  sich  anders  verhalten. 

Die  nachtheiligen  Wirkungen  einer  Substanz,  die  man  der 
vollständigen  Nährstofflösung  hinzugesetzt  hat,  werden  sichtbar 
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schwächer,  wenn  man  deren  QuanlilJit  verringert,  die  Angaben: 
nachtheilig  und  sebMdlich ,  bleiben  daher  unsicher,  wenn  sie 
nicht  auf  jene  Quanlitiiten  f>ezn«^'on  wenJen. 

Eine  andere  Unsichei  lu  iL  bei  der  Beurlheilung  der  Wir- 
kung einer  Substanz ,  die  man  der  Xährstofflösung  hinzugesetzt 
hat,  liegt  in  dem  Umstände,  dass  wir  nicht  für  alle  Mineralbasen 
und  Mineralsäuren,  und  namenUich  nicht  für  organische  Sub- 
stanzen Reactionen  besitzen,  welche  scharf  genug  sind,  um 
minutiöse  Mengen  derselben  neben  den  natürlichen  Mineral* 
beslancllheilen  zu  erkennen.  Äschert  man  die  erseugte  Pflanze 
ein  oder  zerstört  man  sie  durch  Erhitzen  mit  conc.  Schwefel- 
säure oder  Salpetersäure,  so  macht  es  die  Gegenwart  des 
phosphorsauren  £isenoxyds  oft  allein  schon  unmdglieh,  eine 
Spur  eines  anderen  Metalles,  z.  B.  des  Nickels,  daneben  xu  er- 
kennen, während  das  Kobalt  noch  sicher  an  der  blauen  Farbe 
erkannt  wird,  welche  die  Asche  beim  Schmelzen  mit  Phosphor- 
sslz  zur  Perle  annimmt,  und  Lithion,  Strontian  und  andere  noch 
leicht  in  der  Asche  mittels  der  Spectralanalyse  nachgewiesen 
werden  können. 

Geben  die  zu  prttfimden  Substanzen  mit  der  normalen 
NahrstofflOsung  keinen  Niederschlag,  so  hat  man  es  in  der  Hand, 
die  QnaniiUit,  welche  ein  Liter  der  Losung  enthalten  soll,  von 
vornherein  zu  bestimmen. 

Muss  man  dagegen  die  zweite  Methode  anwenden,  und  ein 
beliebiges  Quantum  des  Phosphates  einer  Erde  oder  eines  Me- 
lalloxydes  in  der  sauren  Lösung  aufschlttmmen ,  so  kann  man 
allerdings  wohl  nachweisen ,  ob  von  dem  Phosphat  sich  etwas 
in  der  Flüssigkeit  löst.  Da  aber  bei  den  Vegetationsversuchen 
mit  completer  Nährstodlusuug  itümer  phosphorsaures  Eisen- 
oxyd mit  jenem  Phosphat  in  der  Lösung  auftieschiümmt  werden 
muss,  um  grtlne  und  nicht  gelbsUchtigo  Pilaiuen  zu  erhallen, 
so  muss  man  in  Fällen,  wo  die  Bestimmung  der  aufgelösten 
Quantität  des  zu  prüfenden  Phosplintes  gefordert  \\\n\,  ein  Liter 
der  sauren  NährstofTIÖsung  für  sich  mit  demselljeu  Quantum  des 
zu  prüfenden  Piiosphates  im  Gewaclishause  längere  Zeit  stehen 
lassen  und  im  Fillrat  die  Quantität  des  gelösten  Phosphates  be- 
stimmen. 

Bei  dem  Versuch  mit  phosphorsaurem  Uranoxyd  und 
Chromüxyd  wuchsen  die  Maispflanzen  gerade  so  gut  fori,  wie 
in  der  reinen  sauren  Nährstoff lösung,  und  in  der  Asche  der 
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Pflanzen  war  keine  Spur  dieser  beiden  Oxyde  nachzuweisen, 
obschon  beide  Metnile  sehr  charakteristische  Reaclionen  haben. 
Die  PrUfuni;  auf  die  Löslichkeil  der  i'iiosphafe  beider  Oxyde  er- 
f^ab  nun  aber,  dass  in  einem  Liier  der  sauren  Lösung  auch  keine 
Spur  derselben  sich  gelöst  und  dass  die  Pflanze  bei  diesen  Ver- 
suchen lediglich  in  der  reinen  sauren  Nährstofliösung  vegetirt 
hatte*  Es  ist  aber  in  den  meisten  Fällen  nicht  ntftbig,  solche 
Losungen  für  sieh  lu  analysiren,  weil  man  hei  Anweodang  der 
Phosphate  in  der  sauren  Nährstofllösung  weiss ,  dass  diese  bei 
der  langen  Dauer  der  Versuche  sich  vollstiindig  sattigen,  dass 
sie  also  eine  bestimmte  Menge  desselben  enthalten  mfissen,  die 
in  allen  Fallen  gering  ist.  Kommt  auf  eine  genauere  Bestimmung 
etwas  an,  so  kann  dieselbe  später  jedeneit  naehgeliefm 
werden. 

Was  nun  die  Resultate  der  Untersuchungen  Uber  die  Auf* 
nähme  und  Wirkung  verschiedener,  nicht  zu  den  nothwendigen 
Nährstoffen  gehtfriger  Substanzen  durch  die  Wurzel  der  Pflan- 
zen anbetriffl,  so  zeigten  Versuche  von  Dirces  und  Wbigblt  (Be- 
richt von  der  Sitzung  am  6.  Februar  4869],  dass: 

Brom  und  Jod  bei  geringem  Zusatz  zur  neutralen  Lösung 
ebenso  unschädlich  wie  Chlor  auf  das  Wachsthum  der  Pflanze 
sind  und  dass  sie  sich  durch  die  ganze  Pflanze  ebenso  wie  dieses 
verbreiten.  Bei  einiger  Steigerung  der  QuantiUlten  wirkt  Brom 
schädlich  und  Jod  nooh  scbKdl icher.  Beide  wurden  in  Form 
von  Jodkalium  und  Jodnatnum  der  Nflhrstofflttsung  hinzugesetzt. 

Von  Strontianf  Baryt  und  Mangan  zeigte  ich  bereits  1877, 
dass  dieselben  ohne  allen  Nachtheil  von  Maispflanzen  mit  auf- 
genommen werden,  während: 

Zink  aus  einer  Lösuntz  von  0,1  Zinkvitriol  pro  Liter  und 
einer  Aufnahme  von  0,003  ti  Ziukoxyd  pro  Exemplar  schon  jiiiiig 
wirkte.  Ebenso  wirkte 

Freie  liorsüun'  bei  Quantitäten  von  0,5  g  pro  Liter  der 
neutralen  Nahrslofllösung  schon  siftig.  Die  antiseptische  Wir- 
kung der  RorsJUire  hängt  ofTenhar  damit  zusammen.  In  der 
Asche  der  ahiieslni ! unu'n.  2 — 3  Oiiiimeler  über  dem  kr>rk  ab- 
tiesehniuenen  Ptianzeu  liess  sich  die  Gegenwart  des  Bors  nicht 
nachweisen. 

Silber  in  Form  von  phosphorsaiirem  Silberoxyd  zur  sauren 
NilhrstolTIÖsuDg  hinzugefügt,  Goldchlorid  in  Quant ifiilen  von 
0,05  6ro/(icA/of*td  zur  saurcD  Lösung  und  Clilorplattnkalmm  ebenso 
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wie  Chlorplatinammonium  bis  zur  Stitligung  tu  der  letatereD 
UfSttDg  aufgeliisi  (Versuche  von  4882)  wirkten  giftig. 

Kcbali  und  Kupfer  werden  aufgenommen  und  wirken  gif- 
tig. Sickel  wirkt  ebenso  wie  Kobalt,  indess  Hess  sich  aus 
Mangel  einer  hinreichend  genauen  Trennungsnielhode  dasselbe 
niclit  in  der  Asche  nachweisen  (Versuche  von  1880  und  später). 

Uranoxijd  und  Chromoxyd  wirkten  ijar  nicht  auf  das  Wachs- 
ihtini  der  Pllanze,  aus  dem  oben  schon  angegebenen  Grunde. 
Chrunisiiui'e  daj^egen,  in  Form  von  saurem  chronjsauren  Kali 
und  in  Quantitäten  von  O.Oö  bis  0,1  zur  neutralen  Losung  hin- 
zugesetzt, stark  iziftii!  VfM-suehe  vom  Sommer  1882,  . 

Ini  Verlauf  der  heicien  letzten  Jahre  habe  ich  noch  die  fol- 
genden Versuche  mit  Maispüauzen  angestellt  und  über  den  Ver- 
lauf der  Vegetationserscheinungen  einiger  dieser  Pflanzen  in  der 
lauten  Sitaung  4883  berichtet.  Die  Untersuchung  der  Aschen 
kannte  erst  spater  ausgeführt  werden  und  stelle  ich  die  Resul- 
tate derselben  jetzt  mit  denen  der  Versuche  von  vorigem  Sommer 
hier  insammen.  Die  Versuehspflanse  war  auch  hier  Ginquan- 
tinomais. 

Bei  allen  diesen  Versuchen  wurden  Pflansen  angewandt, 
welche  Anfangs  Mai  auf  destiliirtem  Wasser  gekeimt,  bis  Anfang 
ioni  in  destiliirtem  Wasser  gestanden  und  darauf  bereits  eine  Zeit 
lang  in  der  reinen  Ntthrstoffitfsung  sich  bewurselt  hatten.  Vena- 
dinsSure  in  Form  von  vanadinsaurem  Ammoniak  und  in  Quan- 
tiinten  von  0,05  p  und  0,i  g  pro  Liter  saurer  Lösung  zur  sauren 
.Nahiblüiriösun.^  hinzugesetzt,  zeigte  schon  nach  Verlauf  von 
iwei  Tagen  eine  schädliche  Wirkung.  Walirend  der  Versuchs- 
dauer  war  die  Temperatur  gerade  sehr  hoch  und  die  Beleuch- 
tung im  GewMchshause  stark.  Die  Temperatur  stieg  Tags  aul 
300  C.  und  sank  auch  Nachts  nicht  unter  20*  C.  Alle  Blatter 
dieser  VersuchspÜanzeii  erschlatlten  im  Laufe  des  Morsens  und 
Miellen  in  diesem  Zustande  ohne  weitere  Scliadigunü;  bis  zur 
.Nacht,  in  weicher  sie  sich  jedesmal  wieder  erholten,  so  dass  sie 
des  anderen  Morgens  früh  ihre  Turgescenz  vollkommen  wieder 
erhalten  hatten.  Nach  Verlauf  von  vier  bis  fünf  Tagen  waren 
alle  Wurzelspitzen  und  stellenweise  längere  Strecken  der 
Wuneln  blau  gefilrbt,  durch  Reduction  der  Vanadinsaure  zu 
Ihren  niederen  blauen  Oxyden.  Die  geringe  Menge  des  vana- 
dinsauren Ammoniaks  terbt  die  ganze  Ltfsung  schon  sehr  deut- 
lich gelb.  Die  Pflanzen  starben  aber  später  nicht  ab,  die  einmal 
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blau  gefärbten  Wuneln  derselben  wuchsen  nicht  viel  weiter; 
in  dem  Maasse  aber  als  neue  Wurzeln  in  der  Nährstofflosung  sich 
entwickelten,  während  das  aufgesogene  Quantum  derselben 
dureh  neue ,  nicht  ferner  mit  vanadinsaurem  Ammoniak  ver- 
setzte Lttsung  ergänzt  wurde,  wuchsen  die  Pflanzen  bis  tum 
Herbst  fort.  Blttthen  entwickelten  sie  nicht,  was  aber  mit  der 
Wirkung  der  Yanadinsänre  in  keinem  Zusammenhang  zu  stehen 
braucht.  Ob  die  Säure  von  der  Pflanze  ol>erhalb  der  Wurzel 
aufgenommen  worden,  liess  sich  in  der  Asche  aus  Mangel  einer 
dazu  hinreichend  scharfen  Bestimmungsmethode  des  Vanadins 
nicht  ermitteln. 

Mdi^Hiänsäure  ^  ebenso  wie  vorige  Säure  als  molybdän- 
saures  Ammoniak  und  in  derselben  Quantität  angewandt,  ver- 
hielt sich  genau  ebenso  wie  diese.  Auch  färbten  sich  die  War» 
zelspitzen  und  stellenweise  die  Wurzeln  der  Länge  nach  durch 
Reduclion  der  Säure  zu  ihren  niederen  Oxyden  gleich  in  den 
ersten  Tagen  blau. 

Wolframsäure,  als  Phosphorwolfrainsaui  in  Quaiilil  iim 
von  0,05g  bis  0,01  g  pro  Liter  angewandt,  wirkle  stark  uiH«^. 
Alle  Pflanzen  starben  im  Verlauf  der  ersten  8  bis  H  Tage  ab. 
Ob  die  grünen  Theile  der  Versuchsf)llanzen  während  dieser  Zeit 
von  der  Siiiire  etwas  aufiionoiiitnen  hatten,  liess  sich  ebenso- 
wenig wie  bei  der  VanadinsHure  und  Molybdänsäure  nach- 
weisen. 

Die  i'hos[)horwolframs:iure  fällt  Eiweiss,  verschiedene  Al- 
kaloide,  z.  B.  das  Betain  (Scheiblkr),  aus  ihren  Lüsuneen  und 
was  für  diesen  Vegetalionsversuch  von  Belang  ist,  das  (Jilmo- 
phyll,  wie  Hob.  Sachjssf  bei  seinen  rnlersuehuncen  über  den 
grünen  FarbstofT  der  Ptlanzen  gefunden  iiat,  ganz  vollständig. 
Der  natürliche  grüne  Farbstoff  wird  dabei  in  die  gelben  Farl>- 
stoffe,  die  in  Lösung  bleiben  und  in  die  dunkelgrünen,  die  sich 
schon  beim  Schütteln  der  Chlorophyllldsung  in  Benzin  mit  der 
trockenen  Säure  auf  dieselbe  niederschlagen,  gespalten. 

Tellur,  Bei  einer  Versuchsreihe  erhielten  die  Pflansen  pro 
Litor  Lösung  0,05g  und  0,1g  tellurige  Säure,  bei  einer  zweiten 
ebensoviel  Tellursäure.  In  beiden  Fällen  wurden  die  Säuren 
zuerst  mit  Ammoniak  übersättigt  und  das  überschüssige  Aromo« 
niak  nachher  durch  längeres  Stehenlassen  über  Schwefelsäure 
wieder  entfernt. 

Die  Versuche  mit  der  tellurigen  Säure  sind  nicht  rein,  da 
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dieselbf^  sich  nicht  merklich  in  der  NahrslolTlösunii  iuiflösl.  Im 
Verlnul  beider  Vprsiichsreihen  ^vu^le,  wie  bei  allen  übriiien 
meiner  Versuche,  wo  eine  Ahweichiini;  nicht  besonders  anjze- 
geben  ist,  die  aufgeso|§ene  Quantität  Flüssigkeit  durch  reine 
Nuhrstofflösoog  ohne  ferneren  Zusatx  der  zu  prüfenden  Subslani 
ersetzt. 

In  beiderlei  liteangen  wuchsen  die  Pflanzen  mit  dunkel- 
grünen Blättern  ebenso  gut  wie  in  der  reinen  Nahrstodlösong 
fori  und  starben  erst  wie  diese  im  Herbst  ab.  Zur  Blttthe  liamen 
sie  nicht. 

Die  TeUursäuref  die  in  ihren  chemischen  Eigenschaften  und 
in  ihrer  Formel  der  SchwefelsXure  nahe  verwandt  ist,  verhult 
sieh  also  bei  geringen  Zusfltsen  und  bei  Gegenwart  des  notb- 
wendigen  Quantums  Schwefelstture  wie  diese,  was  darum  von 
einigem  Interesse  Ist,  weil  es  sich  mit  der  chemiseb  gleichfalls 
ähnlichen  Selensäure  umgekehrt  verhält.  In  der  Asche  konnte 
ich  die  (ieeenwarl  des  Tellurs  mit  Sicherheit  nachweisen.  Ich 
erhielt  darauä  einige  Milligramme  Schwefeltellur  durch  die 
Analyse. 

^citHj  in  derselben  Quantität  wie  bei  vorigen  Versuchen 
als  selenigsaures  und  selensaures  Ammoniak  in  der  sauren 
Lösung  anijewandt,  zeiijt««  so-ieich  stark  triftige  Wirkungen. 

In  der  sliirker  concentrirten  Losung  von  0,1  von  beiderlei 
Säuren  fielen  schon  nach  zwei  Tagen  in  der  Nährstofriosung  die 
Nebenwurzein  sammtlicb,  wie  welk ,  auf  und  um  die  Haupt- 
wurzeln  herum  zusammen.  Die  Wurzeln  der  Pflanzen  in  der  an 
den  Säuren  vcrdünnteren  Lösung  folgten  in  derselben  Weise 
vier  bis  fünf  Tage  spttter  nach. 

Es  gebt  hieraus  hervor,  dass  die  Schttdltchkeit  der  Sfiuren 
nicht  bioe  an  den  Grad  der  Oxydation  der  drei  verschiedenen 
Metalloide:  Schwefel,  Selen,  Tellur,  sondern  auch  an  die  Sub- 
atsns  derselben  gebunden  ist.  Denn  es  ist  bei  der  Erntfhrung 
der  Pflanxe 
Schwefelstture :  nothwendig. 

Schweflige  Stture:  giftig,  wie  alle  reduoirend  wirkenden 
Mittel. 

Tellursäure :  unschädlich. 
Selensäure  :  uiftie. 
Selenige  Süure :  giftig. 
Arsen.  Arsenige  Säure  und  Arsensäure  wirken  sehr  ver- 
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schieden  aul  die  FÜanze.  Die  arsenige  Säure  ist  ein  starkes 
Gilt  lur  dieselbe,  die  Arsensäure  dagegen  ist  nicht  giftig,  wenn 
sie  der  Wurzel  in  sehr  geringer  Menge  zugeführt  wird;  sie  ver- 
breitet sich  von  da  aus  durch  Stamm  und  Blatter,  die  Pflanzen 
können  Blülhen  und  Früchte  bringen,  doch  stellt  sich  nach  den 
im  Sommer  1883  angefangenen  und  1884  mit  vielen  Pfkinien 
wiederholten  Versuchen  eine  fieeintrdcbiigung  der  Massenpro- 
duction  deutlich  bei  der  Haispflanze  heraus. 

Schon  bei  der  Gabe  von  0,05  arseniger  Säure  pro  Liter  der 
neutralen  wie  sauren  Ltfsung  starben  mir  alle  Pflanzen  bald  ab. 

Unabhängig  von  diesen  Versuchen  haben  im  Sommer  4883 
auch  P,  NoBiB,  F.  Baksilbk  und  H.  WaL  gemeinschaftlich  in 
Tharandt  Versuche  über  die  Aufnahme  der  arsenigen  SHure  durch 
diePflanse  angestellt,  deren  Resultate  mit  vorstehenden  ttberein- 
stimmen.  Sie  fanden: 

»Dass  die  arsenige  Sflure  schon  in  einer  Beigabe  von  einem 
Milliontel  zur  Nahrstoffltfsung  merkliche  WachsthumssiOrangen 
hervorbringt.« 

Nach  ihren  Versuchen  tritt  das  Arsen  nur  in  sehr  geringer 
Menge  in  die  Pflanze  ein,  so  dass  es  nicht  m<^lich  ist,  irgend 
welche  erhebliche  Mengen  in  dieselben  einzuführen.  Diese 
schädliche  Wirkung  geht  nach  diesen  Beobachtern  von  den 

Wurzeln  aus,  indem  deren  Protoplasma  corrodirt  wird.  Die 
Wurzeln  sterben  ilann  ohne  Zuwachs  ab. 

»Die  ol)ereii  Theile  der  Pllcinze  folgen  datiu  unter  Welken 
und  einii^cü  Erljoluiiiiispt^riüden  nach.u 

»Durch  Verhinderung  der  Trauspiralioiij  Abschluss  der  Be- 
leuchtung oder  Kiiislcileu  in  feuchte  WHrme ,  \nssl  sich  die 
Pflanze  iHngere  Zeit  in  der  Lösung  der  arsenigeu  Säure  turges- 
Cent  erhalten,  sie  stirbt  uher  sp^Uer  ab.« 

»Wird  die  Filaiue  üui"  kiii/.e  Zeit,  aber  länger  als  zehn 
Minuten  in  eine  mit  arsenii^er  Saure  versetzte  Nährsloüiusung 
gesetzt,  so  verzögert  sich  di«»  sf  hädliche  Wirkung,  später  aber 
tritt  Wachsthumsverzöcerunii  uiui  selbst  der  Tod  ein.« 

Die  von  Nobbk,  Baeseler  und  Will  zum  \  ersuch  gewählten 
Pflanzen  waren  Buchweizen.  Hafer,  Pferdezahnmais,  Weisserle, 
Alnus  incana  und  rother  Ahorn ,  Acer  rubrum  (Landw,  Ver- 
suchsstat.  4884.  Band  30.  S.  382  und  S.  401). 

Auch  Francis  B.  Phillips  (Chem.  News  46.  Band 
Nr.  4449.  S.  224)  giebt  an,  dass  Kupfer-  und  Arsenverbin- 
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dungeo  ^ig  lllr  die  PflaBaen  seien.  Diese  Angabe  beiOglich 
d€8  Arsens  slimmt  mit  vorstehenden  und  auch  neinea  Versachen 
flbereln,  so  weit  unter  ArsettTerbindmgen  die  der  arsenigen 
Sture  verstanden  werden,  die  ArsensKuro  dagegen  stSrt  die 
FoDctioBen  der  Maispflanse  nioht. 

Die  ArsensäuTB  als  arsensanres  Kali  angewandt  wirkt  bei 
jungen  Keimpflanzen  vom  Ginquantinomais  von  etwa  einem 
Decimeter  Biatt-  und  Wurzellänge  nachtheilii^,  so  dass  die 
Pflanzen  im  Wachsthum  zurückbleiben  und  alfsierht'n  kuniien, 
wenn  die  Lösung  pro  Liier  0,05  g  bis  0,4  g  und  darüber  Arsen- 
s^ixre  enthcilt. 

Lasüt  man  die  Fllanzen  aber  bis  zum  10. — 15.  Blatt  zuvor 
in  der  reinen  NUhrslotilosung  sich  kräftig  bewurzeln  und  setzt 
man  sie  darauf  in  eine  Lösung,  welche  0,05  g  Arsensäure  pro 
Liter  erthält,  so  wachsen  sie  fori  und  entwickeln  dieselben  ge- 
sunde grosse  und  grUoe  fiiiitler.  Sie  gedeihen  bei  hoher  Sono- 
mertemperatur  nicht  so  gut  als  bei  kühlerem  Welter  und  in  der 
sauren  Lösung  niemals  so  gut  wie  in  der  neotralen  Lösung.  Am 
besten  gedeihen  sie  t>ei  Wassercultur,  wenn  man  die  Versuchs- 
ge&BSe  ringanm,  die  etwa  ein  Decimeter  langen  Wanein  mit' 
groben  Qnarzkiesen,  von  der  Grosse  des  Coriandersamens,  um- 
schttttet,  die  GeOisse  darauf  saerst  mit  reiner  neutraler  NShr- 
BloSlOsung  fttUt  und  die  Piansen  bis  tum  Itlnfsehnten  Blatt  sieh 
entwickeln  IVsst,  iMvor  man  das  arsensaure  Kali  fainsusetit. 
Man  giesst  xn  dieser  Zeit  die  HSlfie  der  neutralen  Ldsung  aus 
den  Gefilssen  ans  und  ersetzt  dieses  Quantum  durdi  das  gleiche 
Volum  einer  neutralen  NahrstofiROsung,  welche  pro  Liter  0,05g 
Arsensäure  in  Form  des  krystallisirten  arsensauren  Kalis 
AsKH^Oi  enthalt  und  giesst  später  in  demMaasse,  als  die  Flüs- 
sigkeit aufgesogen  wird,  dieselbe  ArsensäurelOsuni^  lidcii.  Auf 
solche  Weise  erhielt  ich  im  Herbst  1884  eine  gedrungene  Mais- 
pflanze.  deren  Stamm,  ungefähr  ein  Decimeter  hoch,  einen  Kol- 
ben ^on  zwei  Centimeter  Durchmesser  zur  Reife  brachte.  Der 
Kolben  enthält  45  Samen  .  von  welchen  eine  grössere  Anzahl 
völlig  voll,  nicht  runzlicii  und  ganz  normal  gebildet  aussehen. 
Die  oberen  Blatter  sind  an  fUnf  Decimeter  lang  und  zwei  bis 
drei  Centimeter  breit. 

Auch  in  Gef^ssen,  die  ohne  Kiesfttllung  mit  der  arsenstture- 
haltigen  neutralen  NährstoflHösung  versehen  worden  waren,  er- 
hielt ich  kiHltige  Pflanien  von  Alnf  bis  sechs  Decimeter  Stamm- 
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btfbe,  mit  BlttUern  von  drei  bi»  vier  GanioMler  Breile  und  aeohs 
bis  sieben  Deelneter  Länge  der  oberen  Bluter. 

Fünf  bis  sechs  Sittck  der  erxeugten  Pflansen  reichten  vell* 
stund  ig  aus,  um  die  bei  gelinder  Botbghith  bereitete  Ascbe 
qualitativ  auf  Arsen  lu  prttfen  und  iwar  nicht  Uoea  dasseOwnit 
Hülfe  des  MABsa^schen  Apparates  nacbsnweisen ,  sondern  das 
Arsen  nach  Reduetlon  der  in  SaltsHure  gelosten  Asehe  durch 
schwellige  Saure  als  dreifach  Schwefelarsen  zu  gewinnen. 

Diese  Versuche  Über  das  Verhallen  der  Arsensaure  Imien 
beilJiu(if<  Gelegenheil  zu  beobnchlen,  dass  auch  einzellige  izrune 
Algen  und  ein  farl)loser  Pilz  in  dw  neutralen  mit  arseasaureo) 
Kali  verselzlen  Lösunt^  lorlssaehscn. 

Die  Kiese,  mit  welchen  ich  mehrere  Gef^bsse  zur  Aufnahme 
der  Maiswurzeln  angefüllt  halt«,  Uberzogen  sich,  sobald  die 
01)eill<}c!ie  nicht  mehr  ganz  und  y;ar  von  der  NahrstotViusung 
ubetilecki  war,  mit  einer  zusammeuhängenden  Schicht  vod 
Volvüx  glol)alor. 

Im  Sommer  <883  litten  viele  meiner  M;iis})flanzen  durch 
einen  Pilz,  dessen  Myeelium  sich  unter  dem  Spiegel  der  N?)hr- 
slofflösung  entwickelt  und  die  Wurzeln  derselben  ringsum  der 
ganzen  iJinge  nach  überzieh!,  so  dass  dieselben,  wenn  man  ilie 
Pflanze  aus  dem  Versuchsgelüss  heraushebt,  wie  mit  einer 
lingerdicken  Gallerte  Uberzogen  erscheinen.  Ich  habe  den  Pili 
bis  jetzt  nicht  bis  zur  Sporenentwicklung  züchten  und  bestim- 
men kUnnen.  In  demselben  Sommer  wucherte  der  PUz  ebenso 
üppig  in  den  arsenstturehaltigen,  wie  in  der  nonnalen  JUAi" 
stofllösung. 

Dieser  Fähigkeit  der  Arsensäure,  in  die  lebende  Pflanse 
einsntreten,  wird  man  in  Zukunft  bei  geriebtlich  chemisehSD 
Analysen  Rechnung  tragen  mOsaen. 

Cadmiumj  als  phospbersaurea  Gadmiumoxyd  in  der  sauren 
Nahrstofllösung  (Versuche  vom  Sommer  4884)  angewandt,  wirkt 
noch  etwas  gif  liger  als  Zink.  Alle  PflauMn  starben  dabei  in  40 
bis  44  Tagen  ab. 

ThaUmmf  als  salpetefsaores  TbalUnmexyd  in  der  neutralen 
Losung  angewandt,  wirkt  giftig.  Bei  0,05  Gehalt  an  TbaUium- 
oxyd  starben  die  Pflanien  binnen  4  i  Tagen  ab. 

BUi.  Das  pbosphorsaure  Bleioxyd  in  der  sauren  Losung 
aufgeschlSmml  haftet  in  lockeren  Plocken  den  Wuraetai  gut' und 
'bleibenden.  Die  Pflansen  bliei>en  klein  aber  krllftig,  aiewur- 
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^en  etwa  zwei  Decimeter  hoch,  bekamen  aber  an  fünf  Üecimeter 
lange  und  an  zwei  bis  vier  Cenlimeter  breite  Blatter,  entwickel- 
lenzu  gleicticr  Zeil  iMUnnliche  und  weibliche  Blüthen  und  einen 
dicht  beblailerlen  Kolben.  Ausser  der  Beeinträchtigung  der 
Mas&enentwickluug  wurden  die  Functionen  der  Pflanze  in  keiner 
Weise  gestört.  Die  Kolben  kamen  allerdings  nicht  zur  Reife, 
indessen  braucht  diese  Erscheinung  in  keiuem  Zufiammenbange 
mit  der  Aufnahme  des  Bleies  zu  stehen. 

Das  Blei  liess  sich  deutlich  in  der  Asche  nachweisen:  die 
<Juantitäteu  schätze  ich  ungefähr  halb  so  hoch,  wie  die  dt  s  Ba- 
ryts von  einer  Pflanze  aus  den  entsprechenden,  mit  pliosphor- 
saurem  Baryt  versehenen  Pflanzen,  etwa  zu  ein  Milligramm  pro 
Siück.  Zu  demselben  Resultat,  dass  Blei  mit  dieser  Störung 
iler  M.issen})! oduclion  auf  die  Pilmue  wirke,  ohne  dass  dieselbe 
übrigens  Krankheitserscheinuns'en  zeitie  und  dass  das  Bleioxvd 
in  der  Asche  solcher  Ptlanzen  sich  nachweisen  lasse,  gelangten 
(s.  d.  oben  citirle  Abhandlung)  auch  Norbe,  Ba^eselir  und  Wiu, 
bei  ihren  4883  zu  Tharandt  angestellten  Versuchen* 

Wümuih^  als  phosphorsaures  WisDiuthoxyd  in  saurer  Lösung 
angewandt,  wirkte  vollständig  so  wie  das  entsprechende  Blei- 
sals.  Auch  hierbei  wurden  stark  bebltttterte  Kolben  erhalten, 
die  TO  gleicher  Zeit  ToUkommene  männliche  und  weibliche 
Blüthen  brachten.  Es  gelang  mir  aber  niohl,  aus  der  Asche  von 
drei  solchen  Pflanzen  das  Wismutboxyd  in  Substans  (als  Schwe- 
felwismuth  aus  der  in  Sahsaure  geKfsten  Asebe)  ausiasoheiden. 

Or^nwM  Substanzen.  Geringe  Zusätze  von  Oxalstture» 
Hnmusstturen,  Aepfelstture,  Weinstture,  Gitronenstture^  Benio^ 
«Bure  und  Bemsteinsaure  zeigten  sich  bei  froher  angestellter 
Untersuchung  ohne  Yortheil  imd  ohne  Nachtheil  für  die  Pflanze. 
Ueber  das  Verhalten  mehrerer  Alfcaloide  habe  ich  gleichfalls 
{gemeinschaftlich  mit  W.  WoLr)  Versuciie  angestellt. 

Dass  das  gelbe  BiuÜaugeniolz  oder  Perroeyankalum  die 
Gelbsucfai  der  Pflanzen  in  auffallend  kurzer  Zeit  aulhebt,  bei 
Maispflanzen  oft  vollständig  in  drei  bis  vier  Tagen,  habe  ich  be«* 
reits  in  der  Sitzung  am  6.  Februar  1869  berichtet.  Dabei  zeigte 
«8  sich,  dass  das  Bhttlaugensalz  zersetzt  wird  und  in  der  dunkel 
gehaltenen  N^hrstoffltfsung  ein  Absatz  von  Berlinerblau  sich 
bildet.  Bei  einer  im  Ganzen  geringen  Menge  von  gelbem  Blut- 
laugensalz, von  0,4  pro  Liter,  hob  es  das  fernere  Wachsthum 
von  Maispflanzen,  die  bis  zwei,  drei  und  fünf  Decimeter  liohe 
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vorher  gilbsttchiig  (ohne  Zusatz  von  etoem  Eisen oxydsalz)  auf- 
gesogeo  waren,  vl^Uig  auf,  ohne  der  Pflante  übrigens  schädlieh 
2tt  seiiii  sie  ei^lteo  sich  bei  dieser  oonstanten  GrMe  bis  vm 
Herbst  geauod  und  grttn  und  alarben  dann  ganx  normai  ab. 

Im  Sommer  I88B  habe  ich  diesen  Vorgang  noch  etwas  ge- 
nauer untersucht  und  gefunden,  dass  unter  der  Wirkung  der 
Wnrsel  Ammoniak  sich  bildet,  das  in  die  LOsung  . Übergeht  und 
darin  nachgewiesen  werden  kann.  Bereitet  man  eine  Blotfaiu«' 
gensalztosung,  die  ein  Gramm  Sals  0,4326  g  Eisen  im  Liter 
enthalt  und  fttgt  ron  solchem  Vonrath  bei  veraohiedenen  Pflan* 
cen  40,  90,  30,  40,  50ccm  in  einem  Liter  Nthrstoffbisung  und 
httlt  diese  dunkel,  so  verschwindet  in  wenig  Tagen  die  gelbliche 
FirbuDg,  welche  das  Blutlaugensali  der  Plttssigkeil  ertheilt,  die 
Lteung  wird  farblos  und  reagirt  nicht  (erner  auf  Eisencblorid. 
Dieses  Salt  wird  also  sofort  von  der  Wurael  aufgenommen. 

Das  Ferridcyankaltum  oder  rothe  BluÜavgens(d%  wirkt  ihn- 
lieh  wie  das  f^elbe,  nur  traten  schädliche  WirkuDgen  schon  bei 
kleineren  Gaben  als  denen  vom  gelben  eio. 

Stellt  iiiiiii  die  mit  dem  selben  wie  rothen  Biullauizensak 
versetzten  Nährstofflösungen  bei  20^  Luttiemperatur  in  directes 
Sonnenlicht,  so  werden  sie  gleichfalls  farblos,  und  später  Irtlbe 
durch  Absatz  von  Berlinerblau.  Die  Lösungen  beider  Salze  ent- 
halten nun  freies  Amiiiuni<>k.  Das  Sonnenlicht  bewirkt  al^o  die- 
selbe Zersetzung  der  beiden  Blutlaugensaize,  wie  die  Wurzel 
der  Pflanzen  im  Dunkeln. 

Dass  Uhodananiinoiiium  (Schwefelcyanammünium)  giftig  auf 
die  Pflanze  wirkt,  hui  Dr.  II.  Kraich  bereits  1885  gefunden. 

hds  Hydroxyluiiin)  wirkt  nach  Bbrtoni  (Gazz.  ital.  9.  "VG^ 
reducirend  auf  Blutk«  rperclien  und  ist  daher  ein  enersisLh<  s 
Gift  ftlr  den  thierischen  Organismus.  Ich  habe  da^ior  im  Sommer 
1883  Versuche  mit  dem  salzsainen  HydroxNlamin  A//3O,  HCl, 
ein  halbes  Gramm  pro  Liter  iNährstofllOsung,  ant^estelU.  Schon 
bei  dieser  Verdünnung  wirkt  das  Hydroxylamin  stark  giftig. 

Salzsaures  Methylamin  zeigte  sich  bei  geringem  ZuaaU  xur 
neutralen  Nahrstofflösung  ohne  merkliche  Wirkung. 

Die  Mellithsäure,  Ilonigsteinsüure ,  Andel  sich  in  Verbin» 
dang  mit  Thonerde  als  Uonigstein  in  schönen  KrystaUen  auf 
Braunkohle.  Da  sie  von  einer  früher  zu  Grunde  gegangenen 
Vegetation  herrührt,  so  schien  ea  der  Mühe  wertb,  zu  prüfen, 
wie  diese  Säare  sieh  tu  Pflanzen  der  jeteigen  Flora  verfailU.  Bei 
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einem  Zusatz  von  1  g  freier  Säure  und  auch  von  \  g  boni^slein- 
saurem  Ainfiioniak  wirkte  tlieSäure  schon  giftig  in  freier  nouti  aler 
Nährslotflösung.  Waren  die  Versuchsgefässe  aber  mit  Riesen 
ausgefüllt,  in  deren  Zwischenräumen  Wurzeln  und  f  (isung  sich 
befunden,  so  ertrugen  sie  den  Zusatz,  vvenn^nachlier  reiiM  KAbiv 
slofflösung  nachgegossen  wurde. 

Da  es  meine  Absiebt  isl,  diese  Art  von  Uotersuchungen 
noch  fortzusetzen  und  in  neuerer  Zeit  auch  von  anderen  Seiten 
dieses  Gebiet  in  Angriff  genommen  worden  ist|  so  gebe  ich  in 
folgender  Tabelle  eine  U^bersichl  der  Mineralbasen  und  Mine- 
ralsSnrcn,  welche  theils  durch  die  Analyse  der  Aschen  natür- 
licher Pflanzen  und  der  künstlich  ernährten  Pflanzen  als  con- 
stmte  oder  suflttilige  Begleiter  der  eigentlichen  Nährstoffe  in  die 
Pflanze  mit  aufgenommen  werdeni  wenn  sienn  der  Bodenflüssig- 
keit oder  einer  künstlich  «usammengesetsten  Nührstofflüsung 
anfgelifsi  vorhanden  sind,  dazu  Über  diejenigen,  die  auf  die 
Wnneln  einen  sichtbaren  Einfluss  ausüben,  obschon  bisher  ihre 
Verbreitung  in  der  Pflanze  nicht  nachgewiesen  werden  konnte. 
Es  sind  dieses  folgende  aufnehmbare : 

MeUüloide  und  Oxyde  derselben  Alkalische  Erden 


Chlor 

Baryt 

Jod 

Stronlian 

Brom 

Erden 

Fluor 

Thonerde 

Tellursäure 

Schwere  Metalle' 

Arsen  ige  SSure 

Manganoxyd 

Arsensaure 

Kobaltoxyd 

Kieselsäure 

Nickeloxyd? 

Alkalien 

Zinkoxyd 

Natron 

Gadmiumoxyd 

Lithion 

Bleioxyd 

Cäsiumoxyd 

Wismuthoxyd? 

Rubtdiumoxyd 

Nickeloxyd  und  Wismuthoxyd  sind  unter  den  aufnehmbaren 
Oxyden  mit  hierher  t^ehlellt,  weil  es  bei  der  chemischen  Aelni- 
llchkeil  des  Nickels  mit  dem  Kubalt  und  des  Wismulh  mit  dein 
Blei  sehr  wabr.scheinlich ,  dass  sie  sich  wie  diese  verhallen, 
wenD  es  bei  dem  Mangel  einer  zu  ihrer  Nachweisung  hinreichend 
scharfen  Methode  auch  tbatsächlich  nicht  gelang,  das  Nickel  und 


Digitized  by  Google 


M.    W.  k.NUf,  L£B£H  l>iK  AtFflAHM£  V£aSCtil£l>.  btBSTAKZEN  etC. 


Wismuth  uDter  den  AscbeobestaDdibeiieD  der  geeruteteo  Exen» 


Wegen  völliger  ünlöslichkeit  ihrer  Phosphate  in  der  Nähr- 
stofüösung  wurden  nicht  aufgeuommea  und  zeiglen  ieioerlei 
WirkuQf^  aaf  die  Pflanze ; 


Die  folgenden  Suijslanzen  wirken  sogleich  mehr  oder  weni- 
ger Dachllioilii;  <»ul  die  Ihalii^keit  der  Wurzel.  Ob  sie  sich  ditr- 
nach  in  der  Pflanze  verbreiten,  ist  nicht  nachgewiesen.  Aber 
auch  wenn  sie  in  der  Asche  der  oberen  Theile  der  Pflanze  ge- 
funden waren,  würde  man  nicht  darüber  aburtheilen  können, 
ob  sie  von  der  lebenden  Pflanze  selbständig  mit  eingeboll  oder 
ihri  Fiisungen.erst  nach  ihrem  Abslerben  im  "Körper  derselben 
durch  die  Capillarllüt  der  todteD  Organe  verbreitet  wurden.  Es 
sind  dieses  folgende: 


jdare  nachzuweisen. 


Uranoxyd 
Gbromoxyd. 


Silbdroxyd 

GoldchLorid 

Platinehlorid 


Vanadinsäure 
Molybdanstture 

Pbospborwolframsäure 


Thalliumoxyd 
SeUnige  Saure 
Selensäure 
Borsäure 
Chromsäure. 
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H.  Bnmi,  Über  die  Rotation  eines  stan-en  Kiirpers. 

Bei  der  Behandlung  der  Rotation  eines  starren  Körpers  um 
eines  lesten  Funkt  ist  bi^er  ia^  durchgängig  zur  Integration 
der  BewegUDgsgleichungen  von  der  Vereinfachung  Gebrauch 
gemacht  wordeD,  welche  die  Wahl  der  invariüholen  Ebene  als 
Fandamenlalebene  einzuführen' g^tatlet.  Diese  Specialisining 
bl  indessen  zur  Durehftlhrung  einer  direeten  Integration  der 
Bifferenflalgleichongen  nicht  erforderlich,  wie  vor  dniger  Zelt 
FiABM  in  Bd.  VIII  der  Math.  Annalen  gezeigt  hat;  ttbefdies 
ist  dieselbe  ohne  VoRthsii  im  F^le  der  Aatronomiei  wenn  es 
sich,  wie  bei  Erde  und  Mond,  darum  handelt,  die  durdi  kleine 
störende  KrUfte  erzeugte  Modific^tlon  des  Vorganges  der  freien 
Rotation  aa&usuchen.  Es  ist  deshalb  vielleicht  von  Interesse, 
hier  kurz  eine  Transformation  der  Bewegungsgleichungen  an- 
zugeben,  welche  nicht  nur  fllr  den  Fall  der  Asiioiiomie  zu 
zweckmässigen  Formeln  führt,  sondern  auch  erkeisnen  lässt, 
warum  man  bei  der  allgemeinen  lulegration  der  Hotalionsglei- 
cbuTisen  —  abgesehen  von  den  beiden  bekannten  und  langst 
erlp(lii:ten.  einfachsleu  Fallen  —  auf  bis  jotat  »icht  überwun- 
dene Schwierigkeiten  gestossen  ist. 

Es  seien  x^ya^Sa]  der  Ort  des  MassentheilchOns  ffif^,  be- 
logen auf  ein  durch  den  Drehpunkt  gelegtes,  festes  Axensystem 
[ocyz],  [a^b^c^  der  Ort  von  in||,  bezogen  auf  die  durch  den 
Drehpunkt  gelegten  HaupttrSghettsaxen ,  femer  fgh,  f^h% 
fg'h"  die  RicItCungBoosinua  der  beweglieben  Azen  «egen  die 
leMsD,  also 
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dAiin  bestehen  zwischen  den  /*,     h, ,  und  den  Componenten 
9,  r  der  Drehnngsgeschwindigkeit,  bezogen  auf  die  bew«g* 
liehen  Axen,  die  bekannten  Relationen 

K-T'-r?,  etc. 

Hieraus  ergiebt  sieb,  wenn  m  die  Gesammtmasse  des  Kör- 
pers und 

t  ■ 

3 

fhV  (^rei  Ilauptträgheitsmomente  bedeuten,  für  die  lebend]|S6>. 
Kraft  T  die  Gleichung 

ferner  werden  die  Compaaenlen  der  doppelten  FlacbengeächwiQ- 
digkeit  bezw.  gleich 


Drückt  man  jetzt  die  g,  h  .  .  in  bekannter  Weise  durch  die 
^Vinkel  ip^  Xi  ^  '^^s-  ^^'^  aufsteigende  Knoten  der  a6-Ebene 
auf  der  ajt/- Ebene,  %  Abstand  der  a-Axe  vom  knoten  uod 
^  der  Winkel  zwischen  der  c-Axe  und  der  s-Axe,  so  Lbi 

A  a  sin  X  sin  ^  *         ^  cos  x  sin  ^  ,         ss  eos  ^  , 

pdi  s  Ad^  H-  cos  ) 

gdf  SS  Ä'rfi/;  —  sin  x^O^  , 
rd/  =  h'dxj;  -i-  ti/ 

Fuhrt  man  nun  die  zu  ^,  x»  ^  oonjugtrlen  Variabein  ^ 
durch  die  Gleiohungen 


d  by  Google 


Über  die  Kotaiium  Msts  staur^.x  Kurpers. 


11 
^  dl 


X  = 


dr 

dt 


iL 

dt 


•IQ»  80 


iL  _  _L 


^'  p 


m 


2£      ^t"  J 
sin  * 

mq       eis  X 


h\  cos  * 
♦nr 


Hieraitt  erhalt  man  nmlicbst 

(A^  cos  X*     -Vf  iiin  X*) 

bi  ouD  IT  die  RrfftefoDotion^     «  1^  CT,  so  werden  die 

BeweguDgsgleicliuDgeD 

dif  df/ 

dT  ""y^^  '     IT  "^5^' 

bilden  wir  femer  mittelst  einer  beliebigen  Function  V  von  den 
Variablen  t//,      ^  neuen  Grössen  die  Glei- 

chungen 

8 

80  führt  die  Ersetzung  der  Variabein  iptp', ,  durch  die  sS , , . 
la  dem  kanonischen  System 


dV 

» 

57  » 

SP  ' 

dl     57  »      dl  "    Jä  ' 


etc. 
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Die  transformirende  Function  V  boM  nun  in  folgender  Weise 
bestimmt  werden.  Wir  denken  uns  ioin  sphärisches  Dreieck  mit 
den  Seiten,  2^  und  den  gegenüberliegenden  Winkeln 

O,  Jf  Z|  wo  3  und  C  als  Functionen  der  s  durch  die  Gleichungen 

s  »  2 sind«  ,      #'  si& 

gegeben  sind,  und  setzen  an 

F  «    0  4-  in"  -  ,)  (Z  +  V)  +  t«''  -  «')  i^-^-X)  . 

wo  die  Dreieckswinkel  durch  ^  und  die  «  ausgedmckt  zu  den- 
ken sind.  Berücksichtigt  man  die  Differentialformeln  für  sphä- 
rische Dreiedte,  so  erhfilt  man  ohne  Schwierigkeit  die  Trans- 

formationsgleicbungen 

}p'  =  s"cos%ö         ,       S  =  — Z— Vi  , 

^»4^  sin  2d  Sinz,      ST  ^  B Z J tff %  . 

Hieraus  eraicbt  sich ,  wenn  man  die  oben  aufgestellten 
Ausdrücke  für  die  q,  r,  .4,  C  beoatzi  und  die  Relationon 
im  sphärischen  Dreieck  berücksichtigt,  nach  den  erforderlichen 
Reduaionen 

mjiy  8s  3r«s''sinSCcos(S' «4- t 

mq  »  N^s"  sin  a£  sin  (S'  ^  y  n:)  , 

mr  »  N^a"  cos  2J  , 

A  -is''sinSdoos(^--s)  , 

C  =  s"  cos  %ö  , 

wo  die  geometrische  bezw.  mechanische  Bedeutung  der  einzelnen 
Grossen  unmittelbar  ersichtlich  ist.  Femer  wird 

2i»r  =  {s"  sin       (AT,  sin  S'«  +  .V,  cos  S'*)  4-  A',(s"  cos 

=  [y'«  -     -       ['^^^i^?  -  ^i:^cos ÄS*] 

Um  nun  U  durch  die  Variabein  S,  # . .  ausiudrtickeni  ist 
es  erforderlich,  die  Richtungscosinus  ft  g^h, .  durch  die  neuen 
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Variabeln  ezplicite  danustelleDy  wobei  ich  der  Rttrxe  halber  die 
weiter  keine  Schwierigkeit  darbieteDde  HerleitUDg  unterdrQcke. 
SeUt  man  zur  Abkanung 

log  0^  =■  log  sin  S'hiS  ^-  -j-  tS"  , 
log  ae  log  sin  d  —  iS  —  Y  i5"  , 
logo.  =  log  sine  H-  iS'  -hjiS"  , 

log».  »  logsinC-tS'-i-^'  r 

w  eihdli  liiaii  ilio  zur  iiesiiuiniuDg  der  reellen  Grossen/',^,  h  .  . 
ausreicbencieo  üieichungen 

r  +  ^'  +  m  -  n  -  «tow  d  ooe  C  -  , 
/  +  t(ir-f-r}  ^«(^i  öosf  H-er,oo9d}*  { 

t"  +    "  =»  —  2 <(r,  cos  i  +     cos  d)  (cos  d  cos  J  —  r^yje '  , 

k  —  lA'  =a  —  2l(lT|  008  e  -f-      OOS  d)  (cOS  d  COS  f  —  ^i^i)«  > 

»  oo«ildcesftC^ain2d8in!»Ccos(.$4-S'-t-^')  . 

Wenn  keine  äusseren  Kr.lfte  wirken,  so  ist  IT  ==  0,  H  =s  T 
lu  setzen;  wenn  dagegen  dio  Schwere  einwirkt,  und  zwar 
parallel  der  s-Axe,  so  wird  (/eine  lineare  Function  von  h\  h" 
mit  conslanten  Coefticienten,  die  sich  auf  k  •  h"  rediu  irt,  wenn 
der  Schwerpunkt  auf  der  c-Axe  liegt.  Setzt  man  noch  N^  ^ 
so  crhnli  man  den  LAotAiiGB'seheD  Faii.  Aus  der  Form  von  U 
erkennt  man  dann  sofort,  dass  sowohl  bei  dem  ersten  Problem 
(Um  0] ,  als  anch  bei  dem  LACRAiiQt'sehen  Fall  die  vollständige 
Integration  nur  noch  die  Ausführung  einer  Quadratur  erforderli 
indem  in  H  die  drei  Varialieln  S>,  SP  mir  in  «iner  einsige« 
VerhiMliing,  Bttntiich  entweder  8i  oder  S  H-    4-  5^  auftreten* 


Erwin  Papperitz,  Zur  algeb)  ainchen  Transjbrnuition  der 
hyperyeometrischen  Functionen.  Vorgelegt  von  Prof.  Kiein. 

Die  vorliefiende  iNote  liczieht  sich  auf  die  Verallecmeine- 
rung  eines  Satzes,  welchen  Herr  Gouksat  zuerst  in  den  Comptes 
Rendus  de  rAcad^mie  des  Sciences  vom  18.  Februar  und  ^0. 
MJirz  188i  veröffentlicht  und  in  einem  im  XXIV.  Bde.  der 
Mathem.  Annalen  p.  445  abgedruckten  Artikel :  »Sur  les  inte- 
grales rationelles  de  I'^quation  de  Kummer«  ausführlich  darge- 
legt hat.  Sie  soll  im  Anschlüsse  an  jenen  Satz,  durch  welchen 
die  Frage  nach  den  rationalen  Integralen  dei*  Kummefschen  Dif-' 
ferenUalgleiehufig  5.  Ordnung,  von  welober  die  TransformaiioD 
der  hj^ergeometrischen  FuocUoiieii  abhUDgt,  ihre  Lösung  ge- 
funden hat,  einen  Beitrag  zur  Lösung  des  allgemeinen  Problems 
der  Bestinuming  ihrer  <»i^ebrauchen  Integrale  liefern 

Wir  legen  anserea  Betraclitungen  einen  etwas  aBdereD 
Gesiehlapiinkt  sa  Onrnde  als  Herr  Gooisat,  indeas  wir  von 
Benerkmig  aosgeheo,  .  dass  die  TransSorMtioMiheorie  der 

hypergeometrisehen  Fanolienen  im  Wesentlichen  identisch  ist 

mit  der  der  Sdiwar zischen  Function  s{Xj  ^,  Vy  x),  d.  i.  des  Quo- 
tienten zweier  linearunabbiingiger  Zweige  der  hypergeometri- 
schen Function,  und  indem  wir  ferner  auf  das  Hulfsraitlel  der 
Hiemann^ sehen  FUiche  und  die  Eigenart  der  durch  die  J-Function 
vermittelten  cijn/onnen  Abbildw^g  recurriren,  wie  sie  aus  den 
Untersuchungen  des  Herrn  Scdwahz    bekannt  ist. 


4)  Eine  ausführlichere  Darslellung  soll  in  den  »Mathem.  Annaien«  er- 
scheinen. 

t)  Casui's  Joornal.  Bd.  75. 

4 
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4. 

Man  nehme  an,  dass  die  DifferenUalgleichung 

m  eine  Differenlialgleichung  derselben  Form : 

Obergelie,  sofern  man  statt «  eine  neue  onabliingige  Variable  y 
einführt,  welehe  mit  x  dnrcb  die  algebralaehe  Gleieinmg 

3]  /(x,yj  =  0' 

nuamnenhangt,  oder  dass  die  Gleichnng  3)  eine  Integralglei- 
diung  der  Krana'schen  DiSerentaalgleichnng : 

jT'       3  f4  -  /<«}a^  ^  (A«  4-  ^«  -  y«  -  «}  je  »  {<  A») 

darstelle. 

Der  Grad  der  Gleichung  3)  in  x  nnd  y  sei  resp.  durch  n' 
tmd  n,  ihr  Geschlecht  dareh  p  beseichnet.  Ober  der  x-  und 
Ebene  wollen  wir  ans  dementsprechend  die  zugehfirige  Rn- 
lAüii^sebe  Fische  mit  n  resp.  n'  Blttttem  ansgebreitet  denken. 

Man  betrachte  jetzt  in  der  5-Ebenc  ein  Polygon  .S,  welches 
aus  in  abwecliselnd  der  positiven  un<l  nesrntivi-n  lialljehene  x 
entsprechenden  Kreisbogendreiecken  (/,  mit  den  Winkeln 
/.-T.  II  TT,  V7t  besteht.  Die  Handcurvcn  dieses  zunJlchst  einfaeli 
/ j>,i!iunenh!lncenden  Geliictes  S  denke  man  sich  einander  paar- 
weise durch  lineare  Subbtitutionen  der  Variablen  s  zugewiesen, 
welche  je  zwei  den  beiden  Ufern  einer  und  derselben  Strecke 
04, 4  00,  oo  0  der  Axe  der  reellen  x  entsprechende  Kreisbogen 
ineinander  überführen.  In  dieser  Auffassung  reprUsentirt  das 
iPundamentalpolygon«  S  eine  geschlossene  Mannichfaliigkeit  2 
wa  bestimmtem  (eveniueU  htthereni)  Zusammenhang. 

Unsere  Voraussetsung  geht  dahin,  dass  diese  Mannichfaiti^ 
kflit  1  genau  der  Ober  der  iS-Ebene  su  eonstntirenden  Rnnaiiii- 
•chen  Flache  eotsprecliey  mithin  auch  ausnahmslos  eindeutig  auf 
tie  n -buttrige  ^Flache  )>esogen  sei.  Hieraus  folgt  auf  Grund 


tt 


des  ScBWARz'sohen  SaUes,  dass  das  Polygon  S  einem  ans  in' 
(abwechselnd  der  positiven  und  negativen  Halbebene  y  enlr 
sprechenden)  Kreisbogendreiecken  [X',  v]  znsammengeseti* 
ten  Polygone  ^  äquivalent  ist.  Die  Dreiecke  des  letsteren 
werden  nämlich  das  Gebiet  S  in  solcher  Weise  einfnch  erfttllen, 
dass  die  am  Rande  liegenden  Dreiecke  eventuell  zerstUckt  er- 
schoinon,  die  getrennten  Theile  eines  und  desselben  Dreiecki 
aber  ihren  Zusammenhaiii^  durch  Vereiüij^uiij^  der  zu|^eordneteD 
Randcurven  von  6  erlangen. 

Indem  wir  so  in  der  geschlossenen,  ein  doppeltes  Dreieeks- 
nets  tragenden  ManniobiaUigkeit  2  ein  Äquivalent  für  die  Uber 
der  X*  resp.  ^£bene  auszubreitenden  RiEMANN'schen  Flachea 
gewonnen  haben,  gelingt  es,  die  Eigenschaften  der  letstereo 
und  damii  die  Natur  der  «wischen  m  und  y  beatehenden  alge- 
braischen Beziehung  zu  eracUieaaen. 

Zuerst  bemerkt  man.  dass  y  in  Bezug  auf  und  umgekehrt 
X  in  Bezug  auf  y  nur  an  solchen  Slelleu  verzweigt  sein  kann, 
wo  wenigstens  eine  der  Variablen  .t  und  y  einen  der  sinpul  ii\n 
Werthe  0.  oo.  1  annimmt.  Von  den  Werthepa.u tu .  weiche 
hiernach  iür  dte  Untersuchung  der  Verzweigung  beider  Riema^v 
scher  Flächen  allein  in  Betracht  kouiiuen,  sind  die  Cori)!»i!i;Ui<>- 
nen  der  Werthe  x  =  0,  oo,  1  mit  den  Worlhen  y  =  0.  oo.  I, 
welche /"(j?,  y]  =  0  befriedigen,  gesondert  zu  behandeln.  Sie 
mögen  als  Verzweigungswerthe  4.  Art  bezeichnet  sein.  Nach 
Ausschluss  derselben  mag  die  Gleichung  f{x^y)  =  0  fUr 
x  =  0,  oO|  4  noch  resp.  s,  l  unter  sich  verschiedene  y- 
Werthe:  y  =  i?^,  .  .,  r^r  'y  •  »j/^  •  W>  J  - 
00,  4  dagegen  resp.  r\  s',  f  verschiedene  cc-Werthe:  cc  =|,, 
'  *f  Sr'i  £/y  •  '9  S/\  S^i  •  M  ^  Wurzeln  zulassen.  Diese 
bilden  die  Verzweigungswerthe  2.  Art. 

Einem  Werthepaare  ?.  Art.  z.  B.  ;r  =  0.  ?/  =  r-,  entspricht 
in  2  ein  Eckpunki  (U*r  EiutheüunL'  in  Dreiecke  [l,  u.  v),  ftlr 
welchen  dif  Snuinie  der  anliegenden  Dreiiu  kswinkel  =  ioTf 
ist,  unter  a  eine  positive  ganze  Zahl  verstanden.  Die  Anzahl 
dieser  Winkel  ist  dabei  nolhwendig  eine  gerade  und  zwar  dop- 
pelt so  gross  als  die  Zahl  der  Blätter,  wei^ie  in  dem  Windungs- 
puncte  o;  as  0  der  Fläche  cyclisch  zusammenhangen.  Bie 
Zahl  a  hingegen  bedeutet  die  Zahl  der  im  Punkte  y  ij,-  der 
Fläche  einen  Gyolus  bildenden  Bittttor.  Für  unser  Beispiel  ist 
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die  Grösse  der  in  Betraebi  kommenden  Dreieckswinkel  durch 

liif  ihre  Anzahl  durch     gegeben  und  folglich  muss  -j  gleich 

einer  positiven  ganzen  Zahl  q  sein. 
Wir  Seesen: 

und  efkennen  im  Verfolg  obiger  Sehlussweise,  dass  die  Grossen 

a.     y,  a',  ß\  y'  und  ^,     r,      a',  r'  positive  ganze  Zahlen 

(die  letzteren  >  1)  darstellen,  sofern  nicht  die  ihnen  ent- 
sprechenden Zalileii  r,  s,  r',  i'.  Null  sind.  Das  l'it^suUal 
unserer  bisherigen  Überlegungen  bnugen  wir  tu  folgende 
Übersicht. 


bei: 


Es  hftngen  im  Gyolus  zusammmen: 
In  der  d;-PUcha 
X  SB  0   r  mal  ^  Blaitor 

o;  «  00  5  -  <y 

«  =  5i 


*  •  ■  • 

•  •    •  • 


je  a  Blatter 


bei: 


y 

9i 

y 

•  • 

y 

y 

•  • 

•  • 

y 

y 

•  • 

•  • 

in  der  y-Flftcbe 
je  a  Blatter 

-  9  - 


Die  übrigen 
Blatter  ver- 
laufen an 

diesen 
Steilen 
isolirt. 


Die  übrigen 
Blatter  ver- 
laufen an 

diesen 
Stellen 
isoiirt. 


i;  Die  Exponenten  A,  u,  //,  v'  können  unbeschadet  der  AUge- 
nwinheit  positiv  aagenomnien  werden. 


bei : 


y  A  0  null  ^'  BUUter 
y  «  op  «'  -  a'  - 


Es  blichen  noch  die  \V(  i  ihrpanre  §.  Art  unberücksichtigt. 
Diesen  werden  im  Allgemeinen  ebenf.ills  Windungspunkte  der 
RiEMAXN  sehen  Flachen  entsprechen.  Die  Anzahlen  der  hierbei 
in  Betracht  kommenden  Blatter  mögen  für  die  x^Fiikob»  nach 
folgendem  Schema  bezeichnet  werden : 


«a  0 

zw« 

«II 

«n 

«II 

y  «  oo 

«1» 

1  «1« 

«t» 

Dann  ergiebt  sich  ohne  Weiteres,  dass  die  entsprechenden 
Bltfttersahlen  fttr  die  y-Pltfche  dnrcfa  das  Schema : 


1         X  m  <i        1        X  m  » 

1 

y » 0    j  «II 

X 

1/=  I 

{gegeben  sind,  über  die  Art  der  Verlheilung  der  Blatter  in 
Cyclen  ist  dagegen  von  vornherein  Nichts  bekannt.  Die  Ge- 
sammtzahl  der  fraglichen  Cyclen  sei  fUr  jede  der  Flächen  mit  q 
bezeichnet. 

Setzt  man  jetzt  zur  Abkarzung ; 


=  a 


6;    fr,,  4-  a, 


wobei  die  Relation 
7)  al  +  ftfi 


c  , 
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beinerkenswerth  ist,  so  bat  man  fUr  die  Gesammtzahlen  n  und 
n  der  Blätter  beider  Ribmann' scher  Flächen  die  Zerlegungen : 

n  s  a  -I-  =  6  -l-  s<j  =s  c  +  f t  , 
n'  «  a'  +  Z^'  -  6'  +  *V  -  c'  +  f  , 

überdies  aber  die  Ungleichungen : 

Brückl  man  endlich  das  Geschlecht  p  nach  bekannter  For- 
mel dnrcb  die  Blttttenahl  und  die  Multiplioilttten  der  Verewei* 
gnngspunite  aus,  so  ei^iebt  sich  mit  Rtlcksicht  auf  die  Glei- 
ehangen  6)  und  8) : 

2//^g-2  =  w-  r-  s-  /-4-  r'(a  -  1)  -h  s'(ß'  -  i] 
Demnach  kennen  wir  sagen: 

Das  Problem  der  algebraiilldten  TransfarmiUwn  hängt  in  erster 
Linie  ab  von  der  Auflösung  des  Systems  unbestimmmter  Gleichtmr- 
gen  5)^  6),  8)  und  40)  in  positiven  ganxen  Zahlen  und  unter  Be~ 
rikksißhUgung  der  Ungleichungen  9), 

Dieses  System  geht  für  p  0,  9  =  3,  n'  s  4  tlber  in  das 
Diophantische  Gleichungssystem  der  rationalen  Transformation, 
welches  Herr  Goursat  aufgestellt  hat. 

Zu  weiterem  Gebrauche  stellen  wir  noch  einii^e  Helationen 
zusammen,  weiche  algebraische  Folgen  der  bereits  angegebenen 
siod; 

H)       n(l  -  A     /»  -  y)  «  n  (4  -  r  -     -  y)  ; 

IM   r     —  3)  +  «  (a  —  3)     <  (t  —  3)  S  6p  +  2^  -  6  , 

'   r'(^'-3)4-s'((/-3)-h^'(T'-3)§6/)4-2g-6  ; 

.j.  «— r— s— —  2, 

...  a  +  r     —  8)  +  6  +  s  [a  —  2)  8p     9  —  2) , 

^  o'  +  r'(^'  -  8)  +  6'  +  *'(a'  -  2)  ^  2(r     2p  +  ^  -  2)  . 


2. 

Indem  wir  uns  dazu  wenden,  aus  den  aufgestellten  Be- 
diBgungen  Folgerungen  zu  ziehen,  übergehen  wir  die  Fälle,  wo 

aftUi.  phji.  CiMM  188».  5 
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VOD  den  Exponenten  If  /i,  v  oder  iL',  fi',  1/  noch  mindesleiu 
einer  wiUkUrllcb  bieibU  Diese  Fälle  sind  sohoB  frolier  von 
Herrn  Goomt  behandelt  worden  >] :  er  findet,  dass  nur  solche 
algebraische  Transformationen  stattfinden^  welche  durch  Com- 
bination  der  bekannten  rationalen  Transformationen  erhalten 
werden. 

Nun  zeigt  sieh,  dass,  ao  oft  von  jedem  der  beiden  GrOsseD- 
aysteme  r,  t  und  r,  s',  t'  wenigstens  ein  Element  Nul)  ist. 
■unter  den  Exponenten  /i,  v  und  1%  ft%  im  Allgemeinen  ein 
Paar  zugeordneter  vorkommt,  welche  durch  einen  völlig  will- 
kürlichen Parameter  darstellbar  bleiben,  sofern  man  nämlich 
gaiiy./-alili}:e  Kxponenlenworthe  ausschliesst.  Wir  dtlrfen  daher 
voraussetzen,  dass  etwa  r,  6',  t  sümmtlich  von  iNull  verschieden 
seien. 

Neben  den  5-Funetionen  mit  jianzzahligen  Expoiifulen  (lu 
lienon  iiiUci'  Anderen  auch  die  aus  der  Theorie  der  elliptischen 
Moduliunclionon   bekannten  Functionen  5(0,  0,  0.  x)  und 


iitfltnisses  o»  eines  elliptischen  Integrals  I.  Gattung  als  Functioo 
des  Moduls  X  s  k*^  oder  der  absoluten -Invariante  x  ss  J  dar* 
stellen)  nehmen,  wie  sich  zeigen  wird,  noch  die  Functionen : 


in  denen  a.  ;i.  y,  m  irgend  welche  ganze  Zahlen  bedeuleii.  eine 
Ausnaliinestcliung  ein.  Die  unter  (I)  aulgeführlen  sind  siimml- 
lich  alyebraisch,  die  unter  (II)  aufgeführten  aber  lassen  sicli.  so- 
weil  sie  nicht  ebenfalls  ahf^lnaisch  sind,  auf  elltptiscfie  Infcf/rak 
zurückführen.  Alle  diese  i'iinclionen  theilen  nämlich  die  Kiizi'n- 
schafl.  eine  unendliche  Mann  ich falttgkeU  algebraisdier  Tramfor- 
maiionen  ihres  Argumentes  zuzulassen. 

Der  Discussion  der  Diophantischen  Gleichungen  schicken 
wir  eine  allgemeine  Bemerkung  voraus,  welche  an  die  Gleicbuog 
anknüpft: 

V  (joibsat,  Sur  1  ri|Uiition  ditlcrcntielle  hneaire  qui  aduiet  poUr  iole- 
gralo  la  sörie  hypergeometrique  (Thcsej.  Paris  1881.  p.  <00,  f. 


gehören^  welche  den  Werth  des  Periodenver- 
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Das  Vorzeichen  der  Grösse  f3  =  f  —  /.  —  n  —  v  bleibt  bei 
jeder  algebraischen  Transfürntafion,  icelchv  man  auf  die  Function 
5,/.,  II,  V.  x)  anwenden  mag,  umjeändert  erhalten. 

M<»ii  theilt  daher  die  «-Functionen  zweckmässig  nach  dem 
Zeichen  von  ß  ein.  wie  dies  schon  l)ei  Herrn  Slhwak/  geschieht. 

Wir  nehmen  nun  die  Zahlen  a.  r.  q' .  o'.  /'  von  der  Ein- 
heil verschiediBn  an  und  lassen  die  Voraussetzungen 

r  >  0  ,       Ä  >  0  ,       /  >  0 

in  Kraft  treten. 

Man  bemerkt  ohne  Schwierigkeit,  dass,  solange  die  Zahlen 
f  und  q  nicht  ßxirt  sind,  die  Diophantischen  Gleichungen  des 
ersten  Abschnitts  im  Allgemeinen  eine  unbegrenzte  Anzahl  von 
Usnmgen  xulassen  werden.  Wir  wollen  uns  daher  die  Zahlen  p 
und  q  fest  gegeben  denken. 

Dann  folgt  aus  42),  daas  die  Grossen  ^,  a,  %  nicht  gleich- 
zeitig ^  6/>  -I-  3  sein  kennen.  Ist  aber  t>  617-1-89  —  3, 
so  folgt  ^  s  8  und  wir  können  (den  Fall  ^  »  a  «  8  ausschlies- 
aend)  ^»8,  <r>>8,  annehmen.  Aus  Ii)  ergtebt  sich 

dann: 

6  +      — 2i§2(;  +  8p-*-9-  2;  , 

oder 

c        =  6  4-  5(7  ^        (/  -H      4-  ^  —  2)  ; 

mithin,  da  ~^  S  ^  —  6)  S        -h  9  -  2),  d.  h.: 

15)  ir<       +  69  -  ö  . 

Sonach  kommt  nur  eine  bestimmte  endliche  Anzahl  mög- 
licher Systeme  der  q,  a.  t  in  Frage.  Ftlr  jedes  dieser  Systeme 
isl.  sobald  man  es  nicht  mit  den  oben  angeführten  AuMiuüuie- 

fälien  (1)  und  (Ii)  zu  thun  hat,  die  Grösse  ^  —  j  -*   f 

positiv.  Aus  iZ]  aber  folgt,  wenn  >•  «  ~  ^  ,  ^  —  ÜJli  ^ 
t  =  ^^-^  gesetzt  wird : 

also  für  n  die  obere  Begrenzung : 

5» 
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f  T 

Ober  die  Zahlen  r\  s\  f  kann  noch  eine  vierliche  Annahme 
gemacht  werden*  Fttr  jede  derselben  lasst  sich  die  soeben  ge- 
brauchte Schlosswefse  mit  unwesentlichen  Modificationen  wie- 
derholen nnd  Ewar  findet  sich  Folgendes : 

e 

C)  r'>0,  /'>0,  l'«0,   ]  oder 


D)  r'>0,  ä'>0,  |'>0,   {  oder 

-L    J.  J_ 
^  "  ff' 

Narh  clera  Gesagten  ersieht  sich .  so  oft  p  und  q  gegeben 
sind,  eine  (>l)ere  Begrenzung  für  die  beiden  Ordnungszahlen  n 
und  ?r.  Sind  aber  diese  fixirt.  su  rxistirt  auch,  wie  man  sofort 
erkennt,  jedesmal  eine  bestinimle  endliche  Anzahl  von  Ldeiug^ 
Systemen  der  Diophaniischen  Gleichungen. 

Wir  fassen  die  erhaltenen  Uesullate  zusammen: 
Soll  die  Kummer'sche  Differentialgleichung  algebraische  Inte- 
grale besitzen,  so  ist  im  Allgemeinen  erforderlich,  dass  die  Zahlen 

A,     V,  A',  /<',  p^rationaie  Werthe-,  A  haben. 

Sind  die  Grössen  4  —  —  —  —  —  und  4  — r  —  i  —  zfP^ 

Hv  und  von  Null  verschieden,  so  ergiebi  sich  nur  eine  endliche  fte- 
stimmte  Anzahl  wesentlich  verschiedener  Losungen  ^  andernfalls 

unendlich  viele. 

ht  andererseits  für  dte  gesuchte  algebraische  Integralgleichung 
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■  II 

y)  =  0  das  Geschlecht  p  der  Riemcmn^ sehen  Fläche  tmd  die 
Gesammtzahl  q  der  Blätten^ckn  gegeben^  welche  CambmaHonen 
der  angßäüren  Werthe  x  =  0»  oo,  4  und  y  =  0,  oo,  4  ent^ 
sprechen  sollen^  so  giebt  es  immer  nur  eine  bestimmte  Anzahl  von 
Fällen^  die  nicht  au  den  oben  angeführten  Ausnahmen  gehören  und 
m  denen  die  Kummen^ sehe  D^ereatialgleichung  Integrale  der  ge- 
forderten  Art  besUzt. 

Liegt  ein  vollständiges  Ltfsungssystem  der  Diopbantisohen 
Gleichungen  berechnet  vor,  so  erscheint  für  die  hier  mitgetheilte 
Aufiassnng  das  Transformationsproblem  identisch  mit  dem 
Problem  der  Aufstellung  der  algebraischen  Irrationalitäten, 
weiche  eindeutige  Functionen  des  Ortes  auf  einer  gegebenen 
RmAim'sohen  Flache  sind. 

Hierbei  wird  man  in  jedem  gegebenen  Falle  durch  eine 
vorgängige  Untersuchung  su  entscheiden  haben,  ob  und  auf  wie 
vielerlei  Weisen  durch  das  betraditete  Laaungssystem  der  Dio- 
phantischen  Gleichungen  eine  zusammenhängende  Hiemann^s^e 
Fläche  definirt  werden  kann.  Diese  Entscheidung  wird  dadurch 
erleichtert,  dass  die  RiBHAKit'sche  Fläche  in  zweierlei  Form  (als 
X-  und  y-FlUche)  definirt  erscheint. 

Leipzig,  den  2d.  Jaouar  1885. 
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Felix  Klein,  \f*ue  Unter  suchungen  über  eUipUsche  Modul' 
functionen  der  niedersten  Stilen, 

I. 

Die  Betrachtun^^cn ,  welche  ich  in  meiner  vorigen  Note*^] 
der  (Gesellschaft  der  Wissenschaften  unterbreitete,  sind  ur- 
sprünglich dadurch  veranlasst  wordeu,  dass  ich  die  Falle  kleiner 
Primzahlen:  n  =s  2,  3,  o,  7,  44  einer  direclen  funciioDea- 
theoretischen  Untersuchung  unterwarf  **]  und  dadurch  einen 
Fingerzeig  erhielt,  in  weicher  Richtung  auch  bei  höheren  Prini- 
sahlen  einfache  Modulsysteme  zu  finden  sein  möchten.  Die 
sotebergestalt  erhaltenen  Resultate  erwiesen  sich  dann  über- 
haupt für  ungerade  Zahlen  als  gUltig,  oder  doch  fttr  solche  un- 
gerade Zahlen,  welche  nicht  durch  3  theiibar  sind.  Es  ist  aber 
keineswegs  ausgeschlossen,  dass  fttr  xusammengesetcte  Zahlen 
dieser  Art  noch  einfachere  Modulsysteme  existiren  mOgen***), 
wtthrend  die  Moduln  gerader  Stufe  allgemein  noch  zu  bebandeln 
bleiben.  Unter  diesen  Umstanden  schien  es  ntltzlich,  jene 
directe  functionentheoretische  Methode,  die  ihrer  Natur  nach 
nur  bei  kleinen  Zahlen  dttrcbftthrbar  ist,  auf  kleine  xusammop- 
gefetzte  Zahlen  anzuwenden.  Ein  Mitglied  meines  Seminars, 
Herr  Fr  icke,  hat  sich  mit  der  hierdurch  bezeichneten  Frage- 


*)  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen  n^'  Stufe  (Sitzung  vom 
44.  Nov.  1884). 

**)  Vergl.  meine  bes.  Aril»eiteo  io  den  Bünden  U  und  15  der  Mathe- 
matischen Aunalen. 

**•  Eine  gleiche  Vermuthuni:;  auswerte  mir  srelecf-ntlich  Herr  Kiepert. 
M.ui  sehe  auch  die  neueste  Arbeit  von  Herrn  Weber,  Bd.  6  der  Acta 
Malheniatica. 
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Stellung  ausführlicb  besehsftigt ,  und  ich  mochte  im  Folgenden 
zunächst  über  die  hauptsächlichen  von  ihm  erhaltenen  Resultate 
Bericht  erstatten.  Die  Beweise,  welche  ich  unterdrücke,  be- 
ruhen in  allen  FSillen  auf  directer  Betrachtung  der  zugehörigen 
Fundamentalpolygone  der  ((^-£bene  [u  =  Periodenverhältniss]. 

Erinaem  wir  uns  zunächst  der  Fälle  n  a  2,  3.  In  beiden 
Fällen  existirt  ein  einziger  sogenannter  Hauplmodul,  durch  wel- 
chen sich  alle  anderen  Moduln  derselben  Stufe  rational  dar- 
stellen. Es  ist  dies  bei  n  =s  2  das  DoppelverhüUntss  welches 
mit  der  absoluten  Invariante  /  durch  eine  Diedergleichunf^ 
sechsten  Grades  verbunden  ist*) : 

bei  II  =  3  die  Telrai'derirratiovalinit  a,  deren  Verbindung  mit 
J  durch  folgende  Gleichung  fixirt  sei**} : 

Auch  bp'i  )i  =  4  exi^li^t.  wie  ich  früher  ausführlich  /.eiste , 
ein  Hiiuptuiodul ;  die  OhUiederirnUtonalUiu  o,  defmii  l  durch  die 
Gleichung  ii^**"  Grades : 

/  :  J  -  1  :  1  = 

Herr  Fricke  hat  nun  zunächst,  um  die  vierte  Stufe  an  die 
»weite  ansuschliessen,  den  Zusammenhang  zwischen  o  und  X 
klar  gelegt.  Wir  schreiben  in  gewöhnlicher  Weise  für  k{<a)  das 
Legendre*8che  x*  ui^d  wählen  x[ctf)  insbesondere  so,  dass 

x(0)  =  0,     7l[i)  =        4,     x(/00)  sas  OO 

» 

isi,  wahrend 

o(^)  =  0,    o(0)  «  4,    o(ioo)  OO 
sein  seil.    Setzen  wir  dann  noch  in  üblicher  Weise 

■/  = )  r^T^ 

und  nehmen  /iß)  =s  1,  so  kommt: 

*)  Vergl.  wegen  der  Im  Text  gehrauehten  AusdrucksweiM  avsMr 
dm  bereits  geoanDten,  in  den  Matlieaiatiscben  Anoaleo  puhlidrlea  Ar- 
beiten meine  »Vorlesungen  Uber  du>;  Ikosaticler  und  die  Gleichungen  fünften 
Grades«  [Leipzig,  4  884),  im  Folgenden  kurz  als  »Vorl.«  cilirt.  —  Uchrigens 
i5»l  k  dieselbe  Grösse,  welche  bei  Legend re  und  Jacobi  als  x'^  bezeichnet 
«ird,  eine  Benennung,  auf  die  icli  sipater  im  Texte  zurückgreife. 
♦*)  Vorl.  pag.  488. 
***)  Math.  Aon.  XIV«  pag.  155. 
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(4)  0  =  K'  ~  IX  ,         X  =  I  ,       X  = 

Wir  betrachten  ferner  die  sechste  Stufe.  D^s  nus  72  Dop- 
peldreiecken bestehende  Fundamentalpolygon  der  serh>ieuSlufe 
gehört  vAim  rTesohh'chte  ;)  =  i .  Daher  wird  sich  ein  volles 
ModulsN  sieni  sechster  Slufe  nur  durch  Nebenein nnderstellung 
mindestens  zweier  Mo(iuln  erreichen  lassen.  Am  nächsten  liegt 
es,  in  diosotii  Sinne  die  beiden  Grössen  ?.  und  a  (mit  denen 
man  in  der  That  ausreicht)  simultan  zu  betrachten.  Das  Fuo- 
damentalpolygon  erscheint  dann  eindeutig  auf  die  Curve  be- 
zogen, deren  Gleichung  sich  durch  Elimination  von  /aus  (4) 
und  (8)  ergibt : 

Inzwischen  erscheint  es  iweekmflasig,  die  beiden  Moduln  k  and 
a  durch  iwei  andere  x,  yta  enelien,  indem  wir  sdireiben: 

Die  Elimination  von  X  und  a  zwischen  (5),  (6)  ergibt  dann 
nämlich : 

(7)  J/^  =  .T»  H-  i 

und  es  erscheint  also  die  Curve  vom  Geschlechte  p  a  4  auf 
die  fttr  sie  geltende  Normalform  besagen.  Will  man  x  und  y 
rational  durch  A  und  a  ausdrücken,  so  hat  dies  keine  Schwierig- 
keit, fuhrt  aber  zu  Formeln,  die  wir  der  Kürze  halber  hier  weg- 
lassen müssen. 

Im  Falle  der  achten  Stufe,  den  wir  nunmehr  betrachten, 
kommt  ein  Fundamentalpol  ygon  von  498  Doppeldreiecken  und 
dem  Geschlecfate  p        in  Betracht.  ZugehCirige  Moduln  sind, 

wie  selbstverständlich,  die  Quadratwurzeln  )k,  Vx' .  Es  ifl 
aber  sehr  wicht uj ,  zu  bemerken  ,  äass  sie  allein  genommen  noch 
ni'-h(  (ittsreichen,  tim  die  einzelne  Stelle  des  Fundamentalpohjgons 

zu  fixiren.  Vielmehr  gehören  zu  jedem  Functe  der  durch  Tx^ 

Vx'  bestimmten  ebenen  Curve  vom  Geachiechte  3  und  der 
Gleichung : 

(8)  (v7)*4.(V^^)'«4 
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immer  noch  zwei  Stellen  des  Polygons.  Um  eindeutige  Be- 
ziehung zu  erlinlien,  müssen  wir  zu  Vit,  VW  etwa  noch  folgende 
Grösse  hinzunehmen : 

Wir  baben  dann  neben  (8J  nocb  folgende  Relation : 

(10)  (v^»  .  {y7y  -  i  (Vx)' 

und  also  unser  Fundamentalpolygon  eindeutig  auf  eine  (durch 
(8) ,  (4  0)  ilargestellle)  Raumcimre  aebter  Ordnung  abgebildet« 
—  Des  Naheren  wollen  wir  die  hier  angefahrten  Wurselseichen 
in  der  Folge  so  fixirt  denken,  dass 

v;^  =  4 ,     v7(öj  =  4 ,    yö^öy  =  4 

wird. 

Wir  sehreiten  zu  n  =  9.  Wir  haben  dann  324  Doppel- 
dreiecke und  ein  Geschlecht  p  ss  4  0  des  Fundamenlalpolygons. 

Iii 

Sei  ^  s  e  '  •  Eme  einfache  Üdferlegung  xeigi  dann,  dass  ein 
volles  Modulsystem  dei^  neunten  Stufe  durch  Nebeneinanderstellung 
der  folgenden  Cubtkumriseln  geg^fen  ist: 

(44)  V'i^  ,      V'S^,  V'^^*. 

Zwischen  denselben  bestehen  die  selbstverständlichen  Re- 
lationen : 

das  Fundamentalnolvson  erscheint  also  veniioüo  unserer  Dar- 
Stellung  eindeutig  auf  eine  Raumcurve  neunter  Ordnung  be- 
zogen. 

Wir  erledigen  endlich  noch  den  Fall  n  =  tC.  Es  handelt 
sich  um  ein  Fundamentalpolygon  von  1536  I)o[>|)eldreiecken 
und  dem  Geschlechte  p  ■=  84.  Zugehörige  Modulu  sind  vor 
allen  Dingen: 

I«)  i^,  i^, 

nvisciien  denen  die  Relation  bestellt : 

(u)        m' + m  -  * , 

aber  allein  genommen  reichen  dieselben  wieder  keineswegs 
aus,  um  die  einzelne  Stelle  des  1  undauieutalpolygons  festzu- 
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legen.  Wollen  wir  ein  volles  Modulsystem  der  sectmefanton 
Stufe  habeBi  so  können  wir  einmal,  wie  bei  der  achten  Stufe, 
die  Quadratwurzel  aus  der  Oktaaderirralioiialitlll: 

(<5)  ys" 

binzunehmeD,  worauf  neben  (14J  die  folgende  Gleichung  trill: 

(46)         (ko)*  =  {}^^y  -  t{yÄy  . 

Aber  hiei*mt  reidien  wir  noch  niclU  aus;  wir  müssen  idterdm 
noch  eine  zweite  IrraÜonalüät  adjungiren^  weiche  selbst  wieder 
mit  den  vorgenannten  Moduln  durch  eine  quadratische  Gleiekmf^ 
zusammenhängt»  Als  derartige  Irrationalität  bringt  Herr  Fricke 
insbesondere  in  Vorschlag: 


(17)  iMx'^yx'^ix 

^    '  ^  y%*'  -  yn'^in 

Zwischen  den  so  definirlen  Moduln  bez.  Modülsyslemen  or- 
geben sich  natürlich  bei  Transformal ion  zweiler  oder  driUer 
Ordnung  von  w  zahireiclie  Zusannneuhänge,  von  denen  hier  die 
einfachsten  erwähnt  werden  sollen*). 

1)  £s  ist: 

^löj       ^'[ij-        80(1  +  0'')'  2  /~840(4-0«j' 

analog: 


ji  4-  X'  -  ä  )  xV 

4 


(20)  li^)^-  liL±Aj^'  -    y^'   -^idl ,  etc.  . 

^  '  1  ya  yx'  y^      (<  +  v«')* 

2)  Von  den  transformirten  Werthen  von  o  kommen  insbe- 
sondere die  folgenden  in  Betracht : 

*]  Man  könnte  insbesondere  imiDer  auch  die  transformirtcü  Wertho 
von  J  in  Betracht  ziehen,  doch  haben  die  betreffeadeo  Foroielo  wegto 
Ihrer  Complicirtheit  kein  sonderliches  Interesse. 

Bei  anderer  Fixirung  von  o  wird  diese  Formel  einfach: 
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PI)  0  (I)  =  y?,  (^)  =  -  «t7,  012c.;  =     -  _ 


(22)  0  I  -I  =  u.  8.  w. 

3)  Endlich  hat  man  fürTninsformalion  dritter  Ordnung  der 
Tetraederirrationalität,  wenn  man  die  Moduln  neunter  Ötule 
(Hj  der  KUrze  halber  bez.  mit  z  bezeichnet: 

iz3)   a  — I  =s  -r —  •          ,    etc.  ,     a(3w]  =  

Andererseils  wird  man  fragen  ,  wu*  die  eingeführten  Mo- 
duln mit  den  TheUwerthen  der  elliptisd  '  n  Fxnctioncn  zusammen- 
hängen. Es  muss  dabei  wohl  beachtet  werden,  dass  Weierstrass' 
elliptische  Functionen  (die  einzigen,  die  wir  hier  gebrauchen) 
hoiDOgene  FnncUoDen  der  beiden  Variabeien  (a^^  Cci^ sind,  während 
unsere  Moduln  nur  von  dem  Verhältnisse  (J}^ :  oi,  abhängt.  Es 
ist  daher  swecioDlIssig,  unsere  Moduln  o  selbst  in  Zahler 
und  Nenner  sa  spalten : 

(24)  1  =  '^,      «  =  0^1, 


*)  Ebenso,  wie  mae  die  wiederholte .  quadratische  Trensforination 
verweaden  Icaoo,  um  aus  gegebenem  X  das  ztigehOrige  «  tu  bereebuen, 
kann  mau  die  Formel  des  Textes  daiu  benutzen,  um  bei  gegebeBem  a 
das  Entspreebeode  su  erreichen.  Für  sebr  kleine  Wertbe  von  2<« 

ist  M  annabeniogsweise  ■>  —  x-r-  log  (8  a  — I)«    Sei  nun  abkürzend 

a,=  a[Z''m,,  woraul  wir  dem  Texte  die  Forineikctle  entnehmen: 


•      o,  -  Voi  -  1 
"  "  [    tn-  8*^-^   JUm  = 


00 
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wobei  wir  nun  Zahler  uüd  Nenner  (übrigens  in  Uebereiiisiiiii- 
niüiig  mit  den  Fundamentalgleichungen  (1),  (2),  (3)j  deliniren 
werden,  indem  wir  beslimiute  Darstellungen  von  und 
durch  X^,     etc.  verlangen. 

Zuniu  hst,  was  die  Theilwerthe  von  p{uj  angeht,  so  tindet 
Uerr  Fricke  folgende  Resultate. 

\)  Sei  n  »  2  und 


(25) 


so  wird : 

(«6)  P(^)  -  4.-8^.  -  P{^)  -  >  = 

oder  auch  (indem  wir  die  Weierstrass^sche  BeseichnuDg  e^, 
e,  fttr  die  drei  Tlieilwerthe  aufnehmen) : 

(27)  e^— »  —3(^4—^),  e^-e,  «  —  SA^ ,  c,— e,  «  — 

2)  Im  Falle  ^?  ä  3  bestimme  man  o,,  o,  in  Uebereinstim- 
mung  mit  folgender  Gleichung : 

8^3  o,»-20o,'a,*-8a,« 

Es  gelten  dann  nachstehende  ForiDein : 


m)  _______ 

|/ p  (ÜL+^l  _  o,  +  a,o, ,  Yp  (!iL^.)=  a,+8p'«, 

3)  Endlich  sei  n  8  4.  Wir  unterwerfen  o^,  der  folgen- 
den Bedingung : 

(30)  g     "  I  •  V*  -  Mo,*V  -  Mo.^*  +  V*  ' 

Dann  kommt: 

P  (t)  =  ^''«  -  «ti'  -  2  0,0,(0,'  +  0,«)  , 
(34)    l  p  j-^L+J^j  =  („,  _  ,0,)«  _  2 10, 0.(0,«  -  0,«,  , 
p  j?i^i±i^.)  =  (0.  +       +  So, 0.(0.«  +  0.«;  , 
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Widitiger  ersdietnen  aueli  hier  wieder  die  Theilwerthe  von 
(T,  die  ich  in  meineK  verigen  Note  (pag.  64  daselbst)  mit  a^fg 
bezeichnete  und  durch  die  Formel  definirte  : 

(32)  cTi^ «  -  e"  *»*  .  a  \  /  ; 

je  nachdem  n  ungerade  oder  gerade  ist,  ist  bereits  die  Po- 
teni  von  ax^^  oder  erst  die  2n^,  eine  Modttlform  der 
Stufe.    Herr  Fricke  findet  für  die  Darstellung  der  in  Rede 
stehenden  Potenzen  von  c^^  in  den  einseinen  von  ihm  behan- 
delten Fallen  folgende  Resultate. 

\]  Sei  n  s  2  und  dabei  A^,     in  der  Art  gewählt,  dass 

Dann  kommt  lUr  die  Theiiwerthe  von  er: 

(34)    <To4*  =      ,     a,/  =     ,     a./  «  -     -h  . 
2)  Im  Falle  it  s  3  setJien  wir 

^45J  ö^,  -  ' 

wir  fioden  dann*) 

vier  Ausdrücke,  deren  nahe  ßt  ziehung  zu  den  oben  eingefUhr- 
teo  Moduln  neunter  Stuir  ri  sichUich  ist. 
3]  Für  I»  a  4  nehmen  wir: 

Es  kommen  dann  folgende  Darstellungen  der  Theil-Sigma: 

3  A  3 


[38) 


0 


«'•l    —    0, +  0,    '  0, -02  ♦ 


*)  3iaQ  vergL  auch  Bianchi  im  17.  Baade  der  Math.  Anaalen, 
^244. 
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.  Ihnen  laufen  die  folgenden  Formeln  paraliel,  bei  denen  lech- 
ler  Hand  die  in  (34)  besUmmlea.  sweiten  Theilwerüie  gehrftuda 
werden,  die  ich  der  Reihe  naeb,  um  jedes  Missverständnifls  in 
vermeiden,  mit  ft,     ^  bezeichnen  will: 


(39) 


Die  Formeln,  welche  die  zweiten  Polenzen  der  vorliegen- 
den a^f^  durch  die  Moduln  16^«'  Stufe  darstellen,  werden  la 
complicirt,  um  hier  eine  Stelle  finden  su  können. 

4)  Sei  endlich  n  »  8.  £s  möge  genügen,  eine  einzige  der 
dann  in  Betradit  kommenden  Formeln  anzuftlhren.  Es  wird: 


(40)  a..  -  -  r  'S". .  c  ig) 


Neben  diesel>«r8te]lungen  der  axfi  durch  unsere  Ibduln  sielr 
len  sich  natürlich  andere,  welche  unsere  Moduln  durch  die  ai^ 

ausdrücken.  Dieselben  erscheinen  um  so  bemerkenswerlher, 
als  die  aj^,,  von  vornherein  für  sammtliche  Stufen  bekannt  sind 
und  wir  also  hoffen  dürfen.  l)oi  höheren  Stufen  einfachste  Mo- 
dulsxsleuie  zu  iiiulen,  indem  wir  analoiie  Conihinationeu  der 
er;  „  heranziehen,  wie  sie  fttr  niedere  Stufen  in  unseren  Formeln 
sich  thatshchlich  einstellen.  Herr  Fricke  bemerkt  in  dieser 
Hinsicht  insbesondere  folgende  Darstellungen  der  Moduin  16'^' 
Stufe. 

4)  Unter  axft  die  vierten  Theilwerthe  verstanden  bat  onan: 

(44)       i^i.yi' :  or„a„  :         :  a,.<r,,  . 

2)  Femer,  unter  a^^  die  achten  Theilwerthe  verstanden: 
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r  1 


^  i  X  +  ]  X  —  ix'         ff,,  .  ff^,  .  ffj, .  ff., 


V<  - 

Der  Buchstabe  e  bedeutet  dabei  eine  3S^«  Eioiieilöwarael. 


IL 

An  die  Theorie  der  Moduln  schliesst  sieh  naturgemSss  die 
Lehre  von  den  Madulargleichungen,  Eigentücfae  Modalarg]ei- 
cbongen  existiren  bekanntlich  nur  für  Hanptmoduln  und  bei 
ihnen  auch  nur  für  diejenigen  Translbrroationsgrade ,  welche 
xur  Stufe  des  Hauptmoduls  relativ  prim  sind*).  Nun  seiehnen 
sich  unter  allen  Hauptroodnin  die  drei,  diel  wir  vorhin  voran- 
stellten :  das  Doppelverhaltniss  it,  die  Tetraederirrationalittft  :a, 
die  Oktaederirrationalitat  oj  denen  dann  noch  die  Ikosafäer- 
vrationalität  [die  wir  rj  nennen  wollen)  hinzutritt,  dadurch  aus, 
dass  sie  zugleich  6alois*8cheModuIn  ihrer  Stufe  sind  und  sich 
daher  bei  beliebiger  Tninsformalion  von  w  selber  linear  substi- 
tuiren.  In  Foiiit  clessen  haljen  die  für  sie  geltenden  Modular-- 
gleichungen  die  charaklerislisehe  Eigenschaft,  durch  gewisse 
simultane  lineare  Substitutionen,  denen  einerseits  der  ursprüng- 
liche, andererseits  der  transformirte  Modul  zu  unterwerfen  ist, 
in  sich  selbst  Uherzugchen. 

Ausserdem  hieihen  die  Modularsleichungen,  wie  sellist- 
verstUndlich,  bei  Vertauschuuj^  u ^^[)I  lln^^K•llon  Moduls  luil 
dem  transformirteii  ungeüodert  bestehen.  Handelt  es  sich  jetzt 
um  Auistelluni^  der  Modnlar^leirhungon.  so  wird  man  zweck- 
m,Mssit;er\veise  in  der  Art  l^cginoen,  dass  man  vorab  die  allge- 
meine Foren  derjenigen  Gleichungen  zu  bestirameu  sucht,  die 
bei  den  erwiUmten  Processen  invariant  bleiben:  die  wirk- 
liche AerechnuDg  der  Modulargleichung  im  gegebenen  Falle 
moas  dann  auf  Auswerthung  nur  weniger  Zahlencoäfficienten 


*;  VergL  etwa  Bd.  17  der  Maiheoiatischcn  Anaaluo,  p,ig.  66  fl. 
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mit  Httlfe  der  iür  A,  a,  tj  gellenden,  nach  q  fortschreitenden 
Reihenentwiekelungen  zuilickkommen. 

Der  hiermit  beieichnete  Ansatz,  den  ich  schon  bei  früherer 
Gelegenheit  zur  Sprache  gebracht  hatte  ist  jetzt  von  Herrn 
Friedrich  durchgeführt  worden.  Es  handelte  sich  dabei  ein- 
mal zur  Fixirung  der  auf  den  ursprünglichen  und  den  transfor- 
mirten  Modul  auszuübenden  simultanen  Substitutionen  um  f:e- 
schickte  Wahl  der  zur  Tr  ausfoi  uiation  gehörigen  Reprüsentanlen, 
es  handelte  sich  daun  aber  ferner  am  algebraische,  der  Invarian- 
tentheorie  entnommene  Processe,  weiche  an  diejenigen  Theorien 
üiikDüpfen.  die  ich  neuerdings  in  meinen  »Vorlesungen  über 
das  Ikosaeder  etc.«  dargestellt  habe. 

Im  Falle  des  DoppelverhüUnisses  ?.  ^dessen  Stufe  die  z^^elte 
ist)  kommeu  als  Transfonnation.sizrade  n  beliebijze  unucrade 
Zahlen  in  Betracht.  Nennen  wir  den  transformirten  Werth  /<. 
so  kann  man,  wie  Herr  Friedrich  zeigt,  fi  in  allen  Fällen  so 
wUhlen,  dass  es  mit  ?,  zusammen  je  dieselben  Doppelverhäll- 
nisssubslitutionen  erführt.  Wir  nehmen  A  gleich  /;  :  /t  gleich 
fi^  :  und  ersetzen  die  linearen  Substitutionen  von  bez.  /x 
je  durch  die  ihnen  entsprechenden  homogenen  von  der  Deter- 
minante Eins.  Alle  homogenen  ganzen  Functionen  von  A|, 
allein,  welche  bei  den  in  Rede  stehenden  Substitutionen  unge- 
andert  bleiben,  sind  bekanntlich  ganze  Functionen  der  folgen- 
den drei  einfachsten  unter  ihnen : 

(43)  {  {^'-KK-^K'liK'K-W  . 

Aus  ihnen  leitet  man  dann  leicht  alle  Formen  ab,  welche  l 
und  /i  gleichzeitig  enthalten  und  bei  den  simultanen  Siibtitu- 
tionen  dieser  Grössen  ungeHndert  bleiben :  die  in  Hede  stehen- 
den Formen  setzen  sich  aus  der  Determinante  {l^ft^  —  ^t."i; 
und  den  nach  //,,  //,  genommenen  Polaren  der  Formeln  ^43)  zu- 
sammen. Nunmehr  beachte  man  noch,  dass  die  Modularglei- 
chung  bei  Vertauschung  von  Ä  und  a  ungeUndert  bleiben  soll. 
Schliesslich  ergibt  sich,  dass  die  linke  Seite  der  Modulargleichung 
eme        PunUion  der  folgenden  vier  Ausdrücke  sein  muss: 

Vcrpl.  Annalen  XVII,  pag.  69. 
**J  Vorl.  pag.  es.  —  Man  vergl.  auch  Gleich,  [ij  des  Textes. 
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(16) 


Beispielsweise  kommt  für  n    9,  S,  7  der  Reihe  nach : 

(n  =  3:        -  U8.1^  =  0  , 

«  =  5:  V  -  512f1C>/IV4, -9J,J,-  32  .  27i4J     0  , 

+  43.3«.  5il,M«  -I-  425 .    .  3M  ,i4.  —  4«5 . 8' .  S^i^t"^.). 

Die  Gleichnntien  fUr  n  =  3,  5  finden  sich  Ijereits  in  Ja- 
cobi's  Fundamenla  (Bd.  i,  p.  428,  423  der  gesammelten 
Werke),  worauf  hier  um  so  mehr  verwiesen  sei,  als  der  Fort- 
schritt der  Methode^  welcher  hier  vorliegt,  beim  Vergleiobd  un- 
verkennbar hervortritt. 

Bei  der  Tttraederirrationalüät  a  müssen  wir  unterscheiden, 
ob  der  Transformationsgrad  n  za  4  oder  S  modulo  3  congruent 
ist.  Beidemal  schreiben  wir  :  o,  fUr  a  und  \  :  für  den 
tnuMfetmirten  Werth.  Wir  haben  lemer  von  felf^D<le&,  die 
a^,  a,  allelii  eiifthalteiide&  Formen  aiiangeheB^t 

(47)  {  OK* -^-SöiVii 

Ist  jetzt  n  =  1  (mod.  3),  so  kann  man  :  6,  so  wählen,  dass 
es  je  dieselben  Substitutionen  erleidet  wie  a^  :  Im  anderen 
Falle  gilt  der  analoge  Satz,  sofern  man  für  6,  :  b„  setzt  —  26, : 
Schlio«!s!ioh  bekommen  wir  in  beiden  Fallen  vier  Functionen, 
aus  denen  sich  die  linke  Seite  der  Modulargleichuo^  ZUS^mwen- 
seliea  muss.  £s  md  dies  bei  ais  4  (mod,  3j ; 

Z>,  a«  —  a^'b^*      ft/6/     9a/a/,6/  -h  Off, 0/6/*, -h 

+  a,»^^      Ka/6/  , 


(48) 


*)  Siehe  oben  Gleich.  (2);  Vorl.  pag.-  63. 
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dagegen  im  anderen  Falle: 
E^  =  a^b^  -4-  2o,6,  , 

£e  =  («,'a,-vl(^*+8^v)(«**^^-2a,a,v^-'VV 

Beispiele  von  ModulargleichoDgeD  der  TetiBOderieretioiialH 
tttl  sind  folgende : 

II  «2:       +      =  0  , 


Auch  bei  OkkLtder  und  Ikosaeder  sind  die  Veriillltnisae  gani 
ähnlich ;  es  wird  genttgen,  wenn  ich  die  In  den  einseinen  Fallen  , 
geltenden  Resultate  tabellarisch  angebe.  Dabei  ist  wieder  o^  :(i^  ' 
für  0,     :  17,  fttr    gesetzt ,  während  die  transformirten  Werihe 
beziehungsweise  mit     :      und     :     benannt  wurden. 

Modulargleichungen  des  Oktaeders. 

1)  n  s  4  (mod.  4).  Die  IrrationaliLatun  o  und  p  erfahren 
simultan  je  dieselben  Substitutionen.  Grundformen,  aus  (ii  iu  n 
sich  die  linke  beile  der  Modulargleichung  zusammensetzen  mm: 

2)  n  =  3  (mod.  4).  Die  Substitutionen  für  0  und  p  unter- 
scheiden wir  durch  das  Vorzeichen  von  i(sy»4).  VoUes 
Formensystem : 
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3)  Beispiele.  Man  findet: 

In  B  3 :  J?/  -      =  0  , 
II  «  5:  aOD,  -  4D,D,  —  0  , 

n  =  7;  79F,»-78£^*F,  ~V -1-  400 ^j*^«  =0  . 

Die  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  sind  Übrii^eus  in 
anderer  Form  wohlbekannt.    Da  namlieh  wie  oben  er- 

wähnty  bei  geei^^eier  Fixirung  des  in  Betracht  zu  nehmenden 

FonclioDSEweiges  mit  yX(ic»)  ■»  ^«(Sa»}  glddibedtuleiid  isti 
80  sind  die  Modolargletohungen  der  Okta^erimtionalitil  mit 

den  für  Vx  geltenden  identisch;  letztere  aber  finden  sich  ftlr 
«  Ä  3,  5  beispielsweise  bei  C  a  y  1  e  y  im  4  Gi**»  Bande  der  Phi- 
losophical  Trausactiunä  [p.  4a  1,  4üi.  aufgestellt. 

ModuUxrghkhungen  des  lkosa$dert. 

\;  n  =  \  [mod.  5).  Die  Substitutionen  von  und  J  sind 
dieseilien.  Es  giebt  vier  Grundloroieu : 

(54',         1     "  (•»«Si-'yiW* » 

woD«,        ^ts  wohlbekannten  Ikosa^erformen : 

-  10005  (i?,*»!?,"  + 

beitehungsweise  durch  sechs-,  sehn-,  fÜDfiehnmalige  Poiari- 
saiioD  nach  erwachsen. 

t]  nmi  (mod.  5} .  Vier  Grundformen : 

W  .    iP»,    E.,    /^'io.  ^u. 

wo 

^4  ^  *5f|J4         'it^l  » 


(55) 


während  E^,  E^r^  aus  den  gerade  genannten 
hervorgehen^  indem  man      ^  durch  —  ff  j  f^  e* 

3)       2  (mo«L  5).  Die  Substitutionen  von 
sich  aus  denjenigen  von  i^^y     durch  Verwand' 
Einbeitswurzel  e  in  t*.  Es  gibt  drei  Gnindfi 
.  welohe  Herr  Gordan  im  13^  Band^  der  M 
nalen  (p.  379,  384  daselbst)  unter  der  Bern 
gestellt  bat.  Wir  schreiben : 


i)  n  e  3  (mod.  5).  Or#i  ( 


(53)  g>' , 


die  sieh  ans  den  gerade  ' 


durch  —  r,,  C^  ersetzen 


5)  Beispiele  von  V 


II  Ä  2:  ^  » 

n  s  3 :  iff* 

n  =  4:  / 

H  s  6 : 


,59) 


n  - 


.seilen  Ann,ilri, 
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IMe  Theorie  der  Modulargleichungen  findet  in  derjenigen 
AtT  Modularcorrespondenzen  ihre  Dalürliche  Fortsetzung.  Sind 
allgemein  M^,  If^,  ...  die  Moduln  eines  zur^*^  Stufe  gehörigen 
«oUen  Systems,  so  findet  zwischen  Jf,,  Jf,,  ...  einerseits  und 

den  transfonnirten  Werthen  ,  ...  andererseits  fQr  jeden 
tu  ^  reTaiiv  primen  IVanslbrmatf onsgrad  n  ein  Entsprechen  statt, 
w^di^s-  na«li  Grad«  Qalois'seber  4aruppe  MidtVertauMliborMt 
der  Aifunmta  lüit  4ua  eigentUolM  Modularglaiebiuigai  llbar«- 
eiastiiiiiHl^)«  HktrmU  lai  aber  noeb  fcemswegs  gesagt,  wie  siob 
in  gegabtim  Fa|jl#  4ie8as  Bniapreeban  ana^i^iseb  dacaielll. 
MaebenJ/t^Jlft» ... nüaalicbundttbaiisaswisdtenJf^,,  M\, ... 
beHebaSf  «IlgenMin  an  raden^  btibere  algabaalscfaB  Ralalioaen, 
ofld  68  ist  die  Besieh  ung  4er  i«  Aussieht  genoromanan  Gorre^ 
spoodeoi  zu  diesen  Relationen  von  vorne  herein  dnrebaos  vn^ 
l>ekanol.  Die  hierin  liegende  principieile  Schwierigkeit  ist  nur 
erst  neuerdings  von  Herrn  Ilurvvitz  durch  Heranziehender 
lugehörigen  überall  endlichen  Abel'schen  integrale  Uberwun- 
den worden.  Herr  Hurwitz  hat  in  diesem  Sinne  in  einer  im 
Jahre  1883  pubUcirlen  ^ole**j  die  Modularcorrespoudenzen 
behandelt,  zu  denen 

(60;  Jf,  «       ,       if,  «  y? 

Anlass  gehen,  neuerditigs,  ini  feande  der  Mathematischen 
AaiMJm,  dia  andeneB^  die  aich  auf 

basiebeOy  wo  j^^,  ji^^  2,  spedall  fftr  n  «ar  7  diejenigen  GMaan 
sind,  die  icb  ix  meiiier  vorigen  Note  für  beliebige  «ogerade 
Stufe  einführte.  Auch  die  zahlentheoretischen  auf  die  elfte  Stufe 
bezüglichen  Resultate,  welche  ich  der  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften im  vergangenen  December  vorletzte,  sind  von  Herrn 
Hurwitz  durch  das  Studium  iiöherer  Modularoorrespondenzen 
gewonnen  worden. 


■ 

VergL  wieder  Hathein.  Aonalen  XVtl,  p. 
^}  GOtUnger  Naehrfehten  tp.  SSO  IT.). 


66  ff. 
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Inzwischen  handelt  es  sich  bei  den  in  Rede  stehenden  JJtk^ 
tersuchungen  nur  um  die^aUgemeine  Form  der  dieHodularoorre* 
spondensen  definirenden  Gleichungen  i  nicht  eigentlich  um 
wirklii^  Aufstellung  deraelben.  Letztere  aber  muss  um  so 
mehr  Interesse  habra,  als  einzelne  besonders  einfacJbe  Resultate 
in  dieser  RiehtuDg  bereits  seit  lange  bekannt  sind  *).  Ich  glaubte 
also  Herrn  Fiedler  ein  richtiges  Thema  zu  stellen,  indem  ich 

ihm  eine  eingehende  Bearbeitung  der  fUr  Vk,  VW  geltenden 

Ifodttlareorrespondenzen,  sowie  der  weiteren,  denen  yx^  yn' 
genUgen,  in  Vorschlag  brachte*  Ich  werde  hier  nur  inm  den 
Resultaten  für  den  letzteren  Fall  berichten.  DUp  Oeberiogungen, 
welche  Herr  Fiedler  bei  Ableitung  lierselben  anioalellen  halte, 
bewegen  sich  ttl^ens,  wenn  man  von  der  durch  die  Abersohen 
Integrale  veranlassten  GompHcation  absieht,  fai  einer  gans  ihn- 
lichen  Rkhiung,  wie  diejenigen  von  Herrn  Friedrich^  nur  dass 
statt  der  simultanen  hmärm  Substitutionen  zweier  Reihen  ven 
Variabelen  simultane  temän  Substttotionen  in  Betracht  zu 
ziehen  sind» 

Setzen  wir  ninfldbsl  mit  Herrn  Fiedler: 


und  damit  die  Gleichung  einer  ebenen  Gurve  achter  Ordnung 
vom  GescUechte p  «  Sl.  Dieselbe  geht»  wie  leicht  ersichtlich, 
bei  38i  GoUineationen  in  sich  Uber.  Wir  wollen  die  letzteren 
in  homogener  Form  schreiben,  indem  wir  die  absoluten  Werthe 
der  Substitutionscoefficienten  in  geeigneter  Weise  fixiren.  Bei- 
spielsweise sollen  drei  derGolllneationen  durch folgendeFormeln 
vorgestellt  sein : 


(62) 


in 

.8 


Wir  haben  dann : 


(63) 


X,'  +  X,"  -I-  X,"  SS  0 


(64) 


a)  x\  ™  9X^ 

b)  x\  =s  flc. 


1  » 


x\  m  X^ 


•)  Vergl.  Mathem.  Annalea  Bd.  17,  pag.  68^70 
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Die  anderen  ergeben  sich  ans  fioiea  durch  Wiederholung  und 

Combination. 

Wir  gehen  einen  Augenblick  auf  die  Abliangigkeit  der 
X, :  X, :  iCj  von  w  zurllck.   Zuvorderst  constatiren  wir,  dass 
bei  allen  denjenigen  und  nur  denjenigen  Subsiitu- 

tionen 

,       a.m  4-  ß 

W    =  T 

uDgeandert  bleiben,  deren  GoKfficienten  ir^  9  modulo  46 
einer  der  folgenden  Gongnienzen  genttgen : 


(16) 


mod.  46*). 


Anderersetto  bemerken  wir,  dass  die Sabstttationeit  a),  b), 
e)  (M)  beispiebweise  bei  denjenigen  linearen  Tranefsmalionen 
yen  o»  entsle^,  die  in  bekanntar  Weise  durch 

s«,  r  und 

IQ  bezeichnen  sind. 

Es  seien  jeUl     :  3, :  s,  diejenigen  Werlhe,"  welche  aus 

x^  :x^  :x^  hervorgehen^  wenn  wir  ia  durch  ^  erseUen  (untor 
n  eine  nngemde  Zahl  verstanden).  Wir  schreiben- femer : 

■ 

wo      das  Lsetimn^sche  Zeichen  bedenlen  seit. 

Dann  ergibt  sich  als  erstes  Resultat  folgendes:  dass  die 
moitdien  dem  Punkte  x  und  dem  ebenfalls  der  Curve  achter  Ordn 
mmg  ungehörigen  Punkte  y  bestehende  Modularcarrespondenz  un- 
geüiidert  bleibt,  ivi*nn  man  die  x  den  Substitutionen  a),  b),  c)  (64), 
die  y  aber  simuUan  den  folgenden  unterwirß: 


4   4 

•j  Hiermit  i^f  genauer  präcisirt  was  oben  aber  y«,  yiP  als  Mo- 
duln secbsseimter  Stuf«  gesagt  wurd«. 
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!a'i  y'i  «  •  1  «  i/t  T  3/1  «  ; 
b')  y'i  =  ,  ?/,  =  ,  y\  =  y, ; 
<<)  y^i  «  yt    »    y'i «  y. »    y'.    yt  • 

Des  Weiteren  iii.ui  ai  die  Belraciituug  der  üi>crall  ead- 
licben  zur  Gurve  aclucr  Ordnung  gehörigen  lolegralo  einzu- 
treten. Ich  will  von  den  be«.  Resultaten,  die  noch  nicht  voll- 
ständig al)geschlossen  dastehen,  nur  dieses  einfachste  erwähnen: 
dass  nämlich  für  »  s  7  [mod,  8)  dte  Mofhdnrcorrespondenz  durch 
ruii'  einzige  zwischen  x  und  y  bestehende  Gleichung  ausgedrückt 
wird : 

(68)  x^,    ;  u%f  yt » y»)  -  0  » 

mdetn  die  Funkte  welche  demselben  Punkte  x  correspondir^, 
(und  umgpkphrt  die  Punkte  x,  welche  demselben  y  entsprechen) 
das  volle  Schnittpunktsystem  der  Curve  achter  Ordnung  mii  einer 
gutretenden  Curve  biUfen, 

Der  Grad  vtm  /  »  0  in  den      oder  de»     isl  Aatttrliob 

SB  ^ ,  unter  N  den  Grad  der  ModolfH^letohttlig  versiaadeD. 

Vertausclil  iii;in  (ire  t  mit  den  y,  so  nius>  die  Gleichung  /*  =  0 
ungeändert  hleii)eu  ;  eine  niidei  e  Ueberlegung,  die  auf  der  Irre- 
ducibilit^U  der  Modularcorrespondenz  basirt,  die  wir  aber  hier 
nicht  ausfuhren  können,  beweist,  dass  das  Gleiche  bereits  für 
die  linke  Seite  der  Gleichung,  d.  h.  für  die  fb?^  /  selbst  gilt. 
Ausserdem  inuss  f  völlig  ungeändert  bleiben ,  wenn  man  die 
Substitutionen  (64) ,  (67)  simultan  zur  Anwendung  bringt. 

Versucht  man  nun  vorab,  alle  Formen  f  su  bilden,  welche 
gegenüber  den  genannten  Processen  invariant  sind,  so  kommt 
man  zu  einem  äusserst  einfachen  Resultate.  Alle  diete  Formen 
nämlich  ietxen  ekh  mus  feigenden  drei  medrigtten  gueammen: 

S,  «  x^J\x^y^y^y^  . 

Wir  werden  dieses  Resultat  am  besten  verstehen,  wenn  wir  lUr 
die  ihnen  proportionalen  Werthe  (62)  und  enlspr»- 
chend  ftlr  yi  -y^  -y^  in  Uebereinstimmung  mit  (66)  die  folgen- 
den Ausdrücke  eintragen : 
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(70)  fXiV'r.Z^f    «  , 

wo  A,  Jt'  die  (raosformirten  Werlhe  von  x,  x'  bexeiehuen  und 
das  obere  od«r  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  je  nuchdem 
nB7  Odern  5  15  [mod.  16).  Wiriindenso: 

ht  ns7  (fRod.  46),  to  ist  die  linke  Seite  der  »wiegten 

>  X ,       und  yi,  yr  bestehenden  M<fdularcwrespondenx  eine 

ganze  Fumlion  der  drei  Ausdrücke: 

«  -  i^^^Txr ; 

ijf  o^er  n=  15  {mod.  4  6),  ^f7^  c/a5  entsprechende  Theorem 
unter  Zugrundelegung  folgender  drei  Terme : 

S,  =  VxI-Hi/TT-l-l  , 

S,  =  f  jTx  IT  . 

Sei  Boch :  . 
(73)  S',  «S.»-4S,. 

Dann  bekommt  mau  beispielsweise  im  ersten  Falle: 

fttrn «B  7  :      =  0  , 

-  n  =  23  :  S,'  — 4S,  «  0  , 

.  11^36:  S/S',— 4S,{S'.*-h5V«'«  -  2^1*) 

^  444  <^  » 

.  n  s  55:  6V  S  .-4S,{SVH-7S^»SV-l-tOS.*S',-«  V) 

-  16S,  -h  -  428  S;  =  0  , 

.  n  =  71:  S.«-4S3(SV-*.96V^V  +  ^<^/-^'i-^<5l'S/) 

ued  im  «wef  teil  Mle : 

(iXrn  «=  45:      S\       4i»,  =  0  . 

-  n  =  3 1  :  S\*  ^  S,S,==0  , 
(75)  I  -  n  =  47:  SV  -  iS.Ö,  CS',  4-  S*\      32  8,^  =  0  , 

-  n  «79:SV-4S,6V54S'/+i85,^SV-l-^t>8/S'^-l-S7) 

-465,*(Ä46V-Ha^i*5't-^'^t*)-»'5*^^'^i' 


(74) 
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Pblix  Kuiif , 


Bekanoi  waren  von  diesen  Gleichungen  bisher  nur  diejenigen 
fttr^n  «7  (Gtttzlaff,  Grelle*«  Journal  Bd.  XII)  und  n  »  t3 
(HarwiU,  Mathemalische Annalen  Bd. XYII,  p.  69,  siehe  auch 
Schröter,  Acta  MatiiemalicaBd.V,p.  208),  aber  auch  die  anderen 
Gleichungen  sind,  wie  man  sieht,  keineswegs  compüeiHiind 
enthalten  nur  eine  relativ  geringe  Zahl  solcher  Go^cienten, 
die  auf  empirischem  Wege  haben  bestimmt  werden  mUssen. 
Dass  in  diesen  Gleidiungen  gewisse  Terme ,  S^'^  S'/  S/  nidil 
vorkommen,  die  ihrer  Dimension  nach  vorkommen  könnten,  ist 
allemal  schon  aus  den  Anfangstenqen  der  ftlr  S^,  S\ ,  6,  gel- 
tenden ReihenentwickeluDgen  zu  erkennen. 

Herr  Fiedler  hat  auch  einige  derjenigen  Falle  untersucht, 
in  denen  n,  ohne  selbst  von  der  Form  8Ä  -h  7  zu  sein ,  doch 
einen  Primfactor  dieser  Gestalt  in  nicht  gerader  Potenz  enihiüt. 

Die  Analogie  mit  den  für  }  */. ,  Vx'  gellenden  Modulareorrespon- 
denzen  1hss(  vermuthen  und  die  Unlersuchuni^  der  Abel  scben 
Integrale  besläli^l  es  jedenfnlls  für  kleine  TranstorinatioQSzahlen. 
dass  auch  in  diese[Ti  Falle  die  Modulart  orrespondenz  zwischen 
X  und  y  sich  du?  i  h  nur  eine  Gleichuni:  rein  darstellt.  Die  fun- 
damentalen InN  ari  inten,  aus  denen  sich  die  linke  Seite  der  be- 
l  reden  den  Gleichung  zusammensetzt,  gestalten  sich  dann  frei- 
lich wesentlich  anders.  Sei  beispielsweise  n  «■  24.  Wir  setsen: 

und  finden  zur  Darstellung  der  Bfodularcorrespondenz: 

(77)  /  -  2  F  a  0. 
Analog  kommt  für  rt  s  35  die  Gleichung: 

(78)  V-^^iA  +  ^^i  +  ^^'^O  > 

wo      Z„  Z,,  W  folgende  Invarianlen  bedeuten: 

(79)  «  Vxx  Ar  -  Via  -  VxT'  ,        =  VTTU'  , 


Ich  benutze  die  sich  darbietende  Gelegenheit,  um  betreffs  metoer 
vorigen  Note  einige  Bemerkungen  zuzufügen. 

1}  Zd  p.  88  dasetttsl.  Dm  VomlekeD  von  C  betUmmt  sieh  vermOg« 
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der  Theorie  der  Ganssischea  SammeD,  sobald  man  hinianimmt,  dast 

ißt)*  m  r*  ist. 

2)  Zu  p.  94.  Die  Kiepert^sche  Reihe  lösst  sich  aus  der  Reihe  für 
»,  ableiten,  indem  n)an  Formel  f50)  für  n  s  3  betrachtet.  Hierdurch 
(o!?t  dann  auch  das  Verhalten  der  )'  aus  dem  der  X„ .  Uebrigens  muss 
die  Poteaz  von  »  ,  welche  In  Formul  (84)  linker  Hand  auttritt,  durch 
«  —  1 


•  t      ersetzt  werdeu. 


S)  Fonnol  (89)  soll  belssen: 

in—  n«  w  —  3        n«  — 1 

wodurch  aucti  die  folgenden  auf  n  «  5  bezttglicbeo  Formeln  in  etwa 
modificirt  werden. 
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L.  Boli««ffir  tn  Mündien^  Udter  die  Btdwtmng  der  Biqrigt 
rtMoximum  und  Minimam  in  der  VariaHansredmung,  Vorgel^ 
von  Ä,  Mayer» 

Zur  Lltsung  der  Aufgabe,  iwiaehen  zwei  feslen  Punclen  mit 

0  0  11 

den  Coordinaten  xy  und  xy  diejenige  Curve  zu  finden ,  für 
welche  das  integral : 


J  =  fFix,y,y']dx 


9 


ein  >finlmum  (resp.  Maximum)  wird,  enlwickeU  man  die  Dif- 
ferenz ; 

F(a?,  y  +  Jy,  y*  ^  Jy')  -  F(x,  y,  ^) 
nach  Potenzen  von  Jtf  und  /iy\   Bezeichnet  man  dacD  mit  Qf 

0  I 

das  von  x  bis  x  genommene  Integral  der  Glieder  Dimen- 
sion in  jener  £niwiekelung,  sodass 

P(x,  y  -I-  ^y,  y     Jy'j  dx-^J F(aj,  y,  y^)dx 

0  0 

X  X 

=     ^  +  • .  • 

wird  y  so  wird  die  Function  y  durch  die  Forderung  bestimml, 
dass  die  »erste  Variation«      fClr  jede  beliebige  Fnnction^iTi 

0  I 

welche  an  den  Grenzen  x  und  x  verschwindet,  gleich  Null 
werde. 
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Mao  pflegt  bioravf  die  Frage,  ob'  das  Integral  J  für  dleae 
bestimmte  G«rve  ff  wirUkfa  eioeB  Mioinalwetlb  annehme,  da- 
hin m  beaniwoiteB,  daae  diaaea  der  FaU  sei  oder  nielit,  jenach- 

0  I 

dem  die  »zweite  Vnrialion«      für  iille  an  den  Grenzen  x  und 
verschwindenden   Functionen  ^tj  positiv  ist  oder  auch  ne- 
gativ werden  kann.    Die  l^ecrrtlndnncz  dieses  Kriteriums  ge- 
schieht gewöhnlich  folgenderniassen.    Man  setzt  z/y  =  xr,  wo 
X  eine  Gonstante  ist.   Dann  geht  die  Entwickiang       über  in 

die  Entwicklung  x*yt      ^'^s  "♦"**••  ?  yr 
dadurch  unterscheidet,  dass  i]  und  rj'  an  Stelle  von  Jy  vtnd^^ 
slefaen*    Bei  einer  bestimmten  Annahme  der  Function  rj  und 
fortgesetzter  Yerkleinerang  der  Gonstante  x  erhält  dann 
schliassUch  immer  das  Vortelchen  von     ;  ist  also  negallv, 
so  wird  auch      schHessHch  negativ«  d.  h.  das  Integral 

X 

« 

X 

batrachiei  als  Fiinelioa  von  x  allein ,  hat  far  x  »  0  ein  Maxi«- 
mum ;  und  ist  y^  positiv,  so  wird  auch  JJ  aohiieaslich  positiv, 
d.  b.  jenes  Integral  hat  für  x  0  ein  Minimum.  Nennt  man 
die  atnfiftob  UMMMÜiohe  MannigfaltiglkeH  aUer  derjenigen  Gurven 
y  4>  ,  welefaie  aieh  von  einander  nur  dnreh  die  Warthe  der 
GoDstanten  k  unterecheidaii,  eine  iv7«8ebaan,ae  kann  man  aagen, 
4ie  Cnrve  y  rnaehl  daa  Integral  J  lu  einem  Minimnm  oder  Maxi- 
umm  »innevbalb  der  einaelnen  i^Sehaar«,  jenacfadcte  der  an 
anar  aaiehea  Schaar  geherige  Werth  von  positiv  oder  aegt^ 
lit  ist,  N«n  pflegt  man  weiter  so  an  ttberiegen :  lai  y^  fttr  irgeiid 
eiea  Function  17  negativ,  ao  triti  eehen  hmahalb  dieaer  einael- 
aea  ^^«Schaar  fttr  die  Gurte  y  kehl  Hhiimmm,  sondern  im  Ge- 
geotheil  ein  Maxinmm  ehi,  es  kann  nleo  um  ao  weniger  von 
emem  Minimam  unter  allen  ttberhaupt  megliohen  Gurven  die 
Me  aeln ;  wird  dagegen  y^  ftir  alle  Fonctionen  1;  positiv,  so 
ktlttrdte  Curve  y  ein  Minimum  innerhalb  jeder  t/^Schaar  vor- 
banden, es  niuss  daher,  weil  jede  beltehufe  Cwvc  sich  einer 
tj-Schaar  einreihen  läa^ij  auch  ein  Minimum  Uberhaupt  statt* 
liüiien. 

Der  letzte  iheil  dieser  Ueberlegung,  auf  welche  man  das 
iuriterium  des  Minimume  xu  gründen  pflegt,  enthalt  nun  einen 
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FehlBeblttsSi  dessen  Aufdeckuiig  es  zunfiehsl  sehr  sweifelbaft 
msebt,  ob  jenes  Kriteriuni  itberbaupt  riebttg  tsi.  Daraus  Dllm* 
lieh,  dass  ein  Minimum  innerhalb  jeder  eintelnen  17-Sohaar  statte 
findet»  folgt  noch  nicht»  dass  auch  ein  Minimum  ttbeihaupi  ein- 
tritt, obschon  es  unbestneitbar  ist,  dass  Jede  willkllriicb  gegebene 
Gurve  sich  einer  gewissen  17-Sehaar  einreihen  lässt.  Und  dieser 
Schluss  isl  Dicht  etwa  ein  Fehlscbluss  von  der  Art,  dass  man 
seine  Anfechtung  als  eine  Spitzfindigkeit  ansehen  könnte,  die 
für  alle  iu  der  Anwendung  vorkommenden  Fülle  ohne  Bedeutung 
wäre  ;  vielmehr  führt  dci  sulhe  bei  ^anz  concrelen  Prubiemen  di- 
rectzu  falschen  Re^sulliiLen.  So  zum  Üeispiel  konnten  wir — um 
nur  eine  der  verschiedenen  Richtungen  anzugeben,  nach  wel- 
chen sich  der  Fehler  weiter  verfolgen  iMsst  —  vermittelst  jenes 
Schlusses  auf  dem  vorher  eingeschlagenen  Wege  oflenbar  auch 
folgenden  Satz  beweisen  :  »Ein  Minimum  des  Integrales  J  findet 
statt,  wenn  erstens  die  zweite  Variation  niemals  negativ  wird 
und  zweitens  für  diejenigen  Functionen  ^y,  für  welche  jene 
etwa  verschwinden  sollte,  die  nächsthöhere  von  Null  Nersrhie- 
dene  Variation  von  gerader  Ordnung  und  positiv  ist« ;  denn  wenn 
diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  tritt  wiederum  sicherlich  ein 
Minimum  innerhalb  jeder  einzelnen  i/-Scbaar  ein.  Nun  existiren 
Beispiele  von  verhältnissroässig  einfacher  Beschaffenheit,  welche 
mit  dem  letzten  Satze  entschieden  im  Widerspruche  stehen .  In 
einem  solchen  Beispiele,  welches  ich  gefunden  habe,  hat -das 
Integral,  durch  welches  die  Länge  einer  Gurve  auf  einer 
wi8B<m  Fläche  zwischen  zwei  gegebenen  Endpunkten  ausge- 
drückt wird,  für  eine  bestimmte  Gurve  y  die  erate  Variation 
gleieh  Null,  die  sweite  im  Allgemeinen  posiliv,  ausgenmuBMin 
eine  elnslge  Sehaar  «  je  17,  fttr  welehe  gleiohsellig  die 
sweiie  bis  Innfle  Variatien  vetaohwlndet,  wahrend  die  aediBte 
pesitiY  wird.  Trotsdem  tritt  kein  Minimum  ein,  yleloMbr  gibt 
es  auf  der  Flaehe  kttrsere  Verbindungslinien  derselben  End- 
punkte nach  in  jeder  Nahe  der  betraebteten  Gurve.  Ea  war  iir> 
sprUnglich  meine  Absicht,  dieses  Beispiel  hier  ausflihrlieh  mif- 
sttlhellen,  sumal  dasselbe  vermöge  seines  geemetrisehen  IniiaHs 
wehl  geeignet  ist,  den  huneren  Grund  fOrdieUnsutassigkeit  der 
angestellten  Ueberlegung  zn  Tage  treten  su  lassen.  Iniwischen 
habe  ich  gefunden,  dass  analoge  Verhültnisse  in  der  weitaus 
einfacheren  und  durchsichtigeren  Theorie  der  gewöhnlichen 
Maxima  und  Minima  besleheu.   Ich  möchte  aus  diesem  Grunde 
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auf  die  Discussion  jenes  Fehlschlusses  und  auch  auf  die  aus- 
führliche Mittheilung  meines  Beispiels  verzichten  und  in  dieser 
Hinsicht  lieber  auf  eine  demnächst  zu  publicirende Untersuchung 
Ober  die  gewöhnlichen  Maxima  und  Minima  verweisen*). 

In  der  vorliegenden  Note  soll  nun  aber  der  Nachweis  ge- 
führt werden^  dass,  solange  es  sich  nur  um  die  zweite  Variation 
handelt,  das  gewöhnliche  Kriterium  des  Minimums  unter  be- 
stimmten Voraussetzungen  doch  noch  in  gewissem  Sinne  hin« 
reicht.  Dieser  Nachweis  wird  freilich  auf  einem  ganz  anderen 
Wege,  als  dem  vorher  angedeuteten ^  erreicht  werden.  Wir 
werden  nttmlicfa  zeigen,  dass,  wenn  die  zweite  Variation  des 
Integrales 


für  alle  Functionen  Jy  positiv  ist,  sich  im  Allgemeinen  zwei 


JJ^  /  F(a?,  ^  +  ^y,  ^ -rfy')  da?  -  /  F(a?,    y")  da? 


*}  Die  erste  Anregung  zu  derartigen  Deherlegungen  verdanke  ich 
Herm  A.  Mater,  der  mich  gelegentlich  auf  ein  von  BMNUiiir  behandeites 
Pieblem  (XeÜBChrift  f.  Mathem.  Bd.  il,  p.  8S1)  anfmerluam  machte.  Er»- 
iinii  untersucht  das  Integral,  durch  welches  die  LLin^'p  einer  zwischen 

zwei  (TP'-'cnpolen  auf  einer  Kugelfläche  sich  erstreckenden  Curve  gegeben 
i;;t,  und  iindet,  dass  bei  gewisser  Wahl  des  Coordinatensystems  fUr  einen 
Halbkreis  die  zweite  Variation  jenes  Integrals  zwar  verschwinden  kann, 
•Iter  nur,  Indem  gleichseitig  die  dritte  Variation  vereohvindet  and  die 
vierte  poeilW  wird.  Es  tritt  also  hier  innerhalb  jeder  ^-Schaar  ein 
wirkliches  Minimum  ein,  während  doch  in  jeder  Nähe  der  betrachteten 
Curve  andere  Curven  (Halbkreise)  zwischen  denselben  Endpunkten 
e^isliren,  für  welche  der  Werth  des  Längcnlntcgra!p^  wenigstens  nicht 
grötser  ist.  Auf  Ebomann's  Beispiel  coDSti  uirle  ich  mir  dauu  das  meinige, 
in  welchem  bet  ganz  analogem  Veiliaileo  der  vecechiedenen  Varialionen 
logir  Cnrveii  mit  g$ring9nm  Werlte  des  Ulngeninlegralee  In  jeder  Nahe 
der  betrachteten  Gnrve  existiren.  —  Uebrigens  zeigt  das  in  der  Note  auf 
Seite  97  angegebene,  höchst  einfache  Beispit'I,  dass  unter  speciollen  Um- 
standen sogar  schon  die  zweite  Variation  -^'fWnfff?  positiv  sein  kann, 
Oboe  dass  ein  Minimum  stattfindet.  W  iv  haben  iiier  nur  deshalb  jene 
in  analytischer  Hinsicht  weit  couiplicirteren  Beispiele  in  den  Vorder- 
0nind  gestelll,  weil  dieselben  eine  geometrische  Bedeotung  besitsen. 
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positiv  wird  für  jede  Function  Jy^  welche  im  Intervalle  xx 
selbst  durchweg  absolut  kleiner  als  g  ist,  wäiuend  ihre  Ablei- 
tung /Jtf  diircliweg  absolut  kleiner  als  y'  bleibt.  Auf  tiie^eii 
Satz  ist  alsdann  die  ])ritcis€  Definition  des  Begriffes  Miniimirn  für 
die  Variationsrechnung  zu  tinicitlen  :  »Ein  Minimum  ist  vorhanil'.'n, 
wenn  Zfvei  G)iissen  g  und  <j  so  bestimmbar  sinä^  dass  da.^  JrAf*- 
gral  J  durch  die  Function  y  einen  Heineren  Werth  erhalt  als  durch 
alle  Functionen  y  -f-  Jy^  welche  den  Beschrünixunyen  j^y|<^, 
\Jy'  \-^(l'  unterliegen  ;  oder  wenn  —  geometrisch  zu  reden  — 
das  Integral  J  für  die  Curve  y  kleiner  wird  als  für  alle  anderen^ 
welche  ganz  in  einem  jene  Curve  enthaltenden  (durch  die  Grösse 
g  bestimmten)  Flüchenstreifen  liegen  und  zugleich  überall  höchstens 
einen  gewissen  (durch  g'  bestimmten)  Winkel  mit  jener  Cwve 
bilden. ü 

Dieser  Begriff  des  Minimums  ist  zwar  enger  als  der  gewöhn- 
lich angenommene,  welcher  nur  die  Beschränkung  derVariaiton 
Jy  durch  die  BediugUDg  |  Jy  |  <  ^ »  nicht  aber  die  Beschrän- 
kung ihrer  Ableitung  durch  die  Bedingung  \J}f  |  <  g'  verlangt; 
man  darf  Indessen,  wenn  man  (äkin  mit  den  HiUfsmittdn  der 
Fanaliofi«recA»t«it^»i  hinreiolieiwlen  Kriterien  deallSniiiiuBs  ge- 
langen will,  die  tweite  (auf  ^y'  bezilgliche)  Besehrflnkung  nidit 
fortlassen  und  überhaupt  ttber  die  aufgestellte  Definition  des 
Minimums  nicht  hinausgehen.  In  der  That  zeigt  das  von  Herrn 
WiDunuss  angegebene  Beispiel,  welches  ich  in  dar  meinem 
Aufsatze  »Ober  die  Kriterien  des  Bfaximuros  und  Minimun»  eii^ 
tacher  Integrale«  beigefügten  Note  (Mathem.  Annalen  Bd.  M) 
mitgetheilt  habe,  dass  die  zweite  Yariation  durchaus  positiv  sein 
und  doch  das  Integral  fUr  gewisse  Nachbarcurven  y  -h  Jy^ 
welche  nur  der  Bedinj^un^  1  Jy  \  <  g^  nicht  aber  der  Bedingung 
\Jy'^  <  y  unterliegen,  noch  kleiner  als  für  die  Curve  y  wer- 
den kann. 

Auch  den  Beweis  des  Satzes,  dass  ein  Minimum  in  dem  an- 

(jiujclienen  Sinne  stattfindet,  falls  die  erste  Variation  gleich  Null 
und  die  zweite  beständig  positiv  ist,  vermögen  wir  nur  unter 
gewisson  Voraussetzunizon  zu  führen.  Es  sind  genau  dieselben 
V(»raussetzunj;en,  welche  man  von  den  rntersuehungcn  Über 
die  Transfonnation  der  zweiten  Variation  iii  eine  zur  Discussion 
ihres  VorzeiClK  ris  ueeigiiet(^  F<irin  seit  .Iacobi  gewöhnt  ist.  Diese 
VorausselzuiiLjen  sind  für  unseren  Beweis  deshalb  unentbehr^ 
lieh;  weil  derselbe  sich  von  Anfang  an  auf  jene  Transformation 
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stflltl;  sie  feigen  sich  aber  bei  genauerer  Praliing  tum  Theil 
a«oh  als  wesenUleb  fttr  den  Bestand  des  SaUet  selbst*)»  Jeden- 
falls isl,  was  wir  naebweisen  werden,  nieht  eigentlich)  dass  ein 
Mioimum  stattfindet,  sobald  die  zweite  Variation  positiv  ist, 
sondern  vielmehr,  dass  ein  Minimum  statKindet,  sobald  gewisse 
Bedinjiungen  erfüllt  sind,  die  man  als  hinreichende  Bedingungen 
fitr  das  Positivsein  der  zweiten  Variation  längst  kennt. 

Die  Voraussetzungen ,  welche  wir  machen ,  sind  folgende : 


*)  Dies  gilt  xveaigslens  von  der  Vonussetsiiag  >  0 .  Ftir  den 
Schlass  auf  das  posilive  Voneiclien  der  zweiten  Variation  genügt  ntim- 

lieh  unter  sonst  gleichen  L'msliinden  die  Sictierheit,  dass  -^-^^  '"^  ■f^"" 

gemeinen  positiv  und  höchstens  an  einzelnen  Stellen  gleich  Null  wird; 
fttr  des  Schluss  auf  das  Minimum  im  angegebenen  Sinne  hingegen  i!»t 

h*F  •  t 

«i  mMbwoodig,  dass  tr— ^  im  Intervalle  a;af  aacheinea  positiven  Ifim'iiMtf- 

Verth  bcsiixt,  da  man  sonst  ia  maooben  FVIlen  noch  bei  beliebig  kleinen 
Viriationen  und  bewirlcen  kann,  dasa  das  Voneiohea  der 
ifHtm  Variation  awsctdaggebend  wird.  Es  M  zum  Beispiel  F{x,  y,  y'}  = 

#  <  a  <    ,  ferner  seien  die  für  «  «t  «  und 

£  SS  X  vorgesciu  iebcueo  Werthe  von  y  beide  gleich  c.   Durch  Nuiisetzcn 

der  ersten  Variation  und  Anwendung  der  Greozbedingungen  erlifilt  man 

dum  dis  LMsg  f  »  e»  ued  ffir  diese  Losung  wird  die  zweite  Varia- 
t 

iion  gleich  J^(x     a)*  Jy'^dx,  also  beständig  positiv.   Trotzdem  ündet 

X 

k»ia  Minimum  im  angegebenen  Sinne  stau.  Setzt  man  nSmiich  von 

bis  a  —  B,  sowie  von  o  +  f  bis  x,  gleich  Null,  von  a  —  a  bis  a  aber 

gleich  X  .T  —  et  +  £)  und  von  a  bis  a  +  r  f-'leicli  x  Vi  +  t  —  r  ,  so  wird 

die  zueile  Variation  gfeich  |«'fi^,  die  vollständige  DifTerenz  ^ 
t  t 

X  X 

J Fix ,  y  +  ^y,  y*  +  ^y*)  dx  —  ^ F[x,  y,y*)dx  hingegen  gleich  |«t*a*— 

•  0 

X  X 

i^t'.    Der  grösste  absolute  Werth  von        ist  dann  xe,  derjenige  von 
Ist  «.   Mag  maA  naa  die  Grenzen  g  und  y'  für  j      |  und  |  ^y*\ 
noch  so  klein  annehmen,  immer  sinkt,  wenn  man  zuvorderst  den  Werth 

von  X  (und  damit  von  |  ^y'  \\  icleiner  als  g'  macht  und  sodann  festhält, 
ZI  und  damit  l^r/l)  bei  fortgesetzter  VerkieinerunL'  \ou  r  schliesslich 
ilnter  die  Grenze  g  ,  >^-ährend  die  DifTerenz  dJJ  gerade  für  kleine  Werthe 
\Qa  f  schliesslich  negativ  wird. 

lUtb.-pbjc  ClMM  iMi.  ^ 
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I.  Alle  parlieilen  Ableitungen  der  Function  F  (x^     y')  nach  ji 

0  1 

und  ;/  bis  zur  dritten  Ordnung  sind  im  Intervalle  x  x  ein- 

schliesslich  der  Grenzen  endlich  und  stelig,       ausserdem  durch- 

o 

aua  positiv.  II.  Kino  gewisse  Delcrrmiiimlc  ^/ [£c,  x  ist  für  alle 

O  l  i 

Werthe  vou  j-  zwischen  a-  und  x  und  auch  noch  fiXt  x  ss 
von  MuH  verschieden  und  nebst  ihrer  ersten  Ableitung  endlich 
und  stetig. 

0 

Die  Determinante  ^  [x.  x)  ist  folgendormassen  zu  bilden. 
Durch  Nullsetzcn  der  ersten  V;ir*KUion  eriiiehl  sich  für  y  zu- 
nächst eine  ruuciiüu  iiiil  zwei  willkürlichen  Constanlen,  welche 

O  1 

nachher  vermittelst  der  Grenzwerlhe.  die  y  furo?  =  rund  r =.r 
annehmen  soll,  bestimmt  werden.  Sind  ti^  und  ti,  die  heideo 

partiellen  Ableitungen  von  i/  nach  jenen  Gonstanten,  u^  und 

0  0  0 

1/,  die  \\  .erlhc  von      und      für  x  =  o;,  so  ist  ^  [x,  Xj  = 
ti,  - 

Sind  von  den  gemachten  Voraussetzungen  die  nur  auf  End- 
lichkeit  und  Stetigkeit  beztiglichen  erfüllt,  wahrend  irgendwo 

iiu  lulervcilie  x  x  entweder        negativ  oder  ^[x,  x)  gleich 

Null  wird,  oder  beides,  so  ist  die  zweite  Variation  auch  des 
negativen  Vorzeichens  Itthig*)  und  es  findet  daher  nach  denfirtt- 
heren  Auseinandersetzungen  sieher  kein  Minimum  statt,  ds 
innerhalb  gewisser  17-Schaaren  sogar  ein  Maximum  vorbanden 
ist.  Wir  zeigen  jetzt,  dass  andererseits ,  wenn  alle  aufgezUblten 
Voraussetzungen  erfüllt  sind,  sicher  ein  Minimum  eintritt. 

Der  Gang  des  Beweises  ist  in  den  GrundzUgen  folgender. 
Nach  Lagkahqb  ist 

F{x,  y  •+-  Jy,  y'  -1-  Jy')  =  F{x,  y,  y')  =  -l-  + »» > 
wo  g^^il^Jy^l^J^, 


*J  Der  Beweis  ist  in  §  ä  iiieiner  bereits  gcuaiiuteo  Arbeit  iMalh. 
Aon.  Bd.  25,  gegeboD. 
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=  '^y    3  5]?^ 

(0<^<4;. 

1 

Es  wird  daher,  weil  das  lutegral  f  (j^  dx  für  die  in  Betracht  ge- 

0 

T 

io^ene  Funclion  ij  identisch  verschwindet  (voraiisppsetzl  natUr- 

0  1 

lieb,  dass  Jy  sn  den  Grenzen  x  und  x  verschwindet), 
1  t 

X  r 

if  JJ  ^j'F\X,y-^Jy,y''¥Jy*idx^jt\x^y^}f)dx^G^-^H^^ 
0  0 

X  X 

wo  zur  Abkürzung 

t  I 

X  X 

G^^fg^dx,     Bf  -  f  dx 

O  0 

X  X 

%tsßiti  ist.  Wir  zeigen  nun ,  dass  unter  den  aufgezählten  Vor- 
aussetzungen J},  immer  absolut  kleiner  als  wird,  sobald  nur 
die  absoluten  Werthe  yon  und  ^tf  durchweg  unterhalb  ge- 
wisser Grenzen  g  und  g'  liefen;  woraus  dann  unmittelbar  folgt; 
dass  bei  dieser  Beschrankung  der  Variationen  ^y  und  die 
Differenz  JJ  immer  das  (positive)  Vorzeichen  des  ersten  Gliedes 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  T  .  d.  h.  der  zweiten  Va- 
rialion,  hat. 

Es  werde  zunüclist  (i^,  untersucht.  Dieses  Integral  kann 
nach  J  vnoBi,  wenn  die  in.icliton  Voraussetzunsen  siunmllich 
Ciiulii  sind,  immer  auf  die  Fonu 

0 

X 

0  i 

gebracht  werden,  wo  u  eine  von  bis  o;,  einschliessliob  dieser 
Greaien,  von  Null  verschiedene  und  nebst  ihrer  ersten  Ableh- 
tung  endliche  und  stetige  Function  bedeutet,  welebe  linear  aus 
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den  vorher  deßnirten  FuneiUmen  u^  und  losammeogesetn 
ist*).  Fttbren  ^*ir  statt      eine  Fonctioo  (  durch  die  Gleichung 


ein,  so  wird  also 

t 

X 

0 

X 


*)Id  §  i  meiner  mehrfach  genannten  Abhandlung  (Math.  Ann.  Bd. 25)  babe 
ich  diejenige  Transformation  der  zweiten  Variation  aligeieiiet,  in  weidie 

die  obenateheode  Formel  t)  fttr  ti  «        %)  ttbei|;ehl.  Die  Fondioa 

/UV  Ol 

^[x,  x)  verschwindet  indessen  zwar  nicht  zwischen  x  und  x,  aber  flir 

o 

X  —  X  selbsl ,  Wöhrend  in  der  Formel  2]  für  unsere  jetzigen  Zwecke 

0  1 

eine  Function  u  gebraucht  wird,  die  im  Intorvnllp  r.r  einen  von  Nttll 
verschiedenen  Miniuialtütrlh  besitzt.  Zu  cinm-  solchen  Fuucliou  u  uad 
dem  Beweise  der  Gttltigkeil  obiger  Formel  Air  dieselbe  gelangt  man  nnn 
auf  Gmnd  der  im  genannten  Aufimtze  gegebenen  Entwickelungen  leidit 

0 

folgendermassen.  Bedeutet  S  einen  Werth  von  x,  der  ausserhalb  des 
lotervailes  xx  und  so  nahe  bei  x  liegt,  dass  auch  ^[x^  ij  noch  im 

0  1 

ganzen  Intervalle  ^x  von  Null  verschieden  und  nebst  der  ersten  Ab- 
leitung endlich  ist,  so  gilt  die  in  jenem  Aufsatze  aus^gefübrte  Trans- 

0  0 

formation  auch  dann  nech,  wenn  (UwaU  x  durch  |  eivetit  wird,  «s 

wird  also  auch 
1 


x 


o  1 

wo  die  Function  Jy       den  Qrenzen  i  und  x  verschwinden  moss. 


Hieraus  ergiebt  sich  aber,  wenn  ^y.von  |  bis  x  gleich  Null  and  von 

X  bis  X  ganz  willkürlich  angenommen  und  gleichzeitig  mit  « 

beielcbiMt  wiidi  mmittelbar  die  obenatebende  Formel  S),  in  welcher 

iratt  «  wirklich  eloe  von  a  bis  x  ekt9ehU$uU^  ditw  b9idim  GrMZM  von 
l^Dll  versChiedebe  Function  von  x  isti 
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und  weoo  der  kieioste  Werth  des  Ausdruckes  j^<^'  iuilater» 

0  I 

valle  X  X,  welcher  nach  VoiüussetzuDg  positiv  ist,  mit  2a*  be- 
zeichnet wird, 

f 

X 


4)  ö,>a«y*r*rf« ' 


0 

I 

.r 

Wir  untermeben  swetteM  das  HesigUed     a*  /    da;,  uDd 

0 
X 


iwv wallMi  wir  «uob  in  diesem  Eestgliede  sleil^y  uod  Jf/^  retp. 
die  Aaedrttoke  «nd  tif  t/C  eubsticiiireii.  Es  estslebt  d*» 
deteh  mnSohst  fttr  r,  ela  hamogener  Aiisdniek  driUen  Grades  itt 
C  lad     dessen  Golifficieiilen  aus  den  driuen  AUeitiiagen  der 

Pimction  F  fttr  die  Arguewote  x,  y  4^  ^^y«  if  +  ^4 ff  und 
tos  tt  und  u'  zusammengeseut  sind.  Den  gemachten  Voraus- 
settungen  gemttss  werden  sich  dann  jedenfalls  iBr  die  Grüssen 
Jff\  imd  { Jy'  { Yorweg  solelie  obere  Grensen  bestimme»  laasmi, 

O  1 

'l3?^s  Jone  Cot'fHcionten  im  Intervalle  x  :r  endürli  und,  ab- 
solut genommen,  kleiner  als  eine  an^zei^hare  Constante  C*  hlei- 
h^T)  so  lange  Jy  und  Jy'  jene  Cremen  nicht  überschreiten. 
l:ttr  alte  so  beschränkten  Functionen  Jy  wird  dann  offenbar 

|r3i<cMj?]H.iri)(:*  +  r') 

Qod  demnach 

t 

|Ä,|<C»(2  +  2')/(i'+£")da=, 


X 


WO  mit  Z  und  Z'  die  grOssten  absoluten  Werthe  bezeichnet  sind, 

welche  die  Functionen  ^  und  ^  «wischen  x  und  annehmen. 
IHe  letzte  Ungleichung  kann  noch  urogestallet  werden  ver- 
mittelst des  —  nachher  zu  beweisenden  —  Satzes,  dass  das  In- 


t 


dx  niemals  grösser  als  — ^  1  ist,  wie  man 

e 


e 

9  « 

X 
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0  1 

riiu'li  die  au  den  Grenzen  a'  und  rr  \  erschw  iiult'iule  l  unclionil 
im  Lebrigeo  aunehmen  ma^^.  Es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise^ 

^  '  '  I  eine  neue  Gonslante  c*  geseilt 

wird,  schliesslich  die  Kelalion 

1 

dp 

5)  |fl,|<c«(Z  +  Z')yprfa?. 

X 

GoDibinirt  man  die  Formeln  4)  und  5}  mit  einander,  so  er- 
tiennt  man  ohne  Weiteres,  dass  für  die  Grösse  Z'^Z'  und  da- 
tier auch  für  Z  und  Z'y  d.  h.  für  die  absoluten  Werthe  von  C 
und  %\  obere  Grenzen  h  und  h'  a&gebbar  sind  mit  der  Eigen- 
schaft, dass  in  der  Formel  I )  die  reobte  Seite  ikher  das  (posi- 
tive] Voneichen  ihres  ersten  Gliedes  6,  hat,  sobald  im  gamea 

U  I 

Intervalle  xx  zugleicli  '  T]  <  h  und  1?  '  <  h'  ist. 

Auf  Grund  der  Gleichungen  £  »     ,  C -  ^     +  ^ 

wird  man  nun  endlich  noch  für  \^y\  und  i^jy'l  solche  obere 
Grenzen  ij  und  y  aufstellen  können,  dasij  unter  der  Bediu-ii.u, 
\Jtf\<^sj  und  \Jy'\<,y'  immer  auch  ;J|</i  und 
wird.  Ist  nctinlich  U  der  nach  Voraussetzung  vuo  Null  ver- 
schiedene) kleinste  absolute  \\  erlh  von  u,  V  der  (nach  Voraus- 
setzung endliche)  grüsste  absolute  Werth  von  m'  im  Intervalle 

XX,  so  ist  zunächst  |C|^-=^,  IS'jS ^il^yK - 
Man  braucht  daher  nur,  was  immer  möglich  ist,  vorerst  die 

Constante  g  so  zu  wählen,  dass  sowohl     <  //,  als  auch  ~  ^  <  K 

wird  und  darauf  die  Constante  g*  so  zu  bestimmen,  dass 

4  ^ai/ wird*). 

*  Wir  beDierlvfii.  dass  die  Constantea  g  und  ^  desto  kleioer  wer- 
den, je  kleiner  der  mit  t  bezeichnete  Minimalwerlh  von  |  u  j  wird,  d.  b, 

wenn  wir  uns  ilie  obere  Integralgreoze  x  auf  der  Curve  y  verscbobea 
denken  und  dabei  die  in  einer  früheren  Anmerkung  gegebene  Bestim- 
mung der  Function  «  Im  Auge  t)ehellen,  je  nttber     an  diejenige  Stelle 

rückt,  wo  die  Determinante  J  \x,  x)  zum  ersten  Male  den  Werth  Noll 

annimmt.  Hieraus  crkltirt  sieb  die  anderweitig  l>ewiesene  Thatsacbe, 
dass  beim  Ueberscbreilen  jener  Stelle  das  Minimum  des  Integrals  / 
überhaupt  aufhört. 
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£s  ist  Qoch  der  Beweis  des  Salzes  DuchzuboIcD,  dass  das 
Ii 

iategrai /i*äXf  lalls  die  Function  4  »n  den  Grenzen  x  und  a: 
.« 

1 

veiiichwindet,  niemals  grosser  als     jgt    '  j  £  "^^  sein  kann. 

m 

£s  gibt  nämlich  unter  allen  denjenigen  Functionen     fur  welche 

t 

das  Integral  /'  T^e^x einen  vorgeschriebenen  Werth  A  annimmt, 

o 
X 

1 

X 


eine,  welche  das  Integral  /i*dx  sa  einem  Maximum  macht. 

Q 

Maü  lindei  dieselbe  nach  den  bekannten  Regeln  der  Varialions- 

VaCi-i)      Ir-x  \ 
rechnung  gleich  .1   sin  {-^  ^  ,f  J  und  kann  vermittelst 

der  JACOBi'schen  Transformation  der  zweiten  Variation,  auf 
welche  sich  in  diesem  Falle  die  GesammtvariiUion  des  Integrales 
redueirt,  zeigen,  dass  der  jener  Function  entsprechende  Werth 


t 


von nämlich  — r^,   wirklieh  der  grösstmögliche 


T 

ist.  Die  .1  AcoBi'sclie  Triinsfürnialiun  l)erulil  auf  folgender  For- 
mel, in  wei«  her  itiaii  eine  von  der  Theorie  drr  \  ii  laiiou  ganz 
unabhängige,  für  beliebige  Functionen  ^  und  lo  gültige  idenlilüt 
erkennen  wird ; 

■  3C  ^™  JE*  \ 

Setzt  man  hier  m  s  sin  |  r — i    I  ond  geht  gleichzeitig  von 

den  unbestimmten  zu  den  bestimuiteu  integralen  über  [wobei 
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zu  berUcksiehligen  ist,  dass  der  Quolicnt  —  auch  au  den  Greü- 
•  1 

1611 X  und  X  endlich  hWibt,  da  (  dasellMst  vereohwincfel  bimI 
endlich  ist ,  so  erhtfll  man  die  JjLcan^sche  Transfonnatien 

»  1  t 

XX  X 


0  0  O 

XX  X 


Die  rectite  Seite  ist  oiemais  negativ,  folglich  kann  auch  die  linke 

X 

es  nicht  sein,  das  heisst  das  Integral  J^^dx  ist  bei  jeder  be- 


0 
X 


liebigen  Wahl  der  Panction  ^,  vorauagesetsl,  daas  dieselbe  an  des 
Grenzen  x  und  x  versdiwindel  und  eine  endliche  Ableitimg 


I 

X 


bciiUt,  höchstens  gleich  — j^, —  1  ^'*dx  .    W.  i.  b,  vv. 


0 
X 


Wir  foriituiiron  zum  Schluss  das  llauptresullat  uaserer 
Untersuchung  io  folgcodeoi  Satze: 

£s  sei  für  eine  beslimttUe  Fwiction  y  die  erste  Variation  des 


I 

X 


0 

Ol 

von  ff  für  X  ^  x  und  x  =  xaU  gelben  anxusehen  sind)  toen- 

0  t 

tisch  (jleicli  Am//;  es  seien  ferner  im  Jnten  allc  t.t  die  partiellen 
Ableitiitujen  ron  f'(.r,  y,  y')  bis  zur  driUcn  Ordnuny,  sowie  äw 

DetermmanU  ^{x^ar)  nebst  Arsrn  Differentialquotienten  endlich 

und  stetig.  Hat  dann       im  Intervalle  xx  einen  posiUvenMint- 

malwerthj  und  verschwindet  die  Determina$Ue  j(x^  x)  weder  %wi^ 

O  f  1 

sehen  x  und  x  noch  an  der  Stelle  x  =  x  selbst,  so  ist  nicht  nur  die 
zweite  Variation  beständig  positiv,  sondern  es  findet  auch  ein  Mi- 
nimum des  Integrales  J  statt,  in  dem  Sinne,  dass  die  Differenz 
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^wsittv  to*r<i  /«r  ^cde  Function  ^y,  derni  absohäer  Betrag  überall 
unterhalb  einer  gewissen  Grenze  g  bleibt^  tvährend  der  absolute 
Betrag  der  Ableitung  Jif  sich  durchweg  unter  einer  xtoeiten 

,  F 
Grenze  g  hält.  Ist  dagegen  entweder         irgendwo  im  Inter- 

VQÜexx  negativ^  oder  verschwindet  ^(x^x)  irgendwo  im  In-- 
neren  desselben  JntervaUes^  so  ist  die  zweite  Variation  auch  des 
negativen  Vorzeichens  fähig,  und  es  tritt  schon  aus  diesem  Grunde 
Ml  Minimum  des  Integrales  J  im  ßngegdtenen  Sinne  ein, 

per  »weite  TheU  des  vorslelieiideii  SuUee  Ist  io  dieser  Note 
nicht  bewiesen^  sondern  aus  meinem  Aufsatse  Math.  Ann.  Bd.  25 
UbtirDommeD  und  nur  der  Vollständigkeit  wegen  hinzugefügt. 
Der  erste  Tbeil  hingegen  bildet  eine  wesentliche  Ergänzung  zu 
den  in  jenem  Aufsatze  angestellten  Untersiichuniien.  Krst  durch 
itm  wirJ  dei-  a.  a.  ü.  immer  ohne  Weiteres  uezof^ene  Schluss 
von  dem  Yorzeicbeo  der  zweiten  Variation  auf  das  Staltfinden 
eines  Mlniu^uins  resp.  Maximums  begründet  und  inhaltlich  prä- 
Ösirt. 

Von  einer  Ausdehnung  des  Satzes  auf  den  allgemeinen,  in 
§  3  der  genannten  Arbeil,  behandelten  Fall  sehe  ich  an  dieser 
Stelle  ab« 
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Curt  Reinhardt,  Zu  Mubius'  Polyedertheorie.  Vorgelegt 
von  Prof.  Dr.  Klein, 

1.  Als  die  Pariser  Akademie  für  die  Bewerbung  um  den 
grossen  Preis  auf  das  Jahr  1861  das  Thema  stellte  »Perfeclioimer 
en  quelque  point  imporlant  la  theorie  geomelrique  des  pnly- 
edres«,  befand  sieh  auch  Mobile  niitor  den  concurrirenden  Mathe- 
nialikern.  Das  deulsciic  Original  seiner  Preisarbeit,  deren  In- 
halt er  spater  auf  die  zwei  sesonderten  Abhandluiii:<'ii  ffienrir« 
der  elementaren  Verwandtschaft«  und  »Ueber  die  Bestiriunung 
des  Inhalts  eines  Polyeders«*)  vertlieilte.  ist  jetzt  wieder  unter 
seinen  nachgelassenen  Manuscripten  auigelunden  worden.  Wah- 
rend MöBirs.  wie  sich  aus  den  mir  von  Herrn  Professor  F.  Klbih 
gütigst  zur  Einsicht  tlberlassenen  Manuscripten  ergiebt,  anfaugil 
geneigt  schien ,  eine  Aufzählung  aller  möglichen  Polyeder  von 
n  £cken  zu  versuchen ,  liess  er,  wohl  in  der  Erkenntniss  der 
ungeheuren  Schwierigkeiten  dieses  Problems,  bald  davon  ab 
und  wendete  sich  allgemeinen  Untersuchungen  über  den  Inhalt 
der  Polyeder  und  den  Zusammenhang  ihrer  Oberfläche  zu.  Hier- 
bei war  es,  wo  er  am  £nde  des  Jahres  1858  die  Existenz  von 
Polyedern  erkannte,  »bei  welchen  man,  auf  der  Oberfläche  fort- 
gehend, ohne  auf  diesem  Wege  irgend  einmal  die  Fläche,  auf 
welcher  man  geht,  su  durchbrechen,  auf  die  entgegengesetste 
Seite  der  Fläche,  von  welcher  man  ausging,  gelangen  kann«. 
Zur  Erläuterung  der  Eigenthttmlichkeit  der  Structur  solcher 
Polyeder,  die  Möbius  als  einseitige  Polyeder  bezeichnete,  bedient 
er  sich  eines  aus  Dreiecken  zusammengesetzten  Deka^ers**) ; 


*)  Diese  Berichte  4  5.  Band  <863  und  17.  Band  1865. 
**)  Diese  Berichte  il.  Band  pag.  88  und  39. 
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er  erwähnt  ausserdem  in  §  34  der  Prei.s>clu  ift  das  zu  jenem  De- 
kai?der  polare  einseitige  Hexa(?der  und  giebt  endlich  t  1k  nila 
§  H  l  ein  Beispiel  eines  gleichfalls  einseiligen  Trigonalpolyeders, 
welches  ausser  einseitigen  auch  noch  eine  zweiseitige  Zone  *) 
aufweist.  Auch  seine  Theorie  dei'  ringlor/fiiyeti  Pobjcder  erläu- 
lei  l  MuHirs  in  den  §§  61  und  02  seiner  Freisschrift  durcli  eini'-'c 
Bei.^i>i('l(' ,  und  zwar  ausser  an  dem  Poivsoi'srlien  slerncckigeu 
ZwoÜli.ich  ;in  zwei  inteci'ssnnf en  i'olvederii  der  2.  Classe. 

In  allen  diesen  Fallen  ist  es  unniüL'Iich ,  die  Gestaltung 
dieser  Körper  sofoi't  anscliauUcli  zu  erfassen.  Mönn  s  drückt  die 
betreffenden  PoKeder  allein  durch  (!ie  Angabe  ihrer  Flachen 
aus,  welche  ihrerseits  wieder  durch  die  Angabe  der  in  ihnen 
enthaltenen  Ecken  bestimmt  werden.  Er  überlässt  es  dem  Leser 
selbst,  sich  ein  Bild  von  der  Configuration  der  Ecken,  Flächen 
uad  Kanten  eines  jeden  Polyeders  zu  machen.  Dies  ist  aber  ge- 
rade das  Schwierigste ,  insbesondere  dann,  wenn  die  Flachen 
sich  gegenseitig  durchdringen,  und  unerlasslich,  wenn  man  die 
Modelle  solcher  Polyeder  construiren  will.  Yermuthlich  ist  auch 
die  Schwieriizkeit  der  Modellirung  ganz  besonders  der  einsei- 
Ugen  Polyeder  der  Grund  gewesen,  warum  man  bis  jetzt  so 
wenig  mit  diesen  interessanten  Gebilden  sich  beschHfiigt  hat. 
Auch  sind  die  von  Möbius  angegebenen  Beispiele  nicht  gerade 
derart  einfach ,  dass  sich  an  ihnen  besonders  leicht  die  Eigen- 
tbttrolichkeit  der  Einseitigkeit  erkennen  Hesse. 

Es  sei  mir  daher  gestattet,  zunächst  zwei  von  mir  gefün* 
dene,  sehr  einfache  einseitige  Polyeder  zu  beschreiben,  aus 
denen  sich  das  von  Moaius  construirte  Dekaeder  bez.  das  hierzu 
polare  Hexaeder  unschwer  durch  eine  Deformation  herstellen 
lässu  Femer  werde  ieh  des  sonst  wenig  Interesse  bietenden  eio- 
aeitigen  Piolyeders  mit  einer  zweiseitigen  Zone  gedenken  und 
dann  neue  Beispiele  von  einseitigen  Polyedern  höherer  Art  an- 
ftihren,  endlieb  die  beiden  ringförmigen  Polyeder  einer  Be- 
trachtung unterwerfen,  durch  welche  Mdiics  seine  Theorie  die- 
ser Glasse  von  KOrpem  erltfuterte. 

8.  Bekanntlich  besitzt  das  reguläre  Oktaeder  drei  Diagonal- 
ebenen,  von  denen  jede  vier  ein  Quadrat  bildende  Kanten  des 
Körpers  enthält.   Fügt  man  nun  denjenigen  vier  dreieckigen 


*;  Bezügh'ch  de«;  Zonenbegriflfs  bei  Trigonalpolyedern  vergl.  diese 
Berichte  47.  Bend  pag.  88. 
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FIttcbeo  des  Oktalen,  duroh  deren  ErweUeruni;  lich  die  eine 
oder  die  andere  bemiädrifche  Form  deiielben  ergeben  würde, 
z.  B.  den  Flüchen 

(1)  ÄßE,  BCF,  CDE,  DAF 

jene  drei  Diegonelqnadrote 

(2)  ABCD,  EBFD,  AFCE 

hinzu,  die  deu  Mittelpunkt  M  des  Oktaeders  gemein  haben 
und  zu  zweien  in  den  Oklal'derdiagonalen  AC,  BD,  EF  sich 
schneiden,  so  bilden  diese  7  Flsichen  (4)  und  {%)  ein  Polyeder  17«. 

Jede  der  6  congruenten,  vier- 
seitigen Ecken  des  Körpers  wird 
abwechselnd  von  dreiseitigen 
und  vierseitigen  FJtfoben  gebil- 
det ,  s,  B.  die  Ecke  B  von  den 
Flächen  ABE,  EBFD,  BCP, 
ABCD,  Pie  drei  Geraden  A  C, 
BD,  EF  sind  als  Schnittlinien 
nicht  benachbarteri  d.  h.  in  kei- 
ner Kante  aneinander  grenzen- 
der Fischen  nicht  als  Kanten  zu 
rechnen ,  so  dass  il,  dieselben 
4^  Kanten  hesilzt ,  wie  das  ursprüngliche  Oklaöder.  An  die 
Stelle  der  Kl LKR  hchen  Gleichung;  tritt  daher,  wenn  man,  wie 
{gewöhnlich,  unter  e,  k  die  Zahlen  der  Ecken,  Flachen  und 
Kanten  versieht,  iuer  die  Relation 

e     f  ^  k      \  . 

Dieses  Polyeder  JI, ,  das  man  sich  aueh  aus  den  vier  (niehi 
regiitaren]  Tetraedern  ilJ»£ir,  BCFM,  CDEM,  DAFMzusBm^ 
fliengeselit  denken  kenn»  gehört  nun  zu  den  einseitigen  Polye« 
dem:  msn  kann,  von  einer  beliebigen  Fläche  ansgehewl  und 
von  einer  Flttohe  zur  benaohbarten  mir  Uber  die  gemeinsame 
Kante  fortsdireitendy  in  umgekehrter  Stellmig  zu  dem  Au^angs^ 
punkte  zurückkehren.  Denkt  man  sieh  t.  fi.  auf  der  PUicfae 
ABB  ausserhalb  des  Tetraeders  AB  EM  stehend»  so  schreite 
mnn  ttber  die  Kante  BE  nach  der  Flüche  EBPD  fort.  Dann 
wird  man  sieh,  nsebdem  man  die  Doppelgerade  EU  gekreust 
hat,  auf  derselben  Fläche,  aber  im  Inneren  des  Tetra^ers 
CDEM  befinden,  Uber  ED  nach  CDE^  weiter  (Iber  CD  nach 
ABCD  und,  auf  dieser  Fläche  fortgehend  und  entweder  AM 
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oder  BM  tth^raefareitend,  in  das  Imiere  d«s  Telra^en  AMBM 
gelangen  können.  Tritt  man  dann  endlich  aus  dem  Qnadnmten 
ABU  der  Flüche  ABCD  Uber  die  Kante  AB  wieder  auf  die 
Flache  ABEVülaWy  so  ist  man  zum  Aus^^angspunkte  mit  umge- 
kehrter Stellung  zurUdLgekommen. 

Grössere  Klarheit,  als  durch  die  Figur,  wird  durch  ein 
Modell  von  11^  erreicht.  Man  kann  ein  solches  dadurch  ohne 
Schwierigkeit  herstellen,  dass  man  z.  B.  an  die  vier  Seilen  der 
quail  Iii  tischen  Flache  ABCD  die  Ne(/e  der  vier  Telraifder 
AhEM,  UCFM,  CDEM,  />.! F3/ anheftet  und  diese  abwech- 
selnd auf  verschiedene  Seilen  von  ABCD  aufsetzt. 

Von  besonderem  Interesse  erseheint  mir  folgende  Bemer- 
liUDg,  die  ieh  Herrn  Professur  Klkin  verdanke.  Denkt  man  sich 
nämlich  die  vier  Tetraeder,  aus  denen  II^  besteht,  aufgebiaht, 
ohne  deren  Zusauinienhang  in  den  l)oj)pelgeraden  AC,  BD,  HF 
zu  losen ,  so  erj:iebt  sich  hieran^  t me  Fläche  von  derselben  Gc- 
stallun.u,  wie  sie  das  bekannte  kiMMERSche  Mocieil  der  Sn  im 
sehen  Flache  besitzt,  das  von  lierrn  Klei.n  in  seinen  Vorlesütii^en 
al«?  einl'aelies  Beispiel  einer  einseitigen  ,  j^anz  im  Endlichen 
enthaltenen  algebraisclien  FlHche  angeführt  zu  werden  pÜefit*;. 
Den  vier  Ebenen  von  11^ ,  welche  je  drei  Kanten  des  Polyeders^ 
aber  keine  seiner  Flüchen  enthalten,  nümlich  den  Ebenen 

(3)  ABF,  BCE,  CDF,  DAß  , 

entsprechen  die  vier  £benen,  welche  die  STSiüBR^sche  Flache  in 
kreisen  berithren. 

Betrachtet  man  dagegen 
diese  vier  Dreiecke  (3)  als  Po- 
lyederflächen und  fügt  ihnen 
die  drei  Vierecke  {%)  binzo,  so 
entsteht  ein  Polyeder,  welches 
dem  ^^  congruent  ist. 

8.  Das  zu  ^^  polare  Po- 
lyeder IT/  kann  aus  dem  WOr-       /  /  ^/^  \  ^^^^^^^^^.-.^^ 
fei  eonstrufrt  werden,  Wiedas 
entere  aus  derPolarflgur  des 
WQrfels,  dem  Oktaeder,  ent-     '  Fif.  2. 

standen  gedacht  wurde*»).  Es  seien  AB^  AC,  AD  die  drei  von 

*  Vergl.  Klei^  in  Bd.  VII  der  Mnth.  Ann.,  p.  549—557,  sowie  die 
weitergehenden  Fntwickelungen  in  Bd.  IX  ebenda,  p.  47fi— 

Zur  Consiructioo  der  Figur  i  ist,  um  gewisse  Punkte  nicht  in  die 
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einem  Eckpunkte  A  des  Würfels  ausgehenden  Kanten  des- 
selben und 

(1)  ABEC,  ABGD,  ACFD 

dio  in  .1  sieb  I  roflViiden  \Vürfp1f1;tclH'n .  vvolohe  von  dem  nioht 
oheuen  Sccliseck  Ü EC F D G  A)v\:\  i'\\7A  wcvdow.  Zieht  uvaw  nun 
die  drei  die  ijieconülierliear'nden  Ecken  dieses  Sechsecks  \  erljin- 
denden  Würfeldiagonaien  B t\  CG,  DE,  welche  sich  in  einem 
Punkte  M  sehneiden,  so  liegen  je  zwei  dersellien  in  einer  Ebene 
und  bilden  mit  den  ihre  Endpunkte  verbindenden  Seiten  jenes 
Sechsecks  drei  sog,  Uberschiagene  Vierecke 

(«)  BEDF,  ECGDy  CFBG, 

Die  G  Vierecke  (<)  und  (2)  kOnnen  nun  als  die  Fhichen  eines 
Polyeders  //,'  angeschen  werden,  denn  jene  Polygone  (T  und 
[S]  erfüllen  die  Bedingung,  dass  jede  Seite  eines  jeden  der- 
selben eine  Seite  eines  und  nur  eines  der  nndoron  ist.  Von  den 
7  Ecken  von  ^^  sind  A,  B,  C,  D  dreiseilig.  G,  E,  F  vierseitig, 
weiche  abwechselnd  die  Eckpunkte  einer  jeden  Fläche  bilden. 
Der  gemeinsame  Punkt  M  der  drei  Kanten  BF,  CG,  DE  ist 
ebenso  wenig  als  Eckpunkt  von  J7/  zu  rechnen ,  wie  man  ihn 
als  Eckpunkt  irgend  eines  der  drei  Vierecke  {%)  betrachten 
kann.  Es  gilt  daher,  da  17/  12  Kanten  besitzt,  wie  fQr  77^ ,  so 
auch  für  das  polare  Polyeder  77/  die  Relation 

Nimmt  man  zu  dem  Punkte  Af  noch  die  drei  Punkte  hinzu,  io 
welchen  sich  je  drei  der  übrigen  Kanten  schneiden,  nümlieh  die 
Punkte 

BE'  AC  DF 
Q  =  CF'ADBG 
Rz=  AB'DG'CE 

so  sind  dieselben  polar  zugeordnet  den  vier  Ebenen  von  77^ , 
welche,  ohne  Flachen  dieses  Polyeders  zu  sein ,  doch  je  drei 
ein  Dreieck  bildende  Kanten  desselben  enthalten.  In  Verbin- 


Unendlichkeit  fallen  zu  lassen,  tiiclit  das  regulttre  HexaSder»  sondern  eis 

ihm  collincar  verNvandler  Sechsflächner  verwendet  worden,  während  io> 
Text  der  Einfachheit  des  Ausdrucks  wegen  die  Entstehnnp  aii«  deoj 
Wurfei  beibehalten  ist.  Ebpn<;o  gut  hätte  im  Vorii^en  //,  au»  jeder 
collinearen  .\bbikUuig  des  regulären  Oktaeders  conslruirt  werden  icönnen. 
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duDg  mil  den  Punkten  B,  C,  D  bilden  die  Punkte  3/,  P,  Q,  R 
ein  Polyeder,  dessen  42  Kanten  und  6  Flächen 

MDnr.  MßPD,  MCQR 
BQDH,  ßliCP,  CPDQ 

* 

mit  den  Kenten  und  Flachen  von  ^^  in  denselben  Geraden  bez. 
in  denselben  Ebenen  liegen  und  dessen  Oberfläche  denselben 
Zussmmenh«mg  besitst,  wie  die  von  ^^  . 

Die  Behauptung,  dass  das  Polyeder  17/  ebenso  wie  ^^  eith- 
ieüig  sei,  bedarf  einer  etwas  ausführlicheren  Begründung. 
Wttrde  man  Jf  als  Spitze  einer  sechsseitigen  Ecke  auffassen, 
welche  von  den  6  Dreiecken  MBB,  MEC,  MCF,  MFD,  MDG, 
M GB  begrenzt  wird,  so  würde  der  auf  diese  Weise  aus  ^^'  ent- 
standene Nf»unflH('hnpr  den  Raum  alsdann  in  y.wei  j^esonderle 
Theile  zerleiien.  in  den  vollsirtinlit;  Ijesmizlou  inneren  It^iiiiii  ./ 
und  den  unl)egrenzlen  äusseren  Rauni  <).  lieliDdet  man  sich  nun 
auf  der  Fliiehe  B  IiDFvou  71/  und  /.war  in  0  auf  der  dretcckiizen 
Zelle  MBLy  so  muss  es  uiüglich  sein,  von  dieser  Stelle  aus  nur 
in  BEDF  fortgehend  über  die  Kanle  I)F  auf  die  l)enaeld)arte  ' 
Flüche  DFCA  zu  uelan<ien.  Hieri»ei  ist  man  jedoch  gen(>tlugt, 
den  Knotenpunkt  M  zu  ihirehsclireiten.  in  welchem  es  scheinbar 
unbestimmt  wird,  ob  man  sich  wetlerlun  auf  die  äussere  (d.h. 
dorn  l\aym(heil  ()  zugewendete)  oder  innere  Seite  der  Zelle  MDF 
zii  Ii- '-rlieu  hat.  Die  beiden  Zellen  MBB  und  U/^F  haben  nun 
entf^e^engesetzt  gleiche  CoelTicienten  *)  ;  \;iebt  m m  t  iner  Seile 
der  ersleren  ,  etwa  der  äusseren,  den  Cotifhcicuten  4-  4,  so 
kommt  der  zu  derselben  Seite  der  Yiereckscbenc  gehörigen 
Seite  der  Zelle  DFM,  also  der  äusseren  Seite  derselben,  der 
Co^fficient  —  1,  der  inneren  dagegen  der  CoOfficient  4-  1  zu. 
Das  heisst  nichts  anderes,  als  dass  mil  der  äusseren  (inneren) 
Seite  der  Zelle  MBE  die  innere  (äussere)  Seile  der  Zelle  MDF 
in  Zusammenhang  steht  ^*).  Befindet  man  sich  also  auf  irgend 


*)  Möbius,  Cber  die  Bestimmung  des  Inhalts  eines  Polyeders  §H. 
**)  Dentticber  und  anscbaulieber  tritt  dies  hervor,  wenn  man  sich 
eine  vierseitige  Pyramide  vorstellt,  deren  Grundfläche  ein  übLM-scIilagenes 
Viereck  bildet.   Hält  man  an  der  für  Polyeder  mil  gewöhnlichen  FUn  hen 
immer  erfüllten  Fordening  fest,  dass  man  stets  auf  dieselbe  Seile  einer 
Polyederfl^che  golanj^on  muss,  an   weicher  Stelle  der  Kante  man  auch 
angrenzenden  t  ische  in  die  crsterc  übertritt,  so  muss  man  die 
"'iite  der .  einen  Zelle  der  Grundfläche  jener  Pyramide  als  xur 
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einer  Seite  einer  der  beiden  Zellen»  so  Imi  man,  sobald  neu 
durch  den  Knotenpnnkl  JT  in  die  andere  Mle  ttberiWu,  ti»> 
gleich  die  Seite  der  Viereckaebene  zu  wechseln  . 

Man  gelangt  deshalb,  auf  der  äusseren  Seite  von  ACFDm 
dem  Raumtheil  0  stehend ,  Uber  die  Kante  Ä  C  auf  die  äussere 
Seite  von  ABBC^  von  da  Uber  die  Kante  BB  anf  die  anssers 
Seite  der  Zelle  MBS^  durch  den  Knotenpunkt  M  auf  die  inneie 
Seile  der  Zelle  MDF  in  den  Ranmtheil  /  und  Ober  die  Kante 
2>F  auf  die  Ausgangsflache  ACfB  surQek,  jedoeb  auf  die  tmiere 
Seite  derselben. 

Für  diese  RichlungsHnderung  beim  Überlrid  aus  einer  Zelle 
einer  Polyederüäche  in  eine  andere  lässt  sich  folgende  allge- 
meine Hegel  aufstellen: 

Wandert  man  uvn  irr/end  einer  Stelle  der  Oberfläche  eines 
Pülyeders  aus,  dessen  Flüvhen  alle  oder  zum  Theil  ausserge- 
vnhnliche  Polygone  sind^  mit  der  in  irgend  welcher  Hichtfing 
(jcnoinmenen  Flächennornidlc  irciter,  so  hat  man,  nui  a\if  der- 
selben Oberpüchenseite  su  bleiben,  (kitni  uud  nur  dann  dte  Hich- 
tung  der  tUwhcnnormah'  in  du-  entgeffengesctzte  nntznkt'hrm^ 
tvenn  man  in  eine  Zelle  iiberfn'ff.  ilereu  Cvi''f'fi^icnt  das  entgegen- 
gesetzte  Vorzeichen  von  demjeniyen  der  Zeile  besitst^  aus  weicher 
mun  kommt. 

4.  Gehen  w  ir  jetzt  zu  den  von  Möbius  selbst  angegei)eneD 
einseitigen  Polyedern  über,  deren  Construction  sich,  wie  schon 
erwiihnt,  niis  derjenigen  der  Polyeder  ^^  und  ^^  ohne  Schwie* 
rigkeit  ableiten  lüsst.  Wir  i>eschäftigen  uns  zunächst  mit  dem 
MöBiis'schen  Dekaeder,  das  mit  JI,  bezeichnet  werden  mag. 
Dasselbe  entsteht  aus  17,  y  wenn  man  (Fig.  4)  die  Doppelgeraden 
ACt  BDf  EF  des  letzteren  als  Kanten  betrachtet,  und  twar 

Inneren  Seite  der  todem  Zelle  gehörig  betracbteik  Deaii  nuin  kenn 
bei  jener  vieraeitigeo  Pyramide  von  einer  und  derselben  Seile  Jeder  der 
Dreiecksflttclien  ans  auf  die  Seiten  der  Zellen  der  Grundfläche  gelaegaQ, 

welche  vprsrhiodenen  Seilen  der  Ebene  derselben  aiij^t-htiren. 

*  Mfui  kann  sich  dies  avich  iti  der  Art  \t'r:in'-' baulichen,  da>s  niao 
sich  zuerst  ein  gewöhnliches  Viereck  durch  Ausspannen  einer  elastischen 
Membran  zwischen  den  vorgegebenen  starr  zu  denkenden  Kanten  reali- 
sirt,  dann  aber  eine  der  Kanten  (die  unter  Befbehaltong  ihrer  LSofe 
sHmmtlich  frei  um  ihre  Endpunkte  beweglich  sein  sollen)  umMtppl, 
röhrend  die  gegenüberstehende  Kante  unveränderlich  bleibt:  man  wird 
dann  ^in  überschlagenes  Viereck  erhaUon,  wnlrhp«:  einen  Theü  rlnr  oberen 
Seite  der  urspr<in??lichcn  Membran,  daneben  aber  auch  einen  Theil  der 
unteren  Seite  dem  Auge  des  Beschauers  zukehrt.  (F.  Kleik.] 
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s.  B.  so,  dass  in 

AC  die  Dreiecke  ACE  und  l  CF,  j 

BD  -       -      BDÄ  -  BDC,  \  (<) 

£F  -       -      EFB   -  ^FI)  j 

aDeioander  grenzen.   Fttgt  man  hierzu  die  vier  dreieckigen 

Flaclien  von  ^^ 

ABl',  IiCb\  CDE,  DAF  ,  {«) 

?('  sind  (h)  und  (2)  die  10  FlHchen  von  /J, ,  wahrend  jede  der 
6  Ecken  von  JT,  nunmehr  fUnfsoiiig  geworden  ist.  Zu  den  42 
Kanten  von  17^  sind  jetzt  jene  drei  Doppelgeraden  desselben 
als  Kanten  hinzugetreten,  so  dass  15  Kanten  besitzt.  £s  gilt 
daher  auch  für     die  Relation 

Aus  den  Dreiecken  von  J7,  kann  man  nun  nach  einem  ge- 
wissen Gesetz  diejenigen  periodischen  Reihen  ableiten^  aus 
welchen  Möbiis  ursprünglich  dieses  Polyeder  construirte*  ;.  Bil- 
det man  nUmlich  nach  seiner  Vorschrift  aus  den  die  £cken  dieses 
Trlgonalpolyeders  bezeichnenden  Buchstaben  eine  Reihe  der- 
gestalt ^  dass  je  drei  nächstfolgende  Buchstaben  der  Reihe  ein 
Breieck  des  Polyeders  ausdrucken,  und  dass  von  diesen  Drei* 
ecken  je  zwei  nilehstfolgende  absolut  von  einander  versehieden 
sind,  so  erhalt  man  6  periodische  Reihen  von  je  5  Gliedern, 
deren  Periodicität,  wie  es  in  der  Substitutionentheorie  gebrauch- 
lieh, durch  Kiammem  angedeutet  werden  soll.  Zum  Unterschied 
von  gewissen  andern  in  der  Polyedertheorie  auftretenden  perio- 
dischen Reihen,  deren  Glieder  nicht  die  Ecken  von  Polyedern 
sind,  sollen  diese  hier  anzugebenden  Reihen  B^kmperiodm  ge- 
nannt und  mit  E  bezeichnet  werden.  Nach  obiger  Regel  er- 
geben sich  aus  den  Flachen  (1)  und  (2)  fttr  i7,  die  Ecken- 
pertoden : 

£,  =  ABEFD),  «  ^AFDEC], 

F,  =  ißCFAD),  F,  =  [AEBFC,, 
F,  =  [EODBA]^         Fe  =  [EFB  CD}, 

Die  5  Dreiecke  einer  jeden  Eckenperiode  bilden  eine  ein- 
seitige Zone  *].  In  jeder  derselben  ist  nur  die  halbe  Anzahl  aller 
PtUchen  des  Polyeders  17,  enthalten,  und  zwar  fehlen  in  jeder 

*  Möbius,  Inhalt  eines  Polyeders  etc.  §  S« 
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atle  die  Dreiecke ,  welche  die  in  der  entsprecheiideii  Ecken- 
Periode  fehlende  Ecke  gememscbafUich  haben. 

Nimmt  man  daran  Anstoss,  dass  in  dem  bis  jetzt  betrachteten 
Polyeder  17^  drei  der  Flachenwinkel  480^»  sind,  so  braucht  man 

nur  eine  solche  Deformation  von  77,  Norzunehmen,  dnss  keine 
vier  Eckpuiikle  in  einei- Er)ene  liegen,  z.  ß.  auf  fclj^oiide  Art : 
Man  verl>inde  die  Millelpunkle  von  zwei  gegenüberlieiiendeii  Ok- 
lat»derflachen  und  drehe,  indem  man  sich  die  Kanten  und  Fliichen 
von  J7,  dehnbar  denkl  und  diese  Verbindunjjsgerade  zur  Axe 
niiiinil.  die  eine  von  beiden  Flächen  gegen  die  andere  um  eineu 
Winkel,  der  kleiner  als  00 o  ist.  Dann  werden  sich  die  drei 
DiaL'önalflächen  von  77,  iu  den  jetzt  als  Kanten  Ziehenden  Do|ipel- 
geraden  AC ,  BD,  EF  brechen,  die  daraus  entstehenden  0  Drei- 
ecke M)  werden  sich  durchdringen  und  es  wird  so  das  eigent- 
liche einseitige  Dekaeder  77^  entstehen. 

Die  i5  Kanten  von  77,  bilden  ausser  den  Flächen  dieses 
Polyeders  noch  die  \  0  Dreiecke 

(3)  ABF,  SCE,  CDF,  DAE , 


AGB,  BDK,  EFA  , 
ACD.  HD  F.   EFC  , 


welche  für  sich  genommen  selbst  wieder  ein  einseitiges  Deka- 

^er      von  demselben  Zusammenbang,  wie  TI^ ,  bestimmen. 

Die  6  funfüliedrigen  Zonen  von     sind  ausgedrückt  durch  die 

Eckenperioden 

J?/  «  (AEDBF)  ,  5/  =  iABFDC) , 
<  =  (FCDAE)  .  E^  =  [AFECB) , 
E^'  »  (EBCAD)  \     e;  a  [BDFCE]  . 

Diese  beiden  Polyeder  77,  und  P,  sind  aber  nicht  die  ein- 
zij^jen,  welche  sich  aus  dem  System  der  20  Dreiecke  (1).  (2;. 
(3),  (4)  construiren  lassen.  Von  jedem  Eckpunkt  des  PoKeders 
77,  gehen  niindich  o  k.mten  aus.  Da  nun  5  Gerade  eiues  Str.ih- 
lenbündels,  von  denen  nicht  drei  in  einer  Ebene  liegen.  \i 
fünfseitiize  Ecken  bestimmen,  so  kann  man  aus  jenen  15  Kan- 
ten und  20  Dreiecken  ü.  l2  ftinfseitige  Ecken  construiren,  die 
sich  zu  12  einseitigen  Polyedern  von  i^leichem  Zus.nimienliana 
verbinden  lassen.  Diese  13  Polyeder  sind  paarweise  einander 
in  derselben  Weise  zugeordnet,  wie  die  im  Vorhergehenden  be- 
schriebenen Polyeder  77,  und  P,. 

5.  Das  Hexaeder  77^' ,  welches  die  Polarfigur  des  im  Vor- 
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bergeheoden  bescliriebenen  Dekaeders  JI^  ist.  Lissl  sich  ebenso 
aus  dem  Ht  \;ii  der  ^^'  ableiten,  wie  77,  aus  TJ^  hervorainii. 
Zu  dem  Zwecke  ist  es  nur  nolhia;,  die  drei  \  iorsctii^en  Ki'keu 
B,  C,  D  von  JT/  in  je  zwei  dreiseitige  zu  zerlegen,  'enc  ent- 
stehen aber  dadurch,  dass  man  den  drei  in  M  sich  schneiden- 
den Ebenen  von  J7/  nnf  den  Geraden  .4  B  i  C,  AD.  in  denen 
sich  die  drei  andern  Ei)enen  desseüx  n  I'oiveders  schneiden  und 
die  kora  als  Axen  bezeichnet  werden  mögen,  die  Abschnitte 
a,  c  bez.  n.  d,  e  und  6,  e  beilegt.  [In  Fig.  2  ist  ausser- 
dem, aber  nicht  nothwendigerweise  a  aa  6  b  e  und  c  ^  d  f 
gemacht  worden.]  £a  kdnnen  also  vierseitige  Ecken  niehi  mehr 
auftreten  dann,  wenn  man  die  durch  if  gehenden  Ebenen  eine 
solche  Lage  einnehmen  lässt ,  dass  keine  zwei  derselben  einen 
Paukt  der  Axen  genieni  haben,  beispielsweise,  wenn  man,  wie 
in  Fig.  3,  nm  die  Symmetrie  des  KOrpers  möglichst  Stt  erhalten, 
diese  drei  Ebenen  durch  die  Axenabächnitte  o,  6,  e  bez.  by  c,  a 

und  c.  a,  b  bestimmt.   Es  ergeben  sich  dann      s  SO  Punkte, 

in  denen  je  drei  der 
t)  Ebenen  des  Poly- 
eders sich  schnei- 
den, und  (I)  ^  45 

Gerade,  von  denen 
eine  jede  zweien  der 
6  Ebenen  gemein- 
sam ist.  In  jeder 
derselben  liegen  10 
der  20  Funkle .  die 
sich  zu  je  4  auf  5 
Geraden  gruppiren 
den  Schnittlinien 
dieser  Ebene  mit  den  p-^  " 
5  anderen  Polyeder- 
fläcben.  Da  nun  ir- 
gend 5  Gerade  einer  Ebene,  von  denen  nicht  drei  durch  einen 
Punkt  gehen,  42  Fünfecke  bestimmen,  so  kann  man  aus  jenen 
20  Punkten  6.42  Fünfecke  construiren,  die  sich  zu  4  2  gleichai^ 
tigen  Polyedern  mit  je  6  fünfeckigen  Flächen  und  40  dreiseitigen 
Ecken  verbinden  lassen.  Die  .Kanten  eines  jeden  dieser  4SiHexa- 
isder  werden  von  den  45  Geraden  gebildet,  in  welchen  die 


flg.  3. 


Digitized  by  Google 


116 


CUKT  RXIIIBARDT, 


6  Ebenen  sich  schneiden.  Fig.  3  zeigt  eines  dieser  Hexaeder 
mit  den  6  FIttchen 

a  s  ADGKB,  ß  »  ÄBEHC,  y  s  ACPJDy 
d  »  JEBKF,  €  a  GKFCH,  C  EHGDJ. 
Die  EinseitiglLeit  seiner  Oberflache  nachzuweisen,  glaube  icb 
nach  den  in  Art.  3  bezltglich  des  Polyeders  JI^  angestellten  Br- 
tfrterangen  unterlassen  zu  dürfen. 

Wie  nun  Möarcs  aus  den  die  Ecken  eines  Trigonalpolyedcrs 
bezeichnenden  Buchstaben  periodische  Reihen  bildete,  so  kann 
man  auch  aus  den  Bezeichnungen  der  riiiihen  eines  Polyeders 
mit  nur  dreiseitigen  Ecken  periodische  Ueihen,  die  den  Namen 
FUlchenpcrioden  führen  sollen,  herstellen .  in  der  Art.  dass  je 
drei  n<ichslfolgende  Mieder  der  Reihe  eine  dreiseitige  Ecke  aus- 
drücken und  dass  von  diesen  Eeken  je  zwei  üac  hsttolgende  ab- 
solut von  einander  verschieden  sind.  Das  eben  beschriebene 
Hexaeder  l)esilzt  el)enso  6  lünlgliedriiie  Fülchcnperioden» 
wie  dem  zti  ihm  polaren  Dekatkler  ü,  6  fünfgliedrige  Ecken- 
perioden zukommen,  nümlich : 

F,  =  [a^ö;y',    F,  =  Ufe^ßö), 

6.  Obgleich  die  sHmnilürhen  Kckonperioden  des  einseitigen 
Dekaeders  77,  iingeradzahlig  und  daher  die  ihnen  entsprechen- 
den Flachenzonen  insgesamml  einseilig  sind*),  so  müssen  doch 
nicht  nothwendig  alle  Zonen  eines  einseiligen  Trigonalpolyeders^ 
denn  nur  auf  solche  beziehen  sich  in  diesem  Punkte  ilföaiDs' 
Intersuchungenj  einseitig  sein.  Um  dies  an  einem  Beispiel 
nachzuweisen,  wühle  man,  wie  ^Iöbivs  in  seiner  Preisschrifl 
angiebt,  ein  räumliches  Siebeneck  ABCDEFG,  von  welchem 
keine- vier  Eckpunkte  in  einer  Ebene  liecen.  Man  ziehe  in  dem- 
selben die  Diagonalen  AD,  AE,  BD,  BE,  BG.  r l\  Ct\  DF,  DGy 
EGf  sodass  die  dadurch  entstandenen  9  Dreiecke 

(ABB,  DBG,  BGEy  GEA,  EADy 
'  ^  \       BEC,  ECF,  CFD,  FDG 

eine  zusammenbangende  Flache  bilden,  welche  von  dem  Sieben-» 
eck  AB,.,G  begrenzt  wird.  Verbindet  man  dann  einen  achten 
Punkt  H  mit  den  Seiten  AB,  BC,  ...  6^4  desselben  durch  die 

7  Dreiecke 

*j  Mopui';.  Inhalt  eine  Polyeders,  §  8.  Vergl.  auch  die  Ausfübrunge» 
auf  Seite  1 J  7  und  118, 
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I  HAB,  HBC,  HCD,  Ii  DE, 
so  181  eio  geschlossenes  Polyeder  entstanden ,  welches  4  6  drei- 


=s  {ADBGE), 
E^  =  (CFEHD), 

=  [BimFCF  . 
E^  a  {ÄBDGhllEÜABlICDFiUi), 
{ÄGEBCUDEAGhFECBU], 


Davon  stellen  nun  and  E^  einseitige «  dagegen  eine  zwei- 
seitige^ und  wieder  einseitige  Zonen  Z  dar.  Zum  Nachweis 
dieser  Befaauptnng  bedarf  es  umsomehr  einer  etwas  längeren 
Aoseinandersetsung,  als  Möbius  da,  wo  er  einseitige  Zonen  von 
Trigonalpolyedem  mit  Httlfe  der  Eckenperioden  constmirt,  nur 
solche  betrachtet,  in  denen  jedes  Dreieck  nur  einmal  enthalten 
ist,  wahrend  doch  in  E^  und  E^  mehrere  Dreiecke  zweimal  vd'- 
kommen. 

Befindet  man  sich  auf  einem  Dreieck  mit  den  Eckpunkten 

Q,  R,  so  soll  die  Seite  der  DreiecksflMche ,  auf  welcher  man 
sieht,  dadurch  ausgedrückt  werden,  dass  man  die  Ecken  des 

Dreiecks  immer  in  einem  bestimmten  Sinne  aufeinander  folj^en 
lässt,  also  etwa  so ,  dass  man ,  den  Perimeter  in  derselben  Stel- 
lung durchlaufend,  die  Dreiecksfläche  immer  zur  Rechten  iiaL 
Nach  dieser  Festsetzung  drücken  die  cyclischen  Ternionen  PQB, 
QRP,  H  PQj  die  man,  wie  es  in  der  SulKslitmidnentheoric  ge- 
bräuchlich, in  die  Bezeichnung  [P(^Rj  zusanniieiilass^en  kann, 
die  eine,  dagegen  die  cyclischen  Ternionen  Pf?().  RQP^  QPU 
«der  kurz  der  Cyclus  PHQ]  die  iinilt  ie  StMie  dtM- DreiecksflUclu' 
aus.  Besitzt  mm  eine  Eckenperiodo  (dncs  IrigoDaipolyedcrs  die 
Folge  ,  . .  PO  HS  TU. . . . ,  so  werden  durch  die  Ternionen  P(^H, 
iJliS,  HS  7  .  STU  aufeinander  folgende  Dreiecke  der  ent- 
sprechenden Zone  und  durch  die  Cyclen  \PQH^j  [HQSj^  {RST;y 
[TS  U]  . . .  die  zusammenhiJngenden  Seiten  dieser  Dreiecks- 
flächen dargestellt«    Demnach  sind  die  zusammenhUngenden 
Seiten  der  Dreiecke,  welche  die  durch  E^  ausgedrückte  Zone 
hilden : 


eckige  Flächen,  8  Ecken  und 

der  Aelation 


16,8 

z 


«s  24  Kanten  besitzt,  also 
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[ADB],  [BDG  ,  [BGK),  [EGA],  [EÄD),  (D/liT),  (DJG).. . 

d.  h.  nichts  anderes,  uls  dass  mit  der  Seite  lADB)  des  Dreiecks 
ADB  die  entgegengesetzte  Seite  [DAB)  desselben  Dreiecks  in 
direcleiu  Zubaiiinicnhang  sieht.  Die  Zone  Z,  oiusb  aI>o  als  eine 
einseilige  bezeiehnet  werden.  Ganz  das  Gleiche  gilt  für  Z,.  Da 
ferner  in  die  Diflerenz  der  Stellenzahleu  der  Ternionen  ABl) 
[DGF]  und  DAU  Gl  eine  ungerade  [gerade]  ist,  so  kann  man 
auf  der  entsprechenden  Zone  Z,  von  der  Seite  {ABD,  [\pGP] 
des  Dreiecks  ABD  J)(t  auf  die  entgeg^^nizesetzte  Seite  [ADB 
[[DFG  ]  desselben  Dr-'ir<  ks  gelangen,  indem  man  immer  nur 
von  einem  Dreieck  der  Zone  auf  das  benachbarte  ilher  die  ge- 
meinsame Kante  Übertritt.  Damit  ist  aber  die  Kins.  iii-keii  1er 
Zone  Z.  und  ebenso  der  Zone  7,  cr^^iesen.  In  dersell^en  Weise 
erhellt  endlich  die  Zweiseitijikeit  ilerZone  ,  die  man  übricers 
auch  schon  daraus  erkennen  kann ,  dass  das  reguläre  Oktatfder, 
welches  ja  eine  zweiseitiges  Polyeder  ist,  4  soicber  «echsgliedri* 
ger  Zonen  besitzt. 

Aus  dem  Vorangehenden  ergiebt  sich  nun  lolgender  allge- 
meine  Satz  Uber  Triuonalpolyeder,  nach  dem  man  su  beur- 
theilen  bal,  in  welche  der  beiden  Classen  seine  Zonen  gehören, 
welcher  also  auch  entscheidet,  ob  das  beireifende  Polyeder  to 
den  einseitigen  oder  iweisettigen  Flttcben  gehört: 

ht  bei  einem  Tri^onalpoljfeder  die  Differenz  der  Stellm- 
»ahle»  zweier  Ternionen  einer  Eohenperiode,  wekhe  dagH&e 
Dreieck  des  Mgeder$  beMeicknm<t  gerade  oder  ungerade,  %md 
sind  jene  Ternienen  selbst  cyclisch  be%*  niefUcycUsok ,  so  drückt 
diese  Eekenperiode  eine  »ujeiseitige  Zone  aus,  —  Ist  dagegen  die 
Oberen»  der  SteUen»ahlen  sweier  Tiemionen  einer  Edcenperiode, 
welche  dasselbe  Dreieck  des  Mgeders  beaeiehnen ,  gerade  oder 
ungerade  y  und  sind  dabei  jene  Temienen  selbst  nsdUegcUsck 
bes,  cgclisch ,  so  stellt  diese  E(^ienferiede  eine  einseitige  Zone  dar. 

.  Dieser  6atz  lässi  sich  durob  das  Princip  der  DualiUft  anf  die 
Flaehenperioden  der  den  Trigonalpolyedern  polar  entsprechen- 
den Polyeder  mit  nur  dreiseitigen  Ecken  sofort  übertragen  *). 

•i  Es  will  mir  fast  unglaublich  erscheinen,  dass  Mübios  bei  der 

Etkf^nntniss  tl.  i-  Tliatsache,  dass  sich  an«;  dori  Eckrnbezeirhnun^rpn  Afr 
Irigonalpohfilcr  noch  einem  L'.'wissen  Gesotz  |M  iiodische  Heihen  bilden 
lasseu,  stehen  geblieben  ^el  und  uicht  vielnichr  diese  Eckenperioden 
für  die  Polyederlbeorie  verwerthel  habe ,  ausser  zum  Nachweis  der 
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7.  Um  die  einseitigen  Polyeder  aus  ihrer  Ausnafamestelluogy 
die  sie  bisher  inne  hatten,  noch  mehr  herauszuhebeD,  sei  es  mir 
geslatlet,  nooh  einige  Beispiele  solcher  Polyeder  ansufitlhren^  die 
der  Anschauung  deshalb  sehr  leicht  tuganglidi  sind,  weil  man 
sie  aus  den  reguittren  Ktfrpem  ableiten  kann^  und  die  eben  aus 
diesem  Grunde  ein  besonderes  Interesse  su  erregen  geeignet 
erseheinen.  Zwei  derselben,  die  einander  polar  sugeordnet 
sindy  nSmlieb  das  im  Folgenden  mit  il,  bezeichnete  Polyeder 
und  dessen  Polarfigur  J7/,  hat  schon  Herr  Professor  £.  Hiss  oon* 
stniirt*),  freilieh  auf  ganz  anderer  Basis;  und  swar  J7,  durch 

Existenz  von  einseitigen  Flürlien.  AUein  ich  habe  in  seinen  Manuscripten 
nicht'»  cefuiKlen .  was  (huauf  sclilitssen  liesse  ,  dass  er  diese  überaus 
•^iuckliciie  und  worlhvulle  Enldcckung  weiter  verfolgt  batt«.  Mübjus  hat 
für  kein  Polyeder  des  voUtUlmiige  SyiteiD  seiner  BdieBperiodeo  enge- 
gel»».  Er  IniD,  wie  ich  fand,  auf  diese  periodlsohen  Beihen  bei  den 
Bestreben ,  ein  Trigonalpolyeder  durcli  möglichst  wenig  Symbole  voll- 
ständig,  gleichsanr  anahU^rh  zu  bestimmen.  Drückt  man  nämlich  ein 
5olche<5  durch  die  Zu^  i  n  rm  nstelluni.'  seiner  Ecken  oder  seiner  Fiaciien 
aus,  »o  »ind  in  jedem  Falle  %ksiif=i6e  —  i%  Symbole  erforderlich, 
iails  dasselbe  der  EuLfn'scheo  Relation  genügt.  Dasselbe  ist  aber  auch 
der  Fall,  wenn  man  das  vollständige  System  seiner  Eckenperioden  an- 
giebt.   Es  besteht  nämlich  der  allgemeine  Satz: 

Die  Summe  der  Gliedersahlen  sämmtUcher  Eckenperioden  eines  Po- 
lyeders  Ut  gerade  und  sfrar  ffleich  der  'lf*j>}t('Ucn  Knnte)izahl  Erkenpffff^fon 
mit  einer  ungeraden  AmaM  von  Giteüern  konaen  dah&r  nur  in  gerader 
Ataahi  varkommen. 

Dnrch  eine  seiner  Eckraperiodent  auch  wenn  dieselbe  sttmmtliche  FlttchOD 
des  Polyeders  enthglt,  ist  aber  ein  solches  noch  nicht  völlig  bestimmt,  wie 
MöBivs  aoznnehmen  geneigt  schien.  Bs  bedarf  immer  der  Angabe  des 
vollständigen  S\stem«;  der  Eckenperioden,  aHn  nach  dem  vorigen  Satze 
bei  einem  Eileh  sehen  Trigonalpolyeder  der  Angabe  von  ifc  =  6a  —  <2 
Symbolen.  —  Wahrend  nun  .MuBirs  bei  der  Uildung  dieser  periodischen 
Reihen  nur  Trigonalpolyeder  in  Betracht  zieht,  ist  es  mir  gelungen,  auf 
seinen  Ideen  fnssend  fUr  jedes  beliebige  Polyeder  mit  einfach  xosammeo- 
bängenden  FiKoben  und  Ecken  solche  periodische  Gebilde  verschiedener 
Art  abzuleiten  und  mit  ihrer  Hülfe  die  Polyedertbeorie  in  einen  ein- 
fachen Zusammenhang  mit  der  Suhstitutionentheorie  zu  hriniien.  in  der 
Art,  das^  jedem  Polyeder  eine  Gruppe  von  Substitutionen  eni>pi  icht,  die 
für  dasselbe  charakteristisch  ist.  Es  erscheint  höchst  wahrscheinlich, 
dass  In  dieser  Weise  die  Polyedertbeorie  und  die  Subslitotlonentbeorle 
weehselseitig  aufeinander  befruchtend  wirken  werden.  Die  Veieffent^ 
liehung  meiner  Besaitete  behalte  ich  mir  für  einen  spttteren  Zeitpunkt 
vor. 

*;  Sit2uiii.'»<herichte  der  Gesellschatl  zur  Heforderung  der  }j;esanimlen 
Naturwissensciiufteu  zu  Marburg  Nr.  1.  Jan.  ibTSl.  Artikel:  »Leber  einige 
einfache  Polyeder  mit  einseitiger  Oberfläche«. 
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Erweiterung  der  Ehf^nen  eines  TrigondodelLa^ers,  il,'  durch 
ErweiteruDg  der  Flächen  eines  Polyeders,  welches  entsteht, 
wenn  man  die  Kanten  eines  regulären  Tetraeders  gieichmflssig 
nnd  gerade  durch  die  Flächen  eines  regulären  Hexaeders  ab- 
stumpft* 

Doch  nun  ku  unserer  Gonstruetion  der  neuen  Polyeder! 
Will  man  sieh  kura  ausdrucken ,  so  kann  man  sagen ,  dass  dte» 
jenigen  KugeUheilungen ,  welche  durcA  das  reguläre  Teiraider^ 
(HcMder  md  JkoMdtr  in  Verbindung  mit  ihren  Sffmmetrie^ 
efrenen  entstehen,  wenn  man  diese  Körper  auf  die  ihnen  nm- 
schri^fenen  Kugel  flächen  vom  Mittelpunkte  aus  geradliniy  pro- 
jicirtj  als  einseitige  Polyeder  betrachtet  werden  kennen,  (Da- 
bei ist  jedoch  der  Begriff  eines  Polyeders  allgemeiner  gefasst, 
als  eine  in  Paeetten  eingetheilte  geschlossene  krumme  Fläche.) 
Durch  die  Symmetrieebenen  der  regulären  Körper  wird  nHmHcfa 
ihrer  dreieckigen  Flächen  in  6  abwechselnd  congruente 
urui  symnielrische  Dreiecke  zerlegt.  Je  zwei  derselben,  welche 
durch  die  nämlichen  heiilcn  Höhen  der  zcrlheilten  Fläche  ein- 
geschlossen werden ,  können  aber  zusammen  als  ein  Viereck 
zweiler  Art  bildend  betrachtet  werden,  dessen  KnoteiipuukL  dt  i 
Mittelpunkt  der  Fläche  ist.  Su  zerfällt  jedes  der  Dreiecke  des 
regulären  Küri)ers  in  3  überschlagene  Vierecke  mit  cemein- 
sameni  Knotenpunkt,  die  genau  dieselbe  Lat-e  zu  (  innTuler 
haben,  wie  die  3  in  3/ sich  schneidenden  Vierecke  des  Pnheder> 
J7/  (Fig.  2  ;  und  i'>  bedarf  somit  auch  keines  Beweises  daCUr, 
dass  die  drei  neuen  aus  dem  Tetrat'der  P^.  dem  Oktat^der  und 
dem  IkosaL'der  P^  construirlen  Körper  I  J ,  ljuz.  77^  und  /T,  ein- 
scitice  und  /war  izleichflachiüe  Polyeder  sind  Zu  den  Ecken 
eines  jeden  Körpers  P  kommen  als  neue  und  zwar  vierseitige 
Ecken  des  entsprechenden  Polyeders  jTI  die  Kantenhaibirungs> 
punkte  von  P  hinzu ,  während  die  Ecken  des  letzteren  sechs* 
seitige  bez.  achtseitige  und  zehnseitige  Ecken  von  II  geworden 
sind.  Endlich  sind  die  Höhen  der  Dreiecksflächen  eines  jeden 
Palsneue  Kanten  des  zugehörigen  Fl  zu  rechnen.  Bezeichnet  man 
also,  wie  gewöhnlich,  mit  e,  f.  k  die  Ecken-,  Flächen-  undKan- 
teniablender  Stammform  P,  mit  £,  u,  x  dieselben  Zahlen  des  ent- 
sprechenden einseitigen  Polyeders  il,  so  ergeben  sich  die  Be- 
ziehungen :  €  s  e  4-  A* , 

5  =  3/^, 

X  s  Stx  +  Zf. 
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Man  hat  demnach ,  da  fttr  das  Tetra^er  P, :  e  b  4 ,  ^  »  4 « 
^     6,  für  J7, :  e  «»  40 »  ^  mm  ^  %i  und  die  Relation 

ferner,  weil  fbr  :  e  »  6 ,  s  8,  ^  ss  42,  für  il« :  e  sr  48, 
(  s  24 ,  X  «  48  und  die  Beiiehung 

endlich,  weil  für  :  e  «  IS  ,  A  «  20,  ür  «i  30,  fUr  iT^: 
e  SB  4S,  C  =        X  a  420  und  die  Gleichung 

«  4-  C  *  X  —  48. 

Es  braucht  \\olil  k.mni  hervorcehol^en  zu  werden ,  dass 
diese  Körper  JT, ,  /T^ .  II,  auch  als  el)enflachige  Polyeder  con- 
struirt  werden  können,  hei  welchen  keine  zwei  Flächen  Winkel 
von  ^HO^  einsehliessen.  wie  es  der  Fall  ist,  wenn  man  die  durch 
die  Svmmelrieehenon  zerlecten  resuliiren  Pnh  oder  P  seihst  als 
einseitige  FlHeluMi  hctr.iclilet.  Beisf>ielsweise  konnte  man  jedes 
dieser  Polyeder  //  .ms  lauter  Heyii  dern  von  der  Form  von  JI/ 
'Fig.  f]  zusammensetzen,  wenn  man  nur  die  Fhlchenwinkel  der 
letzteren  in  seeisneter  Grösse  wählt;  so//,  aus  i  ,  //.  aus  8, 
ilj  aus  20  Polyedern  /I/.  Dem  entsprechend  wiederholt  auch 
das  von  Hess  a.  a.  0.  beschriebene,  zu  /I,  polare  und  gleich- 
eckige  Vieleck  viermal  die  Grundfigur  des  von  mir  in  Art.  2 
angegebenen  Siebenflächners  JI^ ,  und  zwar  liegen  diese  vier 
Polyeder  ^^  wie  die  Ecken  eines  Tetrai?ders.  Ebenso  besiebt  das 
lu  ^^  polare  JI/  aus  8  Polyedern  ^^ ,  die  wie  die  Ecken  eines 
Hexaeders  gegeneinander  gelegen  sind.  Und  endlich  zeigt  U^' , 
welches  xu  polar  ist,  die  Grundform  JI^  in  20racher  Wieder- 
holung ,  wobei  diese  20  17^  auf  die  Eeken  eines  regulttren  Do* 
d^^ersaufgesetst  erscheinen.  Am  sweckmSssigsten  erscheint 
es  jedoch ,  diese  neuen  Körper  17  so  aus  den  entsprechenden 
Stammformen  P  zu  construiren,  dass  man  diejenigen  Punkte 
der  den  letzteren  umgesoliridMnen  Kugeln  als  neue  Ecken 
Wühlt,  welebe  den  Kantenhalbimngspunkten  der  Polyeder  P 
entsprechen. 

8.  Zum  Schluss  soll  noch  derjenigen  Polyeder  gedacht  wer- 
den, welche  Möbius  in  seiner  Preisarbeit  als  Beispiele  von  Polye- 
dern zweiter  Classe  anfuhrt. 

Im  §  44  seiner  »Theorie  der  Elementarverwandtschaft«  de- 


Digitized  by  Google 


122 


GüRT  RSINVABOT, 


finiri  er  als  eine  Grundform  n^^'  Classe  jeden  Theil  einer  ge- 
schlossenen Flüche,  welcher  von  n  sich  nicht  schneidenden, 
geschlossenen  Linien  begrenzt  ist;  und  weist  nach  (§  14).  ^  dass 
jede  geschlossene  Fläche  sich  durch  eine  gewisse  Anzahl  auf  ihr 
gezogener  Linien  in  zwei  Grundformen  zerlegen  laissi,  derea 
jede  von  allen  diesen  Linien  begrenzt  ist«.  Darnach  wird  eine 
geschlossene  Fläche  n^' Classe  als  eine  solche  erklärt,  welche  in 
zwei  Grundformen  der  Classe  zerlegbar  ist*).  Da  nun  die 
Oberfläche  eines  jeden  doppelseitigen  Polyeders  unter  den  Be- 
griff der  geschlossenen  Flächen  fällt ,  so  versteht  Mdaics  unter 
Polyedern  erster  Classe  die  gewöhnlichen  EctEa'schen,  weil 
jedes  derselben  in  zwei  Grundformen  der  ersten  Glesse  (Unio- 
nen) zerlegt  werden  kann,  unter  Polyedern  zweiter  Classe  solche, 
deren  Oberfläche  sich  von  zwei  geschlossenen  KantensQgen  in 
zwei  Grundformen  der  zweiten  Classe  (Binionen)  zerschneideo 
lässt. 

Das  einfachste  derartige  Trigonalpolyeder  entsteht  nun  nach 
Möbius  dadurch,  dass  man  durch  je  vier  cyclisch  nächstfolgende 
aus  einer  Reihe  von  sieben  Punkten  .1,  B,  C,  D,  E,  F,  G  sieben 
Tetraeder 

ABCD,  BCDE,  CBEF,  DEFG, 
EFGA, FGAB,  GÄBC 

conslruirt .  deren  jedes  mit  einem  jeden  benaeiil)arten  eine 
Fläche  geiDt'in  hat.  Die  14  Grenzflachen,  welche  nicht  zweien 
der  sieben  Xetratider  gemeinsam  sind,  nämlich 

ABB,  BCA,  BCE,  EBB,  CBF,  FEC,  BSG, 
GFB,  EFA,  AGE,  FGB,  BAF,  GAC,  CBG, 

ergeben  dann  ein  hiossencs  rolyeder  TJ^ ;  denii  jede  Seife 
eines  jeden  dieser  Ii  Dreiecke  ist  zugleieli  eine  S*'ite  eines  und 
nur  eines  (Ijt  (ihrigen.  Den  Nachweis,  dass  dieses  Polyeder  zur 
zw  eiten  Cld>»e  uehürl,  führt  Moiui  in  der  Weise,  dass  er  zeigt, 
uw  M  Ii  dasselbe  in  zwei  liiiiioin»n  mit  den  i:emeinsehaftlichei) 
(jieiizen  HFF  uud  DC(i  zerlegen  liisst.  Dazu  hätte  sich  aber 
MoBii  s  auch  der  durch  die  Ecken periodeu  ausgedrückten  Zonen 
bt  dienen  können,  il«  hat  nämlich  drei  Eckenperioden  von  je 
U  Gliedern: 


*;  Der  RiE)iAN>'scben  Terminologie  zufolge  -«Tirde  man  eine  solebe 
Flüche  -facä  zusainmenhängend  oeoDen«  (F.  Klcw.) 
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B,  8  [ABDEGACDFGBCEF], 
»  (BADCPEAGCBEDGFl, 
B^  »  (BDACGBFAEGBPCE), 

Die  hierdurch  ausgedrUcklen  drei  Zonen  ,  Zj ,  von  /If, 
sind  nach  dem  allgemeinen  Satz  des  Art.  6  sHmmtlieh  zweiseitig. 
Jede  soleiii'  Zone  eines  Trijzonalpolyede rs  hat  nun  als  Grenzlinien 
zwei  rJiuniliche  Polvaune .  von  denen  das  eine  durch  die  Ii»  ihe 
der  tieradstelligen,  di»s  andere  durcli  die  Reihe  der  unüerad- 
sleiligen  (ilieder  der  entsprechenden  Kckenperiode  dargestellt 
wird*).  iJie  durch  ,  ,  bestimmten  Zonen  des  Polyeders  11^ 
hüben  aber  die  Eigenthümlichkeitj  dass  die  beiden  Grenzlinien  einer 
jeden  dtn  selben  zwei  zusammenfallende  Pol^^e  sind.  Es  wird 
nämlich  Ute  Zone 

Z^  begreml  von  dem  gesohlossenen  Polygon  ADGCPBE, 
-        -     -  -  -  ACEGBDF, 

7,      -        -     -  -  -  AGFEDCB, 

von  denen  ein  jeiles  das  Tri|zonalpolyeder  77,  nngetheiit  lassl. 
Es  gehört  eben  desh<ilh  7/^,  zur  zweiten  Ciasse.  Um  sich  das 
Modell  von  JTg  zu  veranschaulichen ,  kann  man  am  einfachsten 
so  mögiichsler  Wahrung  der  Symmetrie  sieben  der  Eckpunkte 
eines  Würfels  als  Eckpunkte  von  77,  benutzen;  allerdings  fallen 
dann  Theile  gewisser  Kanten  in  Flüchen  des  Polyeders  hinein, 
iras  jedoch  dem  Begrifl'  eines  Polyeders  niciit  zuwiderläuft. 

9.  Ebenso,  wie  durch  Zusammensetzung  von  Teiraiklern, 
lassen  sich  durch  Aneinanderreihung  von  mindestens  drei  (wenn 
aueh  ntdit  regulären)  Oktaedern,  von  denen  jedes  in  zweien 
sehker  GegenflMehen  an  die  benachbarten  Oktaeder  grenzt,  ring- 
fomige  Trigonalpolyeder  zweiter  Classe  herstellen.  Auf  diese 
Weise  hat  MObics  aus  vier  Okta^m  ein  Pblyeder  JT,  constniirt, 
das  er  in  eine  eigenthOmliche  Beziehung  zur  Mnsik  gebracht  und 
daher  auch  in  seiner  Preisschrift  t^Folykdre  des  aecords  mnsicauxn 
genannt  hat.  Man  kann  seine  18  Ecken  den  IS  Tönen  der  chro^ 
matischen  Tonleiter,  seine  24  dreieckigen  Flachen  den  42  Ihir- 
and  (2  Mollaccorden,  seine  36  Kanten  den  in  diesen  Accorden 
liegenden  Intervallen  einer  grossen  Terz,  einer  kleinen  Terz  und 
einer  reinen  Quinte  entsprechend  setzen. 

Es  mögen  C,  />,      F,  G,  A,  U  die  Töne  der  Durtonleiter 


*.  MuBits,  Inhalt  eines  Polyeders,  §  4  0. 


Digitized  by  Google 


124 


GUIT  RniTHAftllT, 


von  C,  und  C*,  /)**,  F^,  G*,  B  die  zwisdien  C  und  D,  zwischen 
D  und  /:.  zwischen  Fund  G,  iwiseben  G  und  A,  xwiscbeo 
und  //  liegenden  halben  Tdne  und  zugleich  d!e  42  Ecken  des 
Polyeders  11^  bezeichnen«   Ordnet  man  dann  jene  Beseich- 
nungen  in  folgendem  Schema  an: 

C    E  C 
i)*    G    H  /)* 
B    D    F*^  B 

F  A 
&    C   E    G^  ^ 

SO  drücken  je  drei  in  einem  Dreieck  einander  zunächst  stehende 
Symbole  ein  Dreieck  von  aus.  Die  vier  Töne  jeder  der  fünf 
Horizontalreihen  dieses  Schemas,  wie  CE&C  (oder  vielmehr 
die  nächst  höhere  Octave  des  letzteren  C)  schreiten  in  grossen 
Terzen  fort;  die  Tone  der  schrägen  Reihe  EGBC*  und  der  ihr 
parallelen  Reihen  in  kleinen  Terzen;  die  Töne  der  schrügeD 
Reihe  CGDAE  und  der  ihr  parallelen  Reihen  In  Quinten.  Je 
drei  in  einem  Dreieck  einander  zunächst  stehende  Tdne  bilden 
daher  einen  Accord,  und  zwar  einen  Duraccord,  wenn  die  Spitze 
des  Dreiecks  nach  unten  liegt,  wie  CEG,  EG'^H,  GHD  elc: 
einen  Mollaccord  aber,  wenn  die  Spitze  nach  oben  gelichtet  ist, 
wie  C/J*G,  £Gfr,  GBD  etc.*). 

Dass  das  Polyeder  TT,  zur  zweiten  Classe  gehört,  beweist 
Möbius,  wie  bei  TT« ,  durch  Zerlegung  seiner  Oberflache  in  Bini- 
onen.  Alier  auch  hier  kaiiii  dieser  Nachweis  mit  Udlfe  der 
Eckenperioden  geführt  werden.  TT.  hat  4  serhsulifMlrige,  -^iaclit- 
i^lieiirii^c  und  eine  vieruiulz\N  an/iggliedrige  Penode,  weiche  alle 
Breiecke  des  Polyeders  umfasst ; 

E^  XB  [D^CGEUG'' \ 
jE;  «  [BGDHF^l)''  , 
E^  »  iC^BFDAF*], 
E^  =  (C^G^FCAE), 
je;  =  {G*C*PBDGHE), 
E^  (CFADP*Hti^G% 
E,  «  [EAC^F^Bl^GC), 

E^  -  (ß*GBDFACEGHDF*A(ßE&*H£ßF^BC/^F&q. 


♦)  Wi«  wohl  erklärlich  sein  dürfte,  hat  der  Verfasser  bei  dieser 
Beschreibung  hsjX  wörtlich  den  Monus'schen  Text  wiedergegeben. 
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Daraus  ergiebt  sich  für  die  den  £4  entsprechenden  Zonen 
folgendes  Resultat: 

4.  Die  vier  sechsgliedrigen  Zonen  Z„  Z,,  haben  resp. 
die  Grenzpolygone 

G'^Ci:  und  LrGH, 
F^BD   -  C*F.l, 

c^FA  -  c^cf:, 

2.  Die  drei  Zonen  Z5,  Zg,  Z,,  welche  je  acht  Dreiecke  des 
Polyeders  il,  umfassen»  haben  die  Grenzen: 

(fBGE  nnd  ^FVHy 

D^CAF*  -  C^BGE. 

3.  Die  Grenzen  der  Zone  Z^ ,  welche  alle  i>i  Dreiecke  von 
enthält,  werden  gebildet  durch  das  doppelt  zu  rechnende 

geschlossene  Zwolfeck 

ß*BFCGDAEHP*C^G*, 

welches  d;is  Polyeder  II.  ungetheilt  lasst.  I)ni  ;nis  aber  erj^iebt 
sich  unniiiielbar  die  Richtigkeit  der  Behauptung,  dass  das  Po- 
lyeder FT-  nir  zweiten  Classe  jzehüie.  Dnsselbe  kann  man 
übrigens  auch,  wie  es  MöBirs,  allerdintzs  ohne  Berücksichtigung 
der  Zonen  gethan.  aus  der  unter  Nr.  \  und  2  angegebenen  Zer- 
legung in  vier  bez.  drei  Binionen  schliessen;  denn  in  jedem  der 
beiden  Falle  lassen  sich  dieselben  zu  zwei  Grundformen  der  2. 
Classe  vereinigen,  deren  jede  von  denselben  swei  Linien  be- 
grenzt wird*). 


*)  Nicht  noerwfibnt  darf  bleiben,  dees  Herr  Bkirbaiidt  von  den  haupt- 
sächlichen im  Texte  genannten  Polyedern  Cartonmodelle  an^eferligt  und 
eine  Collection  dnr<;elben  dem  matbeniatischea  Institute  der  Universität 
Leipzig  geschenkt  bat.  (F.  Klein.) 
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legi  der  Gesellschaft  die  Tafeln  IX  bis  XIV  seines  enibryologi- 
schen  Atlas,  sowie  einige  Zeichnungen  vor,  die  durch  den  ihm 
von  der  Gesellschaft  bewilligten  Zeichner  Herrn  Paasch  ausge- 
führt worden  sind. 

Derselbe  knüpft  daran  einige  Bemerkungen  Ober  die  fint- 
wiekelungsgescbichte  des  Halses  und  zeigt,  dass  die  Infre- 
roaxillargegend  und  die  vordere  Halsgegend  ursprflnglicb  mit 
einander  verbunden  gewesen  sind  und  erst  durch  die  Hebung 
des  Kopfes  sich  von  einander  emancipirt  haben.  Ebenso  weist 
derselbe  nach,  dass  die  primSlre  Thymusanlage  ein  epidenooi- 
dales.  Abschnttrungsproduct  Ist,  das  dadurch  entsteht,  dass  aaf 
der  Grenze  vom  Kopf  und  vom  Hals  die  hinteren  Schtundbogen 
in  die  Tiefe  gedrangt  und  theils  durch  den  zw*eiten  Bogenwulat. 
Ibeils  durch  den  Rand  des  Halses  tiberlagert  Werden. 
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Oiiwobl  dieStructurverfaiiUnuse  der  Stämme  der Sigillarien 
gut  untersucht  und  seil  geraumer  Zeit  die  Sporangienähren, 
wem  auch  Dicht  im  ZosamineDliaDge  mit  den  Slttminen,  so  doeii 
M  weil  bekannt  sind,  dass  eine  richtige  Aufiasaang  der  ieltleren 
käme  beaoDderen  Schwierigkeilen  bietet,  so  gehen  doeh  die 
AasiebteD  über  die  Stellyng  der  Sigillarien  sehr  weil  anaein- 
aader.  WShreiid  sie  die  einen  nach  dem  Vorgange  von  Baoii- 
MuiT  den  Gymnoipermen  anreihen  und  denCyeadeen  verwandt 
glauben,  betrachten  sie  andere  als  Geftlascnrptogamen,  als  Veiw 
wandte  der  Selaginelleen  oder  Isoeieen  tmd  stellen  sie  neben  die 
Lepidedendreen.  Beide  Ansichten  attttsen  sieb  auf  die  Struclur 
der  Stumme,  nur  GouHnraiio  und  ihm  folgend  Scuima  beraek- 
lidttigen  auch  die  Sporangienttbren  lur  Begründung  Ihrer  An^ 
sieht)  dass  die  Sigillarien  den  Iso^teen  sunUehst  verwandt  sind. 

Da  ich  an  dieser  Stelle  auf  Grund  des  mir  vorliegenden 
Materials  nur  die  Sporani^ienstiinde  besprechen  wiU.  so  unter- 
lasse ich  es  auf  die  Struclurverhidlnisse  der  Stamme  naher  ein- 
zugehen, sowie  nut  die  aus  ihnen  gezogenen  Folgerungen. 

GoLDENbKRG  hat  das  Verdienst,  zuerst  (Flora  foss.  sarep. 
Hefl  I,  Taf.  4.  Fig. 3.  Taf.  B,  Fig.  »0—24.  Hefl  II.  Inf.  X.  Fig.  \ ,  2* 
die  Sponingienahren  und  die  an  ihnen  vorkommenden  Sporen 
beobachtet  und  mit  seinen  Hiitsmitteln  richtig  dargestellt  zu 
haben.  Dass  seiner  Beobachtung  ein  so  geringes  Gewicht  bei- 
gelegt wurde  .  hatte  seinen  Gruinl  wesentlich  darin,  dass  die 
Sfwrangienahren  nicht  im  Zusammenhange  niit  den  S(ilmmeu 
beohacbtet  wurden,  noch  auch  ihr  FrhalinT^L'szustan(i  zweifellos 
ihre  UeriLunft  von  Sigillarien  bewies.  Scbibpki  (trait^  Ii,  p.  t05) 
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ist  der  Einsige)  welcher  der  GoLDSFBBiG^schen  Beobachtung  volle 
ROcksicht  hat  zu  Theil  werden  lassen  und  wie  auch  später  Im 

Handbuche  der  PalMoniologie ,  fur  die  Sigillarien  nicht  allem 

die  Verwandtschaft  mit  Jsoetes,  sondern  auch  Micro-  und  Ma- 
crosporen in  Anspruch  niinml.  Die Sponmgienähren  bezeichnet 
er  als  Sigillariostrobus.  In  jUngsler  Zeil  ist  durch  Zeillkr  Annal. 
desscienc.  nat.  Bot.Ser.  VI.  tom.  XIX)  die  GoLDENBERu  sche  Beob- 
achtung bestati{4l  und  erweitert,  insbesondere  aber  die  Zuge- 
hörigkeit der  als  Si(jill(iri<>sirübus  bezeichneten  Sporangienähren 
zu  St(jillan(i  sicher  gestellt  worden,  indem  er  an  zwei  von  ihm 
uniei'schicdeuen  Arten  von  Sit/dun  i'i\frobus (S.  Tn'y/icfni,  S.  nobi- 
lisj  die  Ulattnarben  von  Siffii/(iri(i ,  m  der  erstereii,  sodann  bei 
6'.  Sutiicfii  ZKri.i...  S.  sd  irlus  /i  ii.i  .  und  S\  Gohlenbe}  <fi  I  immm 
die  Sporen  und  Anhoflung  (ierseiben  an  der  liasis  lici  Sporan- 
gialblaiter  nachwies.    Itu  Besilzo  der  (ioLDE\BER(.  sehen  Origi- 
nale und  <MUi|j;er  ohne  Zwt  ifel  in  spaterer  Zeil  von  (i<>LDE>BEB<i 
gesamnielten  Exemplare  Ijin  ich  in  der  Laue,  ilie  AiiLi.ihen  Zeil- 
leh's,  dessen  Zuvorkomnu'nheit  ich  dir  Sporen  seiiu  s  s.  (hihlen- 
hergi  verdanke,  so  wie  jene  GuLDEMBERti  s  zu  ijestatigen.  Aus 
diesen  Beobachtungen  geht  nun  unzweifelhaft  hervor,  dass  die 
Sporangialblätterährenförmig  in  einer  Spirale  terminal  an  beson- 
deren Vei*zweigungen  des  Stammes  stehen,  dass  unterhalb  der 
Aehre  schmale,  lang  zugespitzte  Blätter,  welche  kürzer  als  jene 
des  Stammes  sind,  stehen,  die  SporangialblUtter  an  der  Basis  drei- 
seitig verbreitert ,  gegen  die  Spitze  verschmälert  sind  und  auC 
der  InnenHacbe  des  verbreiterten  Basaltheiles  die  Sporen  tragen. 
Alle  diese  Verbaltnisse  lassen  sich  an  den  von  Golbexberg  bei 
Altenwald  und  Dudweiler  gesammelten  Exemplaren  mit  voller 
Sicherheit  nachweisen ,  es  fehlen  aber  Exemplare  mit  den  lUr 
Sigälaria  charakteristbehen  Blattnarben,  wie  sie  ZiiLLia  vor- 
gelegen haben.   Es  wttrde  dies  nur  dann  Grund  sein,  die  Zu- 
gehijrigkeli  der  Sporangientthren  su  Sigiüaria  tu  beswei- 
feln ,  wenn  die  Übrigen  Tbeile  der  Aebren  ein  Verschiedenheit 
von  jenen  Znuxa's  seigten. 

Die  Sporen  selbst  liegen  mir  in  reichlicher  Menge  vor  und 
swar  entweder  an  der  Basis  derSporangialblWter  noch  ansttiend 
oder  zwischen  den  Sporangialblttttem  oder  losgetrennt  in  grosser 
Menge  zwischen  Blattern  und  SporangfenUhren  von  SigHUaria^ 
oder  ohne  diese  auf  den  Gesteinsplatten.  Auf  den  ersten  Blick 
unterscheidet  man  zweierlei  Sporenfbrmen ,  gNfssere  und  Uei- 
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nere*).  Dass  beide  Formen  aus  den  SporangienUhren  herrühren,  • 
zei^t  die  microscopische  Untersiichuni:,  bei  welcher  sich  durch- 
tus  keine  Differenz  ergiebt,  mag  mnn  die  Sporen  der  Basis  der 
^pon«nci;i!h!;i(ter  oder  irgend  einer  Stelle  des  Gesteins  enlnunj- 
Hien  haben.  Alle  S[)üri'n  sind  radiär  entwickelt,  als  Tetraeder 
mit  j^ewölbter  Grundllaelif^  und  zeijjf^n  selbst  bei  schwächerer 
Vergrösserung  mit  der  Loupe  dr^M*  Leisten,  die  grösseren  auch 
kleine  warzenförmige  Erhöhvinum  der  Aiissenfliiche ,  wäh- 
rend bei  den  kleineren  die  Oberlläche  i^latt  ist.  Der  Dureli- 
messer  d^r  kleineren  Sporen  betriiiit  (gemessen  mit  Zbiss,  System 
A.  Ocular  Ii)  750  — 900/t  0.7ö  mm  —  0,9mm),  der  Durch- 
messer der  grösseren  4600 — 2i00 (4 ,6 mm  —  2,2  mm).  Auch 
die  von  ZEaLER  beobachteten  Sporen  zeigen  solche  Grössen- 
unterschiede  und  Verschiedenheit  der  Aussenfläche.  Olatt  ist 
die  Aussenfläche  der  Sporen  bei  S.  Tteghemi  und  .S.  stn'cfuSf 
mit  kleinen  Erhöhungen  versehen  bei  Souichi  und  ^.  Golden- 
bevgi.  Der  Durchmesser  der  Sporen  von  S.  slriclus  betrügt  4 
bis  1  \':^  mm,  von  S.  Goldißnbergi  \  ^2  Mm,  von  S.  SinäcM  ty^mm, 
von  S,  Tteghemi  2  mm.  An  allen  SporangienUhren,  deren  Spo- 
raogialblatter  die  Untersnohnng  der  Anbeftung  und  Stellung 
der  Sporen  gestatten,  ist  von  einer  Httlle,  welche  die  Sporen  be- 
deekt,  nichts  su  sehen,  die  Sporen  Hegen  frei  anf  der  Basis  des 
Sporangialblattes.  Dass  wirklich  Sporen  vorliegen,  lehrt  die 
aueroscopische  Untersuchung;  es  ist  das  sehr  dickwandige  Exo- 
spor,  welches  erhalten  ist. 

ScHUPBR  betrachtet  die  von  Saarbrücken  stammenden  Sporen, 
welche  er  selbst  gesehen  haben  muss,  da  Goldenbeiig  Uber  die 
verschiedene  Grosse  der  von  ihm  beobachteten  Sporen  schweigt 
und  die  von  Scnnm  oopirten  Figuren  GoLDBirBBto^s,  diese  so 
wenig  wie  die  Originalseiehnungen  zeigen ,  als  Micro-  und  Ma- 
erosporen.  Dass  die  Sporangialbllitter  unter  einem  spitzen 
Winkel  an  der  Axe  ansitien,  hat  bereits  Scrihpsb  hervorge- 
boben. 

Ob  nun  die  bei  Saarbrücken  vorkommenden  Sporangien- 
Slureii,  wie  dies  von  Fbistmartel  geschehen  ist,  als  einer  Art  an- 


*;  Icii  bemerke,  dass  das  Verfahren  oxydirende  Blitlel  zur  Auf- 

hclhiri.:  v^  ikolillcr  Pflanzcnreste  anzuwenden  von  mir  seit  mehr  als 
i^aazig  Jahren  angewendet  wird,  wie  z.  B.  iu  der  Flora  der  Grenz- 
•cbichten  zu  finden. 
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gehörig  bezeichnet  werden  können,  ist  mir  zweifelhaft.  Mein 
Material  von  SporangienUhren  ist  indess  weder  ausreichend  ge- 
nu^  noch  auch  so  vollstündiii  crlialton,  dass  für  die  Unlersehei- 
üuiiti  genügende  Merknitile  sich  ergäben  und  noch  weniger 
eignet  es  sich  zur  Identificirung  mit  einer  der  bei  Saarbrllcken 
vorkuiiiiiienden  Sif^ilUiria-Arlen.  Dau:egen  weist  die  Beschaffen- 
heil der  Ausseiillaclic  der  Sporen  auf  das  Vorhandensein  nuü 
zwei,  verschiedenen S  igiliaria-Arten  ant^ehörij^eu  Sporangien- 
ähren  hin.  hn  Gegensatze  zu  Schdu  kh,  ühereinstinirnend  mit 
Zi^iLLER,  scheinen  mir  die  S]>oi  eu  siininttUeh  Macrosporen  zu  sein 
wegen  dos  sehr  dicken  E\i  .sjiurs  und  ilirer  verhHltnissmässig  be- 
deutenden Grösse,  welche  wenigstens  hei  den  fossilen  und  le- 
benden Gefässcr\  plouanien  von  den  Microsporen  nicht  erreicht 
wird.  Die  Diflerenzen  in  der  Grösse  der  Macrosporen  sind  nicht 
allzusehr  zu  betonen ,  da  dergleichen  Grössenunterschiede  auch 
bei  den  Macrosporen  lebender  GeCtt88crypMigame&  vorkommeD. 
wie  dies  z.  1^  ms  A.  Braun's  Messungen  der  Macrosporen  der 
australischen  Isoetes^Arton  hervorgeht. .  In  derselben  SporsD- 
gienUhre  habe  ieh  immer  nur  eine  Sporenform  gefunden,  in  der 
Mehrzahl  der  mir  vorliegenden  die  grösseren,  nur  in  einer  die 
kleineren.  Dagegen  lege  ich  der  Beschaffenheit  der  Aussen- 
flaohe  der  Sporen  eine  grttsaere  Bedeutung  l>ei,  nach  weicher 
also  unter  S.  Goldenbergi  Fbisth.  die  SporangienHhroB  wenigsteitf 
zweier  verschiedenen  Sigillarien  susammengefasst  sind,  deren 
eine  glatte  kleinere,  die  andere  grossere  höckerige  Sporen  be- 
sitzt. Mit  den  von  Züluk  gegebenen  Abbildungen  der  Sporen 
verglichen^  würden  die  glatten  kleinen  Sporen  jenen  von  S. 
stricUu  Zmx*  (a.  a.  0*  tab.  12,  Fig.  4a)  nahe  stehen,  die 
grosseren  mit  weniger  Aussenflttche  dagegen  jenen  von  S,  Gol- 
denbergi Zbill.  (a.  a.  O.  tab.  12,  Fig.  6a]  und  5.  Souidn  Zmx, 
(a.  a.  O.  tab.  41,  Fig.  5  b).  Aucli  GoLusNunG's  Abbildungen  der 
Sporimgientfhren  können  auf  die  Vennuthung  fahren ,  dass  die 
Bezeichnung  Fbisthantbl's  sich  nicht  blos  auf  eine  Art  betielil, 
so  Heft  II ,  Taf .  X ,  Fig.  i  ,  wie  ja  auch  das  Vorltommen  einer 
grösseren  Anzahl  von  Sigillarien  bei  Saarbrtlcken  mehr  als  eine 
Form  von  Sporanuienüliren  erwarten  lüsst. 

Was  nun  die  Stellung  von  Sigillaria  gegenüber  den  lelien- 
dcn  und  lussilen  Gefüsscryplogamen  betrifft,  so  scheinen  niif 
die  von  Zeilleh  geilusserten  Ansichten  nicht  unjie^i  ündet.  Zu 
den  Lepidudendreen,  sowie  zu  den  Lycopodiaceeu  und  Isoeieeu 


Digitized  by  Google 


« 


131 


hat  die  Gattung  eine  Beziehung  sur  ersteren  Gruppe  durch 
ihren  baumartigen  Habitus,  wobei  ich  von  den  Structurverfattlt* 
niflsen  des  Stammes,  da  es  mir  zur  Prüfung  dieses  Verhältnisses 
an  tkher  bestimmbarem,  brauchbarem  Material  fehlt,  ganz  ab- 
sehe.  Femer  theilen  sie  mit  den  Lepidodendreen,  Lycopodiaceen 
und  Selaginelleen  die  terminalen  Sporangienähren.  Die  Sporan- 
^ien  entwickeln  sich  wie  bei  den  zwei  zuerst  genannten  Grup- 
pen an  der  Basis  des  Sporangialblattes,  was  jedoch  die  Siail- 
larien  von  diesen  Gruppen  trennt ,  ist  das  Fehlen  eines  Spo- 
rangiums,  welches  die  Sporen  durch  einen  Riss  entlössl.  In 
dieser  Hinsicht  verhalten  sich  die  Sigillanen  wie  die  Isoetes- 
Arten  der  Jetztwelt.  Wie  bei  diesen  die  Sporen  durch  Zer- 
störung der  Wände  der  Sporangien  frei  werden,  so  seheint 
dies  auch  l)ei  (h^n  Sigillarien  der  Fall  zu  sein,  da  Gulde.nöekg, 
ich  und  Zeh  i  kr  dir  Siiorcii  stets  frei  auf  der  Basif«  des  Spo- 
ranL'ialblaties  beobaehteten.  Ebenso  weni,2  ist  eine  der  soge- 
Diinnten  Ligula  entsprechende  Bildung  oder  etwa  ein  Schleier, 
vvplcher  bei  den  Iso(Ste  s- Arten  entweder  überhaupt  fehlt 
oder vollsIMndiij^  od«M' unvollstiindiu entwickelt  ist.  nachzuweisen. 
In  dieser  Hinsicht  würden  die  untersuchten  Sipillariostro-* 
h  US- Arten  sich  den  Schleier  losen  Iso^es-AriGU  anschliessen. 
Dass  ich  wie  Zeillbr  die  Sporen  sämmtlich  als  Macrosporen  auf- 
fasse, habe  ich  bereits  bemerltl.  Vorerst  kennen  wir  also  nur 
eine  Sporenform,  deren  Grossen verhälUiisse  jedenfalls  mehr  da- 
ftir  sprechen ,  dass  uns  die  Microsporen  noch  unbekannt  sind, 
als  dass  tlberhanpt  bei  Sigillaria  nin*  eine  Form  von  Sporen 
Torhanden  war.  Zudem  haben  weder  Zsilur  noch  mir  voll- 
ständige Exemplare  von  Sporangienahren  vorgelegen,  so  dass  wie 
bei  Lepidodenäron  es  naher  liegt  daran  zu  denken,  dass  unsere 
Uakenntniss  durch  die  UnvoUsttodigkeit  der  Sporangienahren 
bedingt  ist.  Man  wird  aber  die  Sigillarien  als  eine  Gruppe  be- 
trachten können ,  welche  den  Lepidodendreen  sich  durch  ihren 
baumartigen  Wuchs  anschltesst,  durch  ihre  Sporenbildung 
der  lebenden  Gattung  Isoites  nahe  steht,  bei  welcher  jedoch  das 
Dicken-  und  LHngenwachsthum  des  Stammes  zwar  noch  im 
geringen  Grade  sich  erhalten,  die  Verzweigung  und  AusbiW 
dung  besonderer,  Sporangiulblätter  tragender  Zweige  voll- 
ständig verloren  gegangen  ist. 


s* 
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Wirkung  des  Cieotropismii»  auf  bogeufdrinig  gekrümmte  Orgiie. 

Obwolil'die  Einwirkung  der  Sdiwerkrafl  auf  gerade  Sten- 
gelorgane  schon  vielfach  Gegenstand  der  Untersuchung  gewesen 
und  die  dabei  eintretenden  Bewegungen  im  WesenlUciien  i:enau 
bekannt  >in(J.  so  war  doch  die  Traiie,  in  welcher  Weise  die 
Schwerkraft  an  bereits  ückrüninilun  Organen  Veränderungen 
•hervorrufe,  bisher  nicht  naher  erörtert  worden. 

Es  ist  selbstverstaudlicli,  dass  diese  KrünununpsN  erander- 
ung  je  nach  der  Lage,  welche  das  gekrümmte  Oruan  zum  lluii- 
zout  hat,  verschieden  nusfallrn  wird.  Es  ist  ferner  klar,  dass 
die  Art  der  vorbände i»eii  Krunununi:  auf  die  neu  eintretende 
einen  beslimmien  Kirdliiö.s  haben  wiid,  denn  es  ist  nicht  gleieh- 
gülliü.  (d»  «iie  (iijrve  jener  Krtlniniuiit:  einen  Kreis,  eine  Spirale 
öder  eine  andere  eben«'  (airve,  oder  viell»"!  lit  t  ine  Schrauben- 
linie bezw.  alJgemeiner  eine  Cui've  doppelter  kriimmung  dar- 
»lellt. 

Zwei  Facloren  ^ind  demnach  zu  berücksichliiren,  wenn  es 
sii'ii  d-iriim  handeil.  die  unter  defn  F.influsse  des  GeotrupiMiius 
Stattlindenden  bewei;ungen  eine^  i^ereiLs  gekrtlmmten  Orgaues 
darzuleizen  :  die  Lage  desselben  /.um  Iloi-i/.onl  und  die  vorhan- 
dene Krümmung.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  das  betrellende 
Organ  einen  radiären,  nicht  aber  einen  symmetrischen  Bau 
habe:  denn  in  dem  letzleren  Falle,  wie  z.  B.  bei  \ielen  Blatt- 
stielen, treten  weitere  Complicationen  hinzu,  die  im  Folgenden 
keine  Beachtung  finden  können.  Die  obige  Voraussetzung  ist 
deshalb  gerechtfertigt,  weil  die  vorliegeDde  Frage  nicht  gans 
im  Allgemeinen  behandelt  werden  soll,  und  weil  bei  den  wid- 
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denden  Pflanzen,  um  welche  es  sich  hier  ausschliesslich  bandelt, 
an  den  jungen  Interoodien  stets  ein  radiärer  Bau  zu  flnden  i^t 
Ich  habe  bereits  in  einer  kurzen  Mittheiliint:  in  den  Her.  d. 
deutsch.  Bot.  Ges.  daraul  Ijujgewiesen,  wie  gerade  beim  Win- 
den hauHg  ein  bereits  durch  Nutation  oder  andere  Einflüsse  ge- 
krümmtes Sprossende  eine  weitere  geolropische  Krümmung  er- 
fahren knnn.  Den  einfachsten  Fall  habe  ich  an  jener  Stelle  eben-  ' 
falls  schuti  kurz  erörtert.  Es  ist  dies  derjenige,  in  welchem 
die  vorhandene  Curve  einen  Kreisbogen  darstellt,  dessen  Lbene 
horizuiital  liegt.  Da  icli  jedoch  die  dabei  auftretenden  Ver- 
Snderuugen  in  der  La.Lie  der  einzelnen  Querschnillscheiben 
zum  üorizont  nur  hingedeutet  habe,  so  möge  hier  zunächst  eine 
exacte  Behaudiuni:  dieses  Falles  foljzen. 

Die  vorliei?en<le  Aufgalie  iasst  sich  foli;eiulermassen  aus- 
drücken:  Ein  ungedrehles  eyiindriscbes  Organ  hat  eine  kreis- 
förmige Krümmung  erfahren,  deren  Ebene  horizontal  liegt. 
Durch  den  Geotropismus  wird  nunmehr  in  der  nach  unten  ge- 
kehrten Längszone  ein  stärkeres  VVachsthum  bedingt,  als  in  der 
nach  oben  gekehrten.  £s  wird  in  Folge  dessen  zu  der  bereits 
vorhandenen  Krümmung  eine  neue  hinzutreten :  diese  letztere 
findei  in  der  Weise  statt,  dass  jede  Querschnittscheibe  des 
Organs  gegen  die  benachbarte  um  einen  constanten  Winkel  und 
um  den  Radius  als  Achse  gedreht  wird.  Es  soll  nun  untersucht 
werden :  4)  Was  für  eine  Curve  stellt  nach  eingetretener  zweiter 
Krümmung  die  Achse  des  Organs  dar.  2)  In  welcher  Weise  ist 
die  Lage  der  einseinen  Querscbnittscheiben  tum  Horixont  ver- 
ändert worden. 

Die  erste  Frage  lässt  sich  dahin  beantworten,  dass  die  Axe 
des  Organs  wiederum  einen  Kreis  bildet ;  denn  bedenkt  man, 
dass  jeder  Kreisbogen,  bei  einer  Krümmung  wie  sie  im  Obigen 
eharakterisirt  ist,  die  Basis  eines  Kegels  oder  einen  Theil  der- 
selben bildet,  so  ist  klar,  dass  ein  Kreisbogen  entstehen  muss, 
dessen  Radius  jedoch  kleiner  ist  als  der  des  zuerst  vorhandenen 
Bogens.  Es  handelt  sich  also,  nachdem  die  Art  der  Cur\'e  selbst 
nachgewiesen  ist,  nur  noch  um  die  Bestimmung  der  Länge  des 
Radius.  Diese  Iasst  sich  auf  folj^ende  Weise  ausführen  :  Aus 
dem  Verhältniss  des  Wachslhums  von  Ober-  und  Unterseite 
und  dem  Durchmesser  des  Orizans  kann  man  den  Radius 
der   geotropischen   Krütuiminji  bestinmien.     Es   sei  dieses 

Verhältniss  gleich  ^  und  es  sei  ferner  der  Durchmesser  gleich  dj 
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80  gilt,  wexm  wir  den  Radius  der  ooncaven  Seite  a^neiineii,  fol- 
gende Proportion: 

n  :  m  ^  X  :  X  'h  d 


*  Iilennen  wir  weiterhin  den  Radius  des  Kreises,  dessen  Peri- 
pherie die  Längsachse  bei  der  geotropischen  Krümmung  bilden  | 
würde,      so  ist : 

  nd  d  _  d  Im      n  \ 

^'       m  ~  n  ■**  T  "~  T  \nr^"w;  '  ^  '  , 

Bedenkt  man  nun,  dass  die  schliesslich  zustandekommeDde 
Curve  die  Basis  zweier  Kegel  bildet ,  deren  Seilen  senkrecht 
aufeinander  stehen,  und  von  denen  die  eine  gleich  q,  ^  die  an-  i 
dere  aber  gleich  dem  Radius  der  zuerst  vorhandenen  KrUmmoDg, 
den  wir  gleich  q„  setzen,  ist,  so  ergeben  sich,  wie  aus  beistehen- 
der Figur  erhellt  folgende  Gleichung  zur  Berechnung  des  ge- 
suchten Radius  ^ : 


In  diesen  Werth  lässt  sich  leidit  der  oben  aus  den  Grossen 
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m^nyd  berechnete  von  q,  einsetzoi»  Aus  (S)  erkennt  man  so- 
fort, dass  sowohl  kleiner  als  als  auch  ^„  sein  muss.  Die 
Grosse  d  Itfsst  sich  durch  directe  Messung  ermitteln,  dagegen 

häDgt  das  Verbäitniss       von  der  Zeitdauer  der  geolrupischen 

Wirkung  und  der  Empfindlichkeit  des  derselben  ausgesetsten 
Organs  ab.  Die  Bestimmung  dieses  Werthes  kann  nur  auf  em- 
pirischem Wege  geschehen. 

Der  Neigungswinkel^  welchen  die  Ebene  der  resuUirenden 
KrOmmung  gegen  die  Horisontale  besitit,  ist  gleich  dem  Winkel, 
welcher  von  ^  und  if„  eingescl^lossen  wird  und  iSsst  sieh  dem- 
nach auf  folgende  Weise  berechnen : 

tg  a  =  ig    «  ^ 

o  -  are  /tg  (3) 

d.h.  der  Winkel  o  wird  um  so  grösser,  je  kleiner  der  Werth 

für  ^,  ist. 

Es  bleil)t  nun  noch  übrig,  die  LiisenverJinderung  der  früher 
nacij  unten  geki  hi  ien  LängsliniC)  welctic  dieselbe  nach  Eintritt 
der  geoiiopisclien  krUmniung  erfahren  hat,  naher  zu  betrachten. 

Wie  ich  schon  in  jener  oben  erwähnten  kleinen  MittlK  iluni^ 
nachcewiesen  habe,  tritt  beim  Stattfinden  der  geoUuj)ischen 
Krümmung  in  dem  gegebenen  Falle  eine  scheinbare  nntidrome 
Torsion  auf,  d.  h.  die  früher  nach  unten  gekehrte  Langszone 
wandert  dabei  allraäiig  nach  aussen.  Es  ist  nun  von  Wichtig- 
keit, die  Quantität  dieser  scheinbaren  Torsion  genauer  zu  be- 
sUmmen.   Dies  kann  auf  folgende  Weise  geschehen. 

In  Fig.  2  ist  ab  SS  die  Seite  eines  der  beiden  Kegel, 
deren  Basis  die  resultirende  KrOmmung  bildet.  Die  Richtung  von 
ab  gibt  demnach  an  ,  dass  im  Punkte  6  die  frtthere  Unterseite 
noch  nach  unten  gekehrt  ist;  im  Punkte  d  dagegen  kann  die 
frtthere  Unterseite  nicht  mehr  nach  unten  gerichtet  sein,  son- 
dern sie  bat  eine  scheinbare  Drehung  nach  aussen  erfahren. 
Der  Winkel,  welchen  die  beiden  Seiten  ab  und  ad  des  Kegels 
mit  einander  einschllessen ,  bildet  eine  Seite  eines  sphärischen 
Dreiecks,  in  welchem  die  beiden  anderen  Seiten  und  der  von 
ilmen  eingeschlossene  Winkel  bekannt  sind.  In  der  kttrper* 
liehen  Ecke  o  6  c  d  ist  nttmlich : 
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bac  =  cad  »  a  , 
wte  au.  der  Gieicäuog  (3)  hervorgeht.  Ferner  wiixl  dk  Lage 

des  Punktes  d  durch 
den  Winkel  li  bestimmt 
und  dieser  ist  zupleiii 
der  Winke!,  welclien  die 
Eigenen  jener  Leiden 
Seitender  Ecke  mii  ein- 
ander einschlies^en. 
Nennen  wir  den  unii*- 
kannten  \\  uikei  ; . 
gilt  nach  einer  bekaüD- 
ten  l  orniel: 

cos  X  'a 

cos'er  +  sin^aoos/}  (4; 

oder  anders  ausge- 
drückt: 


•  X 

sin  -|- 


sin  a  sin 


Der  Winkel  x  isi 
^^(^y   nun   streng  ge- 
nommen   nicht  derje- 
nige,    welcher  die 
schein  !>are  Drehung  der 
Unterseite     für  den 
Punkt    angibt,  denn  er 
liegt  in  einer  Verticai- 
ebene;  derjenige  Win- 
kel aber,  welcher  in 
der  betreffendwi  Quer* 
sehnittscheibe  des  Or- 
ganes  die  Richtung  der 
ürttheren  mit  der  der 
jetzigen  Unterselte  bil- 
det, lässt  sich  leicht  auf 
Grund  jenes  Wertbes 

/   en  gebuchten  Winkel  dar;  der  Winkel,  welchen  die  Seiten 


Fig.  i. 
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hdfuod  Häg  mil  einander  bilden,  ist  gleich  einem  Rechten, 
fdg  ist  gleidi  x  und  der  Winkel  zwischen  hdf  und  fdg  lässt 
sieh  aus  dem  oben  betrachteten  sphärischen  Dreieck  finden.  Be- 
leiehnen  wir  denselben  mit     so  gilt 

"  cos « 

Hiermit  sind  zwei  Stttcke  eines  rechtwinkligen  sphärischen 
Dreiecks  gegeben,  ntfmlich  die  dem  rechten  Winkel  gegenüber 
liegende  Seite  und  einer  der  anliegenden  Winkel: 

c  s  arc  (cos  =  cos^a  -i-  sin'a  cos  ß] 

Ä^^voii^«  — ) 

Ca  A. 


Aus  diesen  Weriiien  berechnet  sich  die  Seite  weiche  den  ge- 
sacbten  Winkel  Ad/* darstellt,  folgendermassen : 

^6  =  5  ^— =   

COS*  Y  •«>  coö  I a  Siü^  ~       1  —  ä  siQ*a  sio*  -|- 

Wird  ß  SS  90**,  d.  b.  ist  der  zustandekommeude  Bogen 
ein  Quadrant,  so  ist 


tg  6  =          »  t£  a 

°        cos«  ° 

6  as  a . 


Wirdp?  =  180%  so  ist 

-    ,    '   sin  2  a        .  ^ 

tgo  «s  =  lg  2  a 

Ist  a  SB  45^,  so  ist  ttberhanpt  90^  das  Maximum  der  schein- 
baren Torsion,  denn  6  wird  in  diesem  Falle  gleich  90^.  Ist  a 
kleiner  als  45*,  d.  h.  ist  q„  <  q)  [vergl.  [3J  ],  so  kann  die  firü- 
hnt  Unterseite  niemals  vollständig  nach  aussen  gerichtet  sein ; 

ist  dagegen  a  grösser  als  45*  bezw.  Q„^Qn  ^  ^i^'d  der 


Digitized  by  Google 


138 


Dr.  Ambhonn 


Werlh  von  b  kleiner  als  480*  und  grösser  als  90*  sein,  denn  der 
erstere  Werth  konnte  nur  dann  erreicht  werden,  wenn  a  s  90* 

würde,  dieswüre  aber  nur  möglich,  wenn  Q„mi  oo  würde,  was 

nach  den  obigen  Voraussetzungen  nicht  eintreten  kann. 

Das  Resultat  der  vorstehenden  theoretischen  Auseinander- 
setzungen lässt  sich  unter  Berücksicluigun.u  (ier  pflanzt  iiphysio- 
logisclien  Vori^auiie ,  die  dabei  in  Betracht  kumriR'it,  fokender- 
massen  zusammenfassen:  Wird  ein  bogenluruiig  gekrüuimtes, 
nei'iUiv  geotropisches  Organ  in  hori?.(int,ile  Lage  gebracht,  so 
wird  die  nunmehr  hinzukommende  geotropische  Krümmung  sich 
in  der  Weise  gestalten ,  dass  aus  der  zuerst  vorhaudfiiiii  wie- 
derum eine  kreisforinicp  Krümmung  eulstehl,  deren  Eigene  at)er 
gegen  die  frühere  Krünimunust  in  ne  unter  einem  gewissen  Win- 
kel geneigt  ist.  Dieser  ^eiguDgä^vinkel  ist  aber  stets  kleiner 
als  90«. 

Der  Radius  der  neuen  Krümmung  iHsst  sich  berechnen, 
wenn  man  den  Radius  der  zuerst  vorhandenen  Krümmung  und 
den  der  geolropischen  Krümmung  kennt;  der  letztere  kann 
jiicht  direct  ermittelt  werden ,  sondern  muss  durch  besondere 
Versuche  bestimmt  werden.  Aus  dem  Verhaltniss  der  beiden 
Radien  ergiebt  sich  der  Neigungswinkel  der  Krümmungsebene, 
Die  scheinbaren  Torsionen,  welche  dabei  «luCtreten,  lassen  sich 
aus  Gleichung  [51  berechnen. 

£in  Beispiel  möge  das  Gesagte  erklären.  Da  uns  bei  der 
Frage  nach  der  Mechanik  des  Windens  beliotropische  Krüm- 
mungen ,  die  in  ähnlicher  Weise  wirken  warden,  nicht  weiter 
interessiren,  so  mögen  dieselben  hier  gans  ausser  Aebt  ylassan 
werden,  und  da  bei  windenden  Pflanzen  ausser  den  oben  be- 
sprochenen Bewegungen  noch  andere  hinzutreten ,  so  will  ich 
als  Beispiel  zunSdist  eine  Keimpflanze  von  Helianllius  annus 
wählen,  deren  hypocotyles  Glied  sich  zu  derartigen  Versuchen 
sehr  gut  eignet. 

lüsst  man  einen  solchen  Keimling  eine  Zeit  lang  horizontal 
liegen ,  bis  er  eine  schwache  Krümmung  zeigt  und  dreht  ihn 
dann  um  90*  so,  dass  nunmehr  die  KrUmmungsebene  horizontal 
liegt,  so  kommt  nach  derselben  Zeitdauer  des  Yersudies  eine 
geotropische  Krümmung  zu  Stande,  deren  Radius  dem  der  zuerst 
.  vorhandenen  gleich  sein  muss. 

Hat  man  nun  durch  andere  Versuche  bestimmt,  wie  stark 
die  Krümmung  an  geraden  Pilanzen  in  derselben  Zeit  wird,  so 
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kann  man  mranalir  sämmtliche  VeraDderungen  mich  obigen 
Pormeln  berechnen  und  zwar  unter  folgenden  Voraussclzungcn  : 
Nehmen  wir  an^  dass  in  einer  Strecke  von  etwa  20  mm  das 
Langen Nsachsthuni  sich  unter  ziemlich  gleichen  Verhallaissen 
wahrend  der  Dauer  des  Versuches  abspitU,  und  dass  zur  Voll- 
endunii  der  inducirten  Krtlmmung  die  Pflanzen  direct  aul  den 
RoiationsappHrat  gebracht  werden,  so  haben  wir  es  auf  der  be- 
treffenden Uli  lebhaftesten  wachsenden  Strecke  von  20 mm  Lange 
mit  krüinniiinijen  zu  thun  ,  die  man  ohne  grossen  Fehler  als 
kreisfonniLie  bezeichnen  kann,  ist  düs  Verhältiuss  /wischen  der 
LäDt;e  der  Ober-  und  Unterseite  bei  der  einfachen  Krümmung 
nach  einer  bestimmten  Zeit  etwa  wie  5 :  6  und  der  Durelimesser 
des  Orjians  2miii,  so  wäre  der  L'esuchte  Badius  veri:!.  IT 
gleich  I  I  mm,  daraus  berechnet  sich  der  Radius  der  resultiren- 
den  Krümmung  —  aus  (2]  —  auf  fast  8  mm.  Der  Neigungs- 
winkel der  neuen  Krümmung  gegen  die  Horizontaie  würde,  da 
hierbei  die  Radieo  und  g„  gleich  sind,  45®  betragen.  Die 
scheinbare  Drehung  würde  für  einen  Quadraofcen  gleich  45^ 
s$mj  d.  h.  es  wttrde  die  frühere  Unterseite  an  dem  um  dO^  von 
dem  Anfang  eDifemt  liegenden  Punkte  der  Krttmroung  nach 
aussen  und  anten  gerichtet  sein* 

Waren  jedoeh  die  beiden  Radien  9,  und  (fu  nicht  gleteh^ 
«Sre  also  etwa  die  zweite  Krttmmung  eine  stirkere  als  die  svh 
erat  Toriiandeiie,  so  wttrde  sieh  die  Sache  fblgendennassen  ge- 
staltai:  Nehmen  wir  an,  q,  sei  gleich  14mm,  gleich  Omm,  so 
würde  der  Werth  fttr  den  Radius  der  resultlrenden  Krümmung 

^^^''^  (KS  ^ 

Der  Neigungswinke!  of  wUre  gleich  ungefähr  oi  und  die 
scheinbare  Drehung  iür  folgende  Werthe  von  ß:  10**,  20^',  30^, 
400,  500,  600,  700,  gQo  ungefähr:  0"  30',  10  45',  40,  703O', 
12<»30',  490,  280,  390;  fur  ß  =  90^^  wäre  dieselbe  gleich 
51^.  Wenn  auch  dip  ganze  Berechnung  für  den  Versuch  nur 
ein  theoretisches  Interesse  gewährt,  so  giel)i  ^ie  doch  inunerhin 
ein  Bild  davon,  in  welcher  Weise  die  geolropisciicn  Krümmun- 
gen unter  gewissen  Umständen  die  Nutationshewe^unaen  eines 
windenden  Sprossendes  modihciren  können  und  es  niöm  u  aus 
diesem  Gnmde  die  rein  mathematischen  Dai  lL'L;unL;eD  im  Vor- 
hergehenden, sowie  die  noch  folgenden,  die  ehenlalis  zur  exöc- 
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len  Behaiullunjz  der  uns  hier  hesciuiftigenden  Probleme  uouiu- 
gänglich  sind,  ihre  [Entschuldigung  finden. 

Wir  haben  bisher  nur  den  speciellen  Fall  l)etr;u'hlel ,  in 
%vf>!f'h<nii  die  Krtlmnnmgsebeiu"  lics  Organs  sciiki  ofht  zur  Rich- 
tung (Km-  wirkt'iuii'ii  Kraft  lag,  es  erübrigt  nun  mu  h  aueh  di«'- 
jeniiien  Fidle  zu  Ix-hnndeln,  wo  die  Krtlmmunif'^chciie  sehief  zur 
Vertiralen  oder  zur  Kichtunp  der  einfallenden  Lichtstrahlen 
orienlirt  ist.  Es  werden  sich  dal>ei  die  Verhältnisse  wesentlich 
anders  gestalten  und  es  wird  aus  bestimmten,  gleich  nüherzu 
erörternden  Grtlnden  eine  solche  Vereinfachung  des  Problems, 
wie  wir  sie  in  ersterem  Falle  vornehmen  konnten,  nicbl  inO^licb 
sein  und  deshalb  auch  eine  exacte  Befaaadlung  der  Frage  unter- 
bleiben mtlssen.  Gehen  wir  von  der  resultirenden  KrttmmiiBg 
aus,  die  durch  die  Einwirkung  des  negativen  Geoiropiemus  auf 
ein  in  horizontaler  Ebene  bogenförmig  gekrClinmtes  Organ  ein- 
tritt^ 80  sehen  wir  sofort,  dass  die  jetEt  nach  unten  gekehrte 
Partie  eine  Gurve  bildet,  welche  Hhnlich  wie  eine  homodrome 
Schraubenlinie  um  das  btstreffende  Organ  berumgefat.  Dasselbe 
ist  nattlriicb  auch  der  Fall,  wenn  die  Krttmmung  gleich  von  An* 
fang  an  so  liegt,  dass  ihre  Ebene  schief  zur  Verticalen  steht.  Je 
nach  dem  Neigungswinkel  dieser  Ebene  gegen  die  HoriiontaFe 
wird  -die  nach  unten  gekehrte  Partie  eine  mehr  oder  weniger 
steile  um  das  Organ  aufsteigende  Corvo  bilden;  ist  s.  B.  der 
Neigungswinkel  gleich  45^  so  wird,  wenn  die  KrOmmung  einen 
Halbkreis  darstellt,  jene  bomodrom  verlaufende  Corvo  gerade 
den  vierten  Theil  eines  Schraubenganges  besohreiben,  denn  die- 
jenige LMngszone  des  Organs,  welche  an  dem  unteren  Ende  des 
Halbkreises  nach  unten  gekehrt  ist.  hat  am  oberen  Ende  dem- 
selben iienau  die  Ricluuiifi  nach  aussen.  Allgemein  iaiSt  sieb 
der  Verla) il  (in  scr  Cui  ve  aus  dem  olien  berechneten  Werlhe  für 
b  [siehe  Gleichung  5i  ermitteln.  Von  weiterem  Interesse  ist 
ftJr  uns  nur  der  NViiikcI,  welchen  die  Tangente  an  den  einielnen 
Funkten  der  (lurve  mit  der  Horizontalen  bildet,  denn  je  n«^ch 
der  Neiauny  der  einzelnen  Partieen  ciegen  den  Hoii/,oiit  wird 
auch  die  Starke  der  L'cotropischen  Krllnimung  eine  verschiedene 
sein.  Dieser  ^^  III kf  l  schwankt,  wie  eine  einfache  betrachtunii: 
zeiizt ,  zwischen  «  (Neigungswinkel  der  KrUmmungsebene  und 
90*^,  Denn  an  dem  obersten  und  UMloi>tcn  Punkte  dfv  Curve 
liegt  die  lantiente  horizontal,  und  in  d  r  MiUe  ist  dieselbe  um  a 
gegen  die  Ilorkonlale  geneigt.  FUr  jeden  Punkt  des  Kreises  lässt 
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sich  dieser  Winkel  auf  folgende  Weise  ben  chnen.  Der  gesuchte 
Wiükel  bildet  eine  Seile  eines  sphärischen  Dreiecks,  von  wel- 
chem folgende  Stücke  gegeben  sind,  bezw.  leicht  berechnet 
werden  kOxmen : 

a,  b,  C(5.Fig.  4). 

In  einer  köiperlictieu  Ecke,  deren  eine 
Kante  von  dem  nacli  dem  hetrelleiiden 
Punkte  iieheuden  liadius,  (kn  ii  zweite  von 
der  in  diesem  Punkte  an  den  ivreis  gezoge- 
nen Taugente  und  deren  dritte  von  der  Ver- 
titcilen  jzebildet  wird,  ist  diejenige  Seite, 
weiche  von  H^dius  und  Tangente  eingeschlossen  wird  (b  in 
Fig.  V:,  gleich  90",  für  die  andere  Seile,  die  vom  Radius  und 
der  Yerlicalen  begrenzt  wird  (a  in  Fig.  4j,  giii  die  Gleidiung: 

006  o  a     sin  a  OOS  j^,  *) 

Der  Winkel  (C),  welchen  diese  Seiten  mit  einander  ein- 
scbliessen,  lässt  sich  auf  folgende  Weise  berechnen: 

tg  c  -  -  ^  . 

"  sin  ^ 

Bieraus  ergiebt  sich  für  die  Seite  c  die  Gleichung 

cos  c  B  sin  a  sin  ß. 

Nun  ist  aber  c  der  Winkel,  welchen  die  Tnncenie  mit 
der  Verticalen  l)ildet.  Nennen  wir  den  Winkel .  welchen  die* 
selbe  mit  der  Honzonuden  bildet,      so  gilt  natürlich: 

sin  ^  SB  sin  a  sin 
Hieraus  ergibt  sich  für  ß  ss  0^ 

sin  /  SS  0 
Y  =  0»; 


Sin  7  SS  sin  er 

y  —  «; 

sin  '/  =  0 
y  =  0\ 


*,  (jenauerc  Aus>fuhrung  ila-ser  lierechnungen  siehe  im  Anhange. 
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Hiorinil  ist  nun  zwar  eine  exacle  Bestirainung  des  Winkels 
irei^eben,  welchen  die  ieweilice  Tangente  mit  der  Uorizutilaien 
bildet,  aber  eine  fienaue  Angahe  daillber.  wir  ]»el  dor  verschie- 
denen NeiLMtnL'  der  einzelnen  Partieen  gegen  den  Ilorizont  die 
WirkiiiiL'  (In  Sc  hwerkraft  sich  gestaltet,  ist  vorerst  nicht  mög- 
lich. I'.s  isi  jedoch  so  viel  von  vornherein  klar  und  anrh  durch 
frühere  Anii;il)cn  bestätiizt .  dass  l>ei  einem  orthotropon  ür^an 
die  Schwerkraft  dann  am  stärksten  wirken  wird,  wenn  dessen 
Längsachse  horizontal  liegt,  dass  ferner  bei  schiefer  Lage  der- 
selben zum  Horizonte  eine  schwächere,  bei  veriicaler  Stellung 
Uberhaupt  keine  oder  nur  eine  sehr  geringe  hier  zu  vernaeb* 
lässigende  Wirkung  stattfindet*].  Daraus  geht  hervor,  dasB 
in  dein  vorliegenden  Falle  die  stärkste  KrUmmang  an  den- 
jenigen Stellen  eintreten  wird,  an  welchen  die  Tangente  hori^ 
zontal  liegt,  die  schwächste  dagegen  an  dem  Punkte,  an  welchem 
der  Neigungswinkel  der  Tangente  mit  dem  der  Krümmuoga- 
ebene  zusamnienftlUt;  es  wird  also  der  Badius  dergeotropiscben 
Krümmung  im  ersten  Quadranten  zu-,  im  zweiten  abnebmen. 
Da  wir  jedoch  den  Verlauf  dieser  Zu-  und  Abnahme  rein 
mathematisch  nicht  bestimmen  kttnnen,  so  ist  auch  eine  exaett 
Betrachtung  der  dabei  eintretenden  Veränderungen  ausge- 
schlossen. 

Man  wird  dem  wahren  Sachverhalt  ziemlich  nahe  kommen, 
wenn  man  annimmt,  dass  diese  Zu-  bezw.  Abnahme  der  geo- 
tropischen  Wirkung  in  einer  gewissen  Zeiteinheit  proportioosi 
dem  Cosinus  des  Neigungswinkels  erfolge;  aber. ich  stimm« 
Sachs  **)  vollkommen  bei,  wenn  er  betreffs  dieser  Frage  sieh 
folgendermassen  äussert:  »Damit  ist  jedoch  nicht  gesagt,  das6 
die  krümmende  Wirkung  an  einem  gegebenen  geotropischeo 
Organe  einfach  proportional  sei  dem  Werth  G  sin  /;***  viel- 
mehr konnte  die  krtlmmende  Wirkung  rascher  oder  langsamer 
abnehmen  als  dieser  Wt  i  ih  .  x 

Es  wird  tlberhaupt  schwer  sein,  derartige  VerUndenmgen, 


Vergl.  Elfvix.  .  Beiträge  zur  kenalniss  der  j)ii)siol.  Einwirkung: 
iier  Schwerkraft  auf  die  Pflanzen,  Acta  Soc.  Scieni.  Fenn.  T.  XII  und 
Schwarz,  Binßuas  der  Schwerkraft  auf  das  Längen wachsthum  der  Pflao* 
zeiif  UnlersuebuDgen  des  Bot.  Inst»  su  Tübingen  I,  Bd.  Heft  4. 
**;  Arbeiten  d.  Bot.  Instiluls  in  Würzbiirg  II.  Bd.  S.  2  40. 
***]  y  bedeutet  hier  den  Winkel,  welchen  das  betreffende  Organ  mit 
der  Verticalen  macht. 
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n)it  der  J^ape  zimi  Horiz  mU  I)ezw.  zu  der  Richtung  der  einfal- 
lenden Lichtstr.ihlen  verbiiiuien  sind,  durch  eine  mathematische 
Formel  auszudrücken ,  tU  nn  die  individuellen  Schwankungen, 
die  dabei  jedenfaiis  in  ßetracbt  zu  ziehen  wären,  mUsslen  jede 
ailgemeine  Formel  unsicher  machen. 

rebrifzens  lässt  sich  für  unseren  Fall  immerhin  das  mit 
Sicherheit  behaupten,  dass  sich  bei  kuner  Einwirkung  der 
Sehwerkraft  folgende  Veränderungen  andern  vorhandenen  Kreis- 
bogen voilzieben  werden.  Nehmen  wir  an,  die  Krtlmmnng  stelle 
einen  Uaibkeis  dar,  dessen  begrenzende  Radien  in  der  zur 
Krtimmungsebene  senkrechten  Vertiealebene  liegen,  so  werden 
in  diesem  Falle  an  den  oberen  und  unteren  Panieen  schwache 
Rrttmmungen  eintreten,  wahrend  die  mittleren  Partieen  fast  un- 
veründert  bleiben.  Es  entsteht  In  Folge  dessen  eine  eomplicirte 
Raumcurve,  deren  matbematiaohe  Disoossion-  aus  den  oben  an- 
gegebenen Gründen  unterbleiben  muss.  Man  kann  sieh  jedoch 
leicht  eine  räumliche  Vorstellung  dieser  Gurve  verschaffen,  wenn 
man  an  einem  bogenfbrmigen  Bleimbrcben  die  geschilderten 
Krümmungen  ausführt.  Es  gelangt  dabei  der  mittlere  Theil  in 
eme  fast  verticale  Stellung  und  cKe  obere  Partie  wird  in  der 
Weise  verändert,  dass  die  Concavitfit  der  Krttmmung  annähernd 
nach  oben  su  liegen  kommt.  Zugleich  wird  aber  die  Entfernung 
der  beiden  Endpunkte  des  früheren  Halbkreises  in  der  Hori- 
zontalprojection  eine  geringere,  so  dass  also,  wenn  zwischen 
denselben  eine  Stütze  sich  befände,  die  obere  Partie  an  jene 
»ngedrüi  kl  werden  würde,  vorausgesetzt,  dass  der  uiUere  End- 
punkt der  Krttmnmu^  an  derselben  Steile  wie  früher  ver- 
bleibt. 

In  der  schon  mehrfach  erw.ihnten  voiirtuligen  iMittheilung 
m  den  Der.  d.  Dt*üiseh.  Bot.  Ges.  habe  ich  darauf  hinsewiesen. 
dass  mit  dem  el)en  angedeuteten  Verlauf  der  KHJiiinuine  auch 
zugleich  eine  wirkliche  Torsion  und  zwar  eine  homodrome  ver~ 
hunden  sein  knnnc,  und  zwar  deshalb,  weil  die  am  stärksten 
wnchsende  Zone  ilhnlich  wie  eine  honiodrom  verl.mf^Mide  Sclirau- 
iienlinie  um  das  betreffende  Oman  herunmehe.  Ich  habe  dan)als 
<ier  Einfachheit  halber  den  Ausdruck  »homodrome  Schrauben- 
linie« gewählt,  doch  ist  natürlich,  wie  aus  den  obigen  Erörte- 
rungen sofort  hervorgeht,  jener  Ausdruck  nicht  ganz  richtig, 
denn  es  bildet  diese  Partie  In  der  That  eine  andere  Curre, 
deren  genaue  Discussion  zwar  möglich  ist,  alier  keine  weitere 
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Bedeutiiü^  hat.  da  exacte  Folgerungen  daraus  docli  aichl  ge- 
wonnen werden  können. 

Der  Betrag  dieser  honiotlrunieu  Torsion ,  wenn  eine  solche 
überhaupt  eintritt,  muss  jedoch  naturgemäss  ein  so  geringer 
sein,  dass  rr  für  unsere  Belrachtunfien  von  gar  keiner  Bedeu- 
tung ist;  denn  die  weseniiiehen  VerändiM  iingen ,  di<'  (iurch  den 
Geotropismus  hierbei  hervorgeruten  wertien,  sind  Krümmungen 
in  versffncdoiun  Ebenen.  Auch  habe  ich  sehen  im  I.  Theil 
naher  dargelegt,  dass  jene  mögliche^}  Torsionen  durchaus  nichts 
zu  thun  haben  mit  den  starken  homodronien  Torsionen,  die  stets 
an  frei  nutirenden  Enden  windender  Pflanzen  auftreten.  (Yergi. 
oben  S.  181  d.  Jahrgangs         Sitiung  vom  Nov.) 


Es  dttrfte  nicht  überflüssig  erseheinen,  die  im  Vorstehenden 
avslühriich  wiedergegebenen  theoretiseben  Belracbtungen  kun 
zn  recapituliren. 

Zunächst  wurden  diejenigen  Veränderungen  eines  kreis- 
förmig gekrttmmten  Organs  erörtert,  welche  eintreten,  wenn 
die  Krttmmungsebene  horisontal  liegt;  es  wurde  dabei  geteigl, 
dass  in  Folge  des  negativen  Geotropismus  wiederum  eine  kreis- 
filrmige  Krümmung  entstehen  mttsse,  deren  Radius  kleiner  und 
deren  Ebene  unter  einem  spitsen  Winkel  sur  Horlsontaleu  ge> 
neigt  ist.  Es  wurden  femer  die  dabei  auftretenden  Versohie» 
bungen  der  einseinen  Quersebnittscbeiben,  bezw.  die  sobeia-* 
bare  antidrome  Torsion  gegen  den  Horiiont  genau  berechnet. 
Hiermit  war  jedoch  nur  eine  Klarlegung  derjenigen  Verttnde- 
rungen  gegeben  ^  welche  nach  einer  gewissen  Zeit  in  der  Lage 
des  Organs  eintraten.  Sobald  jene  Verftnderungen  voUsogen 
waren,  wurde  das  nun  vorliegende  Problem  —  die  weitere  Ein- 
wirkung der  Schwerkraft  in  demselben  Sinne  vorausgesetzt  — 
ein  wesentlich  anderes.  Es  handelte  sich  jetzt  nicht  mehr  um 
ein  in  horizontaler  Eliene  ^lekrümmtes  Organ,  sondern  um  eine^, 
dessen  Ki Uunumii^  zwar  gleichfalls  eine  kreisförmige,  dessen 
KrUmmungsebene  aber  gegen  den  Horizont  geneigt  war.  Die 
Betrachtung  der  nunmehr  eintretenden  Veränderungen  konnte 
allerdings  aus  bestimmten  GrUnden  nicht  mit  dersell^en  matJie- 
matisehen  Genauigkeit  wie  die  V(»rieen  ausL'efdhrt  werden, 
inunerlun  aber  wurde  gezeigt .  dass  unter  diesen  Verit  dtnissen 
die  Längsachse  des  Organs  eine  complicirte  Raumcurve  bjide^ 
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bei  welcher  in  der  Horiiontalprojection  die  Entfernung  der  End* 
ponkte  des  ursprUDglich  vorhandenen  Halbkreises  eine  gerin- 
gere werde. 

Es  erttbrigl  nun  noch,  älinKche  Untersuchungen  antnstellen 

für  die  beiden  Fälle,  wo  die  ursprünglich  vorhandene  KrUm- 

muiii:  eine  beliebijze  el)eneCurve  oder  eine  Schraubenlinie  dar» 
stellt.  Dies  inö^e  iui  folgenden  Paragraphen  geschehen. 

WlrküDgr  dos  otroplsinns  an  erekrllmmteii  Orcranen,  deren  LSn^> 
aehwB  ela«  beliebige  ebene  Carre  o4er  eine  ^kbraBbenlinie  bUden. 

Nach  den  im  §  \  gegebenen  theoretischen  Erörterun- 
gen liisst  sich  iHii^efiiljr  eine  Noi^U'üuug  gewinnen,  in  uel- 
chor  Weise  die  Laue  eines  in  horizontaler  Ebene  kreistor- 
ijiiiz  iiekrllniniten  wachsthnmsflJhiüen  Internodiums  in  Folge 
der  hinzukommenden  geotropischen  KHlnmuingen  veritnderf 
wird.  Es  ist  nun  selbstverständlich  und  im  Vorhergehen- 
den auch  schon  mehrfach  angedeutet,  dass  solche  rein 
theoretische  Erwägungen  nicht  sofort  auf  die  Vorgänge ,  die 
sieh  beim  Umwinden  einer  Stütze  abspielen ,  anwenden  las- 
sen; denn  die  gewonnenen  BesuUate  beruhen  auf  ganz  be- 
stimmten Voraussetzungen,  welche  in  dieser  mathematischen 
Form  niemals  genau  den  thatsäohllclien  Verhältnissen  in  der 
Pflanse  entsprechen.  Dieser  Umstand^  weicher  immer  eintritt, 
wenn  man  physiologische  Probleme  soweit  vereinfacht,  dass 
man  einer  LÖsung  derselben  auf  mathematischem  Wege  näher 
in  kommen  vermag,  darf  zwar  niemaU  Veranlassung  sein,  die 
auf  jenem  Wege  gewonnenen  Resultate  von  vornherein  als 
werthlos  zu  betrachten,  wohl  aber  muss  er  stets  die  Veranlas- 
song  geben,  weitere  Untersuchungen  anzustellen  Uber  die  Frage. 
Sind  die  in  der  Pflanze  gegebenen,  von  jenen  Voraussetzungen 
abweichenden,  Verbaltnisse  derart,  dass  sie  eine  wesentliche 
Aeaderung  der  durch  ezacte  Betrachtungen  erreichten  Resultate 
berfoeiftthren  können?  MUsste  man  diese  Frage  in  unserem  spe- 
ciellen  Falle  bejahen,  dann  wären  allerdings  die  im  §  1  gege- 
benen Berechnuntien  nichts  als  ein  unnützes  Spiel  mit  malhe- 
muligchen  Ausdrücken  und  ohne  jede  Bedeutuui:  fUr  die  Er- 
klärung der  beim  Winden  stalltindenden  Bewegungen.    Es  ist 
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also  Tor  Allem  nachzoweisen^  dass  die  in  der  POaose  gegebenea 
Abweichungen  in  der  Thei  keine  wesentliche  Verfinderang 
jener  theoretischen  Erwa gangen  bedingen.  Was  als  das  Westmt" 
liehe  der  letzteren  tu  betrachten  ist,  habe  ich  am  Schlüsse  des 

vorii^en  Pamgraphen  xusammengeslellt. 

Zunächst  ist  klar,  dass  die  zuerst  vorhandene  KrUmmung 
wohl  niemals  gtiiau  einen  Kreisbot^en,  sondern  eine  andere 
ebene  Curve  oder  auch  eine  Schraubenlinie  von  sehr  eerinifer 
Neigung  oder  schliesslich  iriznul  eine  andere  der  leUteren  .tliti- 
liche  Hauiiu  iii  ve  tiarstelleii  w  ird.  In  der  Aiehrzahl  der  Fülle 
aber  wird  die  AI»N^clchiin;-:  vntn  Kreise  eine  so  geringe  sein, 
i1j>s  die  oben  uefiiiuleneu  WCi  lijo  für  den  Radius  der  resul- 
tir<Mi«l»'ii  ki-ilriniuinu.  fiii"  (len  Nt-iiiuniisw inkei  der*  Kiilrunrnngs- 
eljcuc  untl  für  die  sc  lH'iidt.ire  ilreluing  oJme  jjrossen  Fehler  ihre 
Gültigkeit  ijehalt(Mi  werden. 

Ganz  [iHi^emein  lielrachlet  wird  für  je<le  eheiie  Curve, 
deren  kriiuiuiungsradius  nicht  coostant  isly  Folgendes  gelten. 
In  der  Gleichung : 


giljt  o  das  Maass  tler  liinzuktuimienden  geotropisclieu  Krümmung 
an,  o,  da|:e:-:eu  das  Maa^s  der  vorhandenen  Krüiiiriiuog.  Ist  nun 
die  let/.lere  ein  Kreis,  so  bleibt  natdrüch  {),  coiKslaul,  ist  dieselbe 
aber  eine  andf  ie  ebene  Curve,  so  wird  (>,  variabel,  sofern  es  den 
Werth  des  Krüniinungsradius  filr  die  einzelnen  Funkte  der 
Curve  bezeichnet.  Es  ist  nun  erlaubt,  dass  man  jedes  kleinste 
Bogenelement  derselben  als  einen  Kreisbogen  betrachtet,  dessen 
Badius  gleich  dem  zugehörigen  Krümmungsradius  ist,  also  bei 
den  succossiven  Bogenelement en  entweder  wächst  oder  ab- 
nimnjl.  Lüsst  man  in  jener  Gleichung  q,  sich  verändern,  so 
wird  sich  auch  der  Werth  für  ^„  verandern  und  zwar  gleich- 
sinnig, d.  h.  wenn  abnimmt,  wird  auch  q„  kleiner  werden, 
und  umgekehrt.  Femer  gehl  aus  der  oben  gefundenenen 
Gleichung. 


hervor,  dass  die  Krttmmungsebenen  sweter  successiver  Bogen- 
elemente  der  resultirenden  Krümmung  verschiedene  Winkel 

mit  der  liorizontalebene  bilden,  denn  bei  constanteui  ^  wird 
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mit  wachsenden  ^,  der  Winkel  er  grosser,  im  umgekehrten  Falte 
kleiner  werden.  Es  ronss  demnach  die  entstehende  Cnrve  eine 
Raumcurve  sein ,  denn  je  zwei  snocessive  Krttmninngsebenen 
fallen  nicht  zusammen ,  sondern  bilden  einen  Winkel  mitein- 
ander. 

Während  also  der  Werth  von  {)„ ,  welcher  sich  für  jeden 
Punkt  einer  belieltiiitn  ebenen  Curve  leicht  berechnen  lassl, 
das  Müdss  der  ersten  Kriimmtnir/  ^\^'\'  resiiltirenden  Raumcune 
darstellt,  würde  jener  Winkel,  den  die  krümiminL'sebenen  zweier 
aufeinander  folgender  Boaeneleinente  mit  etn.indi  r  einschliessen, 
'las  JUaass  der  zireih'n  h'rihnrnung  abgeben,  und  ;iiis  diesen  bei- 
den Werlhen  könnte  die  Gleichung  der  Curve  selbst  erhaiteo 
werden. 

Es  würde  nun  vollkommen  Überflüssig  sein,  diese  Rorccli- 
nuDüen.  deren  GanL'  im  Vorstehenden  allcienioin  nnucHieutet 
wurde,  hier  wirklich  .luszufuhren ,  denn  wir  würden  dadurch 
nichts  wesentlich  Anderes  erfahren,  als  was  sich  durch  folgende 
einfache  Ueberlegungen  ergibt. 

Aus  der  Gleichung  (8)  geht  sofort  hervor,  dass  (f„  stets 
kleiner  als  sein  muss ,  dass  also  die  resuitirende  Cnrve  fttr 
jeden  Punkt  eine  stärkere  Krümmung  besitzt  als  die  zuerst  vor- 
handene ;  aus  Gleichung  (3)  ergibt  sich,  was  schon  oben  er- 
ahnt wurde,  dass  nU  ml  ich  der  Neigungswinkel  der  einzelnen 
Bogenelemente  der  resultirenden  Curve  gegen  den  Horizont  mit 
»mehmendem  ^,  wachsen,  mit  abnehmendem  ^,  kleiner  werden 
wird ;  da  aber  die  Verschiebung  Je  zweier  successiver  Bogen- 
elemente gegen  den  Horizont,  mit  anderen  Worten :  die  schein- 
bare antidrome  Torsion,  von  der  GrOsse  des  Winkels  a  abhängig 
ist,  so  muss  auch  diese  sich  gleichsinnig  mit  dem  Werthe  von  o 
bezw.  von  verttndern. 

Aus  dem  Gesagten  ergibt  sich  für  unsere  Frage  das  wich- 
tige Resultat,  dass  bei  jeder  beliebigen  ebenen  Curve  unter  den  * 
gegebenen  Verhältnissen  im  Wesentlichen  ganz  ähnliche  Ver- 
Ünderungen  eintreten  wie  beim  Kreise,  nur  entstehen  dabei 
nicht  wiederum  ebene  Curven,  sondern  solche  von  doppelter 
Krümmung.  Vielleicht  dürfte  ein  Beispiel  dazu  dienen,  dieses 
Resultat  etwas  anschanlichcr  zu  uhichen. 

Die  Abweichungen  vom  Kreise  sind  bei  nutirenden  Spross- 
enden, die  durch  irucnd  welche  l'f?!^(  in(i*^  in  liorizonlale  \.i\iiv 
gelangen,  gewbhuiich  derart,  dass  durch  Verschiedenheil  der 
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Waehsthunisintensität  eine  spiralige  Krttmmung  entoleht.  Neh- 
men wir  also  an ,  die  gegebene  Krttmmung  sei  eine  beliebige 
Spirale  und  deren  Gleiefaung : 

so  Itfsat  siob  daraus,  in  hier  nicht  weiter  zu  erörternder  Weise. 

für  jeden  Punkt  der  Cur\'e  der  Werth  für  Qt  berechnen.  Es 
liegt  nun  in  der  Nalur  der  Spiralen,  dass  der  Wertli  des  Krüm- 
mungsradius vom  Anfang  der  Spirale  an  entweder  stelig  zu- 
oder  abnimmt,  damit  ist  iiülliwendij^erweise  verijuudcu.  dass 
bei  hinzukommender  geotropischer Krüniinunu  sowohl  derWin- 
kel  «  stetii;  zu-  oder  abiumint ,  als  auch  die  Quanlitiil  der 
scheinbaren  antidronieii  Torsion  eines  Organs,  (iessen  Länss- 
achse  jene  Curve  bildet,  im  gleichen  Sinne  wie  a  sich  ver- 
ändert. 

Man  kami  sich  die  bewepunsen,  die  dabei  ausj^etülirl  wer- 
den, auf  loJiiende  Weise  an  einem  Mo«iell  klar  machen  :  Man 
zeichnet  auf  Papier  iri:en(l  eine  Spirale,  etwa  die  sog.  Archi- 
medische Spirale,  die  sich  leicht  conslruiren  lasst,  nebst  der 
dazu  gehörenden  Evolute ,  sodann  schneidet  man  das  von  l)ei- 
den  Curven  begrenite  StUck  Papier  aus  und  rolil  dasselbe  in 
der  Weise  zusammen,  dass  die  Biegung  immer  um  den  Krlio)- 
mungsradius  als  Achse  und  iwtw  um  einen  oonstanten  Winkel 
erfolgt.  Man  erhalt  dadureii  eine  Fldcbei  die  von  zwei  Curven 
begrenzt  wird :  die  eine  ist  jene  Bvolute,  die  andere  stelii  die- 
jenige Raunicurve  dar,  welche  aus  der  früher  vorhandenen 
Spirale  durch  die  hinzugekommene  mechanische  Krtlmmaog 
entstanden  ist.  Man  siebt  an  einem  solchen  Modell  sofort,  dass 
die  Krttmmung  der  resuHirenden  Gurve  in  allen  Tbeilen  eine 
stärkere  ist,  und  dass  sie  allmttlig  immer  steller  aufsteigt,  d.  b. 
dass  die  Neigungswinkel,  die  ihre  suceessiven  KrOmmungs- 
•  ebenen  mit  dem  Horizont  bilden,  immer  mehr  sich  einem  Eeob- 
ten  ntthem. 

Nachdem  im  Vorsiehenden  gezeigt  worden  ist,  dass  bei 
anderen  ebenen  Curven,  die  hier  in  Betracht  kommen  konnteih 
toesen/Zie^e  Abweichungen  von  den  froher  unter  Zugrundelegung 

der  kreisförmigen  Krümmung  erhaltenen  Resultaten  nicht  ein- 
treten,  möge  noch  kurz  der  Fall  erörtert  werden,  wo  nicht 
eine  ebene  (^urve,  sondern  eine  Schraubenlinie  vorlie^l.  Ys 
kaiui  aus  gleich  /u  erOrlerndeu  Gründen  hier  nur  der  specielie 
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Fall  Interesse  gewähren,  in  welchem  d\e  Aciise  der  Schrauben- 
linie verlical  steht.  Es  ist  niimlich  nur  unter  dieser  letzteren 
Voraussetzung  eine  exacte  Betrachtung  möglich,  denn  nur  so 
hildet  jeder  Theil  dei*  Schraubenlinie  mit  der  Hurizünlalen  den- 
selben Wiiikel  und  vs  wird  desh  tll)  die  Wirkung  des  Geotro- 
pismus auch  in  allen  Theilcn  eine  gleichmassiuf'  sein;  aller- 
(lincs  nur  unter  der  VoraussetzunL' .  dass  die  Empfindlichkeit 
gegen  die  EinwirkuDg  der  Schwerkraft  auch  iU^erali  die 
gleiche  ist. 

Einige  einfache  Ueberlegangen  zeigen,  welcher  Art  die 
Veiündeningen  sind,  die  unter  diesen  tJmsUlnden  eintreten 
iDllssen.  Zunächst  ist  klar,  dass  die  resultirende  Curve  wiede- 
mm  eine  Schraubenlinie  sein  wird,  denn  die  Gonstanz  der  bei- 
den Krttinroungsradien  wird  durch  die  Einwirkung  der  Schwer- 
kraft nichl  geändert.  Wohl  aber  werden  diese  beiden  Radien 
kleiner  weisen,  denn  die  geotropische  Krümmung  bedingt  zu- 
Dächst,  dass  der  Radius  der  zweiton  Krümmung  kleiner  wird, 
damit  ist  aber  nothwendigerweise  auch  ein  Kleinerwerden  des 
Radius  der  ersten  Krümmung  verbunden. 

Die  resuitirenile  Schraubenlinie  w  ird  demnach  enfzere  Win- 
düngen  haben  als  die  zuerst  vorhandene.  Ausserdem  wird  die 
Achse  derselben  schief  gegen  den  Horizont  geneigt  sein  und  der 
Cylinder,  auf  welchem  sie  verläuft,  wird  einen  kleineren  Radius 
besitzen  als  derjenige ,  auf  w^elchem  die  ursprüngliche  Curve 
verlief. 

Ist  die  Schraubenlinie  von  sehr  geringer  Neigung,  so  kann 
man  ohne  grossen  Fehler  die  oben  für  den  Kreis  und  andere 
ebene  Curven  gegebenen  Betrachtungen  anwenden.  Hat  man 
es  dagegen  mit  den  obersten  noch  wachsthumsfähigen  Intemo- 
dien  zu  thun,  welche  bereits  Schraubenwindungen  um  die 
SittUe  gebildet  haben ,  so  erfordern  die  Verhältnisse  eine  be- 
aondere  Betraditung.  Es  würde  hier  zu  weit  führen,  wollte 
ich  in  ähnlidier  Weise,  wie  dies  für  den  Kreis  geschehen ,  die 
Berechnungen  für  die  Schraubenlinie  allgemein  durchfuhren ; 
es  mögen  deshalb  obige  Andeutungen  Uber  die  Veriinderuugen 
der  Krüiiiiiiungsradien  und  die  Lage  des  Gylinders  genügen. 
Man  kann  sich  von  deren  Richtigkeit  sehr  leicht  an  einem  Mo- 
dell aus  Bleidraht  oder  auch  an  einer  windenden  l'll.mzf  direct 
Uberzeugeo,  wenn  mau  die  obersten  Windungen  von  der  Stutze 
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sorgfaltig  ablttst.  Mau  bemerkt  dann  sofort,  dasi»  jene  Verün- 
derunj^en  eintreten.  ' 

Fdr  die  Mech.niik  dos  Wiiulens  ist  dieser  letztere  Fall  von 
iiei  inj-r  ror  Bedeutuüj^,  denn  es  häudelt  sich  dabei  um  fast  fer- 
tige Windungen. 

Hiermit  seien  die  theort'lisrhen  Krlirterunsen  Üh^r  den 
Einfluss  des  nouotiven  Geotropismus  auf  bereits  gekrümmte 
Organe  al)geöcidossen. 

Allerdings  konnten  —  wie  diosln'i  oiner  oxacteuBehaiidlunp 
der  \orliegenden  Frage  nicht  anders  möglich  war  —  nur  die 
einfaclisleo  Fülle  BerUcksIchtiiruug  ünden,  immerhin  abergiaube 
ich  j  das9  die  im  Yorstehendon  gewonnenen  Resultate  es  erm(Sg- 
liehen,  auch  von  den  eomplicirteren  Bewegungen,  wie  sie  ein 
windender  Spross  ausfuhrt)  eine  klarere  Vorslelliinc  zu  gewin- 
nen, als  dies  durch  die  blosse  Beobachtung  und  Beschreibung 
jener  Vorgänge  erreicht  werden  konnte.  Denn  es  ist  zweifellos, 
dass  ein  richtiges  Verständniss  der  Nutationsbewegungen  nur 
dann  mdgUch  wird,  wenn  die  verschiedenen  Torsionserscfaei- 
nungen  und  vor  Allem  ihre  rein  geometrischen  Beziehungen  zu 
den  auftretenden  Krümmungen  in  exacter  Weise  betrachtet  wer- 
den. Wie  nothwendig  eine  solche  Untersuchung  ist,  das  zeigen 
am  besten  die  kritischen  Bemerkungen  tm  L  Theile  der  vorlie- 
genden Arl)eit ;  denn  wir  sahen  dort,  dass  gerade  Qber  diese 
Fragen  die  merkwürdigsten  Anschauungen  von  den  verschie- 
denen Forschem ,  die  sich  mit  dem  Winden  der  Pflanzen  be* 
schäftigten.  geäussert  worden  sind.  Nur  Scmk-snnKKEft  hat,  wie 
in  manchen  anderen  Dingen,  auch  hier  zuerst  eine  solche  exacle 
Betraclilungsweise  angebahnt;  er  hat  jedoch  nur  diejenigen 
Torsionsorsrheinungen  erürlert.  welche  mit  der  schrauhenlini- 
iien  Ki  ununung  eines  cylindri.selien  Orcans  im  /u-^iuiiiuciiliance 
stehen  und  diojenij:cn,  w("l<'he  durch  den  W  i(iei\sumd.  den  die 
Stütze  den  Bewecunseu  des  Sj)rosses  entgegcnselzl .  l)edinct 
werden.  I)i<*  Hedeulung  des  Geotropismus  liat  S(;nwF\i(KNtR 
zwar  im  Allgemeinen  i-iehtiiz  ei'kannt.  nhcr  dei- Versueh.  welcher 
seiner  AnscIianunL'  nach  jenen  Eintluss  liess eisen  sollte,  hnl 
durch  (Wo  rntersueliungen  Baranetzky's  seine  BeN\eiskraf(  ver- 
loren. Ms  nmsste  demnae!i  auf  einem  anderen  Wege  der  Naeh- 
weis  gefiüirt  werden,  dass  der  negative  Geotropismus  ein  inle- 
grirender  Factor  bei  dem  Zustandekommen  von  Schrauben- 
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\viudün<:en  sei.  Dass  durcli  den  Kmlluss  der  Schwerkraft  die 
NutalionsbeNvecungen  unter  gewissen  Umstanden  bedeutend 
tnodificirl  werdf^n  können  .  das  w;ir  von  vornherein  kinr  und 
auch  Baranitzky  erkannte  dies  bei  seinen  Versuchen  sofort;  aber 
er  sing  zu  weit,  wenn  er  nun  auf  Grund  dieser  Versuche  die 
Ann;ihme  niachle,  dnss  bei  hoi'izonlaler  Laue  des  Sprosses  nirlil 
iiu  hl  il'n'  normale  (  ircuinnutation  statttnnli».  sondern  an  Stelle 
diosci  die  siiii.  transversa h'  Krtaiinumi/ eintrete.  Hätte  sieh 
BARAr«iKT7KY  für  dieseu  specioilen  Fall  das  Zusnninieuwirken 
der  iieotropisehen  und  NutationskrUniinunpen  vollständic  klar 
semacht.  so  w  ürde  er  nicht  genöthigt  gewesen  sein,  jene  ei^^en- 
thUmliche  krUmmung  als  etwas  Besonderes  hinzustelien. 

Das,  was  er  »transversale  KrUmmung«  Dennt,  bedeutet  in 
der  Thal  nichto  Anderes,  als  die  aus  dem  ZusammeDVrtrkeD  von 
Geotropismus  und  Nutation  resultirenden  Bewegungen.  Um 
den  Beweis  für  diese  Behauptung  zu  er))ringen,  waren  zunüohst 
die  oben  gegebenen  mathematischen  Betrachtungen  unbedingt 
nothw  endig.  Es  wird  nun  weiterhin  m  erltrtem  sein,  in  wel** 
eher  Weise  diese  resultirenden  Bewegungen  in  der  Pflanse  siob 
darstellen  and  welche  Rolle  sie  beim  Umwinden  einer  Stittze 
spielen. 

§3. 

Zasammeuwirkeu  von  ^utatiuii  uuU  uegativcm  Oeotroplämus. 

Wenn  das  nutirende  Sprossende  aofredht  steht,  so  werden 
die  Bewegungen  in  der  allbekannten  Weise  ansgefttbrt.  Die 
Spilxe  beschreibt  iin  Verlaufe  eines  Nutationsumganges  annäh- 
ernd einen  Kreis ,  dessen  Mittelpunkt  in  die  Verlängerung  der 
Längsachse  des  vertiealstehenden  Stengels  fallt.  Hierbei  bleibt 
also  jede  Lanizszone  uiii:»  l  du  uJeieh  lantie  nach  unten  gekehrt, 
vorausgesetzt,  dass  die  .\uiaiion  yleichinUssig  verlaufe;  es  kann 
viebhali)  eine  Verandeninii  der  Bewegungen  durch  den  negativen 
Geotropismus  nicht  hei heii^elührt  werden:  denn  die  Wirkun- 
gen .  die  auf  jede  Lan^^szone  durcli  den  h'tzteren  gleichraUssig 
ausgeübt  werden,  müssen  sicli  iieiienseiLig  auliitdien. 

Ganz  anders  wird  sieli  dagegen  die  Sache  verhallen,  wenn 
die  Be\\c'L:ungen  lier  obersten  Fartieen  nicht  um  eine  vei  ticale, 
sondern  um  eine  horisontale  oder  gegen  den  Uorizoul  geneigte 
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Achse  erfolgen.  Hierbei  kann  die  Wirkung  des  negativen  Geo* 
tropismos  nicht  auf  allen  Ltfngssonen  eine  gieidunässige  sein; 
es  müssen  deshalb  su  den  NulationskraromungeD  noch  geotro- 
pisdie  hinsukommen.  Je  nach  der  Lage  jener  Achse  werden 
die  leuteren  jedoch  verschieden  sein*  Nehmen  wir  nmacbst 
den  einfachsten  Fall,  nflmlioh  denjenigen,  in  welchem  die 
Längsachse  des  Stengels  horizontal  liegt. 

Bringt  man  ein  nulirendt'S  Sprossende,  das  bisher  aufrecht 
Stande  also  syuiiiietrische  >utationsbe\vejiUDgen  ausführte,  in 
hori^oniaie  Latze,  so  ist  nun  zunächst  nicht  ganz  gleichgiillig, 
welche  Stellung  die  augeubiickliche  NutationskrUmmuug  gegen 
den  Horizont  einnimmt. 

Es  sind  detnnacii  uieiirere  Mötzhchkeiten  zu  berücksich- 
tigen. Zunächst  nio.ue  der  specielic  Fall  l)etrachlet  werden, 
in  welchem  die  Krünmmngsebene  veriical  steht  und  die  Con- 
cavität  der  Ki  üinmung  nach  oben  gcrii  htet  ist.  Wird  in  dieser 
KaL'e  das  nulirende  Sprossende  nn  einem  niciit  zu  weit  von  der 
Spitze  entfernt  liegenden  Punkte  in  irijend  einer  Weise  be- 
festigt, so  dass  die  Bewegungen  der  weiter  rückwärts  liegenden 
Partie  des  Stengels  keinen  Einfluss  auf  die  Lagenveränderungen 
der  freien  Iniernodien  ausüben  können  und  das  Eigengewicht 
der  letzteren  nicht  gerade  störend  einwirken  kann  j  so  lassen 
sich  bei  lebhaft  wachsenden  Pflanzen  während  eines  Nuta» 
tionsumganges  folgende  Bewegungen  beobachten. 

Es  möge  bei  der  Beschreibung  derselben  gestattet  sein, 
jeden  \  Umlauf  der  Nutation^  also  die  Zeit,  in  welcher  das  stär- 
kere Ausdehnungsbestreben  um  90<>  fortwandert»  als  eine  Phase 
der  Nutation  su  bezeichnen.  Baiavetzky  hat  diese  Beseiofanung 
ebenfalls  gebraucht  und  es  dient  dieselbe  jedenfalls  dazu,  die 
Darstellung  zu  erleichtem.  Geht  man  von  jener  Stellung  als 
Anfangspunkt  aus,  so  wird  nach  Verlauf  der  ersten  Phase  eine 
antidrome  Krümmung  eintreten.  Da  aber  wahrend  dieser  Zeit 
von  etwa  ^  oder  |  Stunde  in  der  dem  Befestigungspunkte  am 
nächsten  liegenden  Partie  (o — b  siehe  nebenstehende  Figur  B) 
dieselbe  Längszone  nach  unten  gekehrt  bleibt,  so  wird  bereiis 
während  dieser'  ersten  Nulationsphase  in  jener  Partie  eine 
schwache  geolropische  Krünimung  wenigstens  inducirt  werden. 
In  der  nun  folgenden  zweiten  Phase  wandelt  tillnuälig  das  stär- 
kere Ausdehnungsbestreben  auf  die  Oberseile  und  es  wtlrde 
dadurch  eine  Krümm uu|3  hervorgerufen  werden,  deren  Con- 
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eaTitill  nach  unten  gekehrt  Ist.  Diese  Krttmoinng  müsste  nach 
Ablaof  der  zweiten  Nntalionsphase  auftreten.  Nun  ist  aber 
bereits  während  der  ersten 
Phase  in  der  StreelLe  a—b 
eine  geotropisohe  Krttmnrang 
ioducirt  worden  und  diese 
Strecke  ist  auch  während  der 
zweiten  Phase  anni^heiiid  in 
derselben  f-agj  geblieben, 
wenigstens  insofern,  als  f  ist 
immer  dieselbe  Liingszone 
nach  unten  f^erichtel  war;  es 
umss  deshalb  nunniehr  be- 
reits eine  «iemlich  bedeu- 
»endp  ne,L:,Hiv  eeotropischc 
KriliiiTiiu sicli  bemerkbar 
machen.  Dieselbe  Hndet  aber 
in  entgegengesetztem  Sinne 
statt  wie  die  Nutationskrtimmung,  es  rotlssen  demnach  die  bei- 
den KrtUnnrangen  sieb  entweder  gegenseitig  aufheben  oder  eine 
die  andere  überwiegen.  Das  bis  jetzt  Gesagte  besieht  sich  je- 
doch nur  auf  die  Partie  a — 6.  Betraohtel  man  auch  die  Bewe- 
gungen, welche  die  Partieen  b — e  und  c—</ wahrend  der  ersten 
beiden  Phasen  ausführen,  so  ergibt  sitHix,  dass  die  erstere  [h—c) 
im  Anfonge  des  Versuchs  in  jedem  Ihrer  Punkte  einen  geringen 
Winkel  mit  der  Yertlcalen  bildet ,  der  in  einem  Punkte  sogar 
gleich  0^  Ist.  Bs  kann  demnach  auch  die  Einwirkung  der 
Schwerkraft  auf  diese  Partie  fast  gleich  Null  gesettt  werden. 
Aehnlloh  verhalt  es  sieh  mit  der  Partie  e^d;  diese  verändert 
ihre  Lage  wahrend  der  ersten  Phase  In  der  Welse,  dass  am 
Schlüsse  derselben  eine  Langsaone  nach  unten  gekehrt  Ist, 
weldie  von  derjenigen,  die  am  Anfang  des  Versuchs  jene  Lage 
einnahm,  um  90*  entfernt  ist.  Wahrend  des  Verlaufs  der  ersten 
Phase  kann  also  in  der  Strecke  h — d  kaum  eine  geotropische 
Krtlmmung  inducn  L  werden  und  dasselbe  gilt  auch  im  Wesent- 
lichen für  die  zweite  Phase.  Allerdings  ist  am  Schlüsse  der 
ersten  Phase  und  auch  schon  in  den  letzten  Stadien  derselben 
fast  dieselbe  Lüngszone  auf  der  ganzen  Ausdehnung  von  a — d 
nach  unten  gekehrt  und  dasselbe  tindel  auch  noch  am  Anfange 
der  zweiten  Phase  statt,  so  dass  auf  dieser  Partie  wohl  eine 
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schwache  Krttinmiing  durch  die  Einwirkung  der  Sehwerkraft 
inducirt  werden  kann ;  aber  dieser  Umstand  kann  die  Form  der 
am  Schlüsse  der  zweiten  Phase  vorluindenen  Krümmung  nur 
insofern  modificiren,  als  dadurch  nicht  bJos  in  der  Partie  a — b 
eine  Aufwtfrtskrttmmung  erfolgt ,  sondern  auch  in  b^d  eine 
schwache  geotropische  Krttmmung  der  Nulationskrümmung  ent« 
gegenwirkl. 

Der  Vollständigkeit  halber  sei  noch  erwähnt,  dass  während 
der  zweiten  Nutalionsphase  die  Bewegungen  nicht  mehr  als 
reine  NiitntionskrUminungen  zu  betraclileii  sind,  denn  wahrend 
des  Zciti.Hiiiios  von  etwa  einer  Stunde  nuiss  ii.iiuiiich  die  Partie 
(t — /)  bereits  eine  geotropische  AufwärtskriiiiHiiuiii:  zeifien. 
niusü  dt'iunach  \s  alireud  dieser  Phase  die  l^age  der  Rrunimuncs- 
ebene  in  der  Partie  h — d  schon  etwas  durch  die  scheinbare 
Torsion,  liie  wü Inend  dieser  Zeit  nach  den  obigen  theoretischen 
Erörterungen  als  eine  h(tn  uIk nie  sich  darstellt.  —  denn  sie 
findet  ja  an  einer  anlKlionieii  Ki  üiiim silaü,  —  niodificiit 
werdeFK  In  welcher  Weise  diese  Aenderung  erfolgt,  braucht 
hier  nicht  weiter  ausgefühi  l  zu  werden,  da  man  sowold  durch 
eine  einfache  l'eberlegung  als  aucli  durch  das  Experiment  leicht 
eine  Vorstellung  davon  gewinnen  kann.  Im  Lebrigen  ist  diese 
Veränderung  ftlr  unsere  Fra^e  von  nebensächlicher  Bedeutung. 

Eine  eingehendere  Betrachtung  erfordert  die  Form  der 
Krümmung,  die  am  Schlüsse  der  zw  eiten  Phase  eintreten  muss. 
Wie  schon  erwähnt,  kann  a  priori  diese  Krümmung  in  der  Partie 
a — 6  in  dreierlei  Weise  sich  gestalten:  entweder  heben  sieh 
Nutations-  und  geotropische  Krttmmung  gegenseitig  auf,  wenn 
die  Krümmungsradien  einander  gleich  sind,  oder  die  eine  Über- 
wiegt die  andere.  Der  erstere  Fall  durfte  wohl  kaum  einireien^ 
wenigstens  habe  ich  bei  meinen  Versuchen  niemals  eine  voll^ 
ständig  horizontale  Lage  der  Partie  o — 6  beobaobten  können; 
auch  die  Versuche  Baranitzey's  weisen  keinen  derartigen  Fall 
auf.  Es  muss  also  immer  der  Bad  ins  der  einen  Krümmung 
grosser  sein  als  der  der  andern  und  swar  ist  immer,  wenig- 
stens in  der  dem  Befestigungspunkte  am  nächsten  liegenden 
Partie  der  Strecke  a — 6,  der  Radius  der  Nutationskrttoiraattg 
grosser  als  der  der  geotropischen,  d.  h.  mit  anderen  Worten: 
es  kommt  eine  resuitirende  Krümmung  zu  Stande .  deren  Con- 
cavitäl  nach  oben  gekehrt  ist.  Dies  habe  ich  stets  durch  das 
Experiment  bestütigt  gelunden  und  die  BARAMiTZKv  schen  Ver- 
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suche  beweisen  ebenfalls,  dass  die  geolropische  Krünimuiiii  die 
iNulationskrüniiiuniii  üherwieul.  (Vergl.  1  ii:.  t  und  3  S.  4  6  üiid 
47  der  cit.  AiihaiuiluiiL:.)  In  den  Strecken  6 — d  iiiul  vielleicht 
auch  noch  in  (ier  weiter  von  dem  Befeslijzungspunkte  entfernten 
Partie  der  Strecke  a — b  wird  aus  nalielieiionden  Gründen  der 
umgekehrte  Fall  nintreten,  es  muss  .ilso  Iiier  die  Concavitäl  der 
resuJtireiuleu  Kriitiiiininjz  nach  unten  gekeiirt  sein,  denn  hier 
ist  der  Radius  de i  oi ropi&eiien  kiüinmung  jedenfalls  szrosser 
als  der  der  NiitationsLrÜmnumg.  Daraus  tzeht  hervor.  da*^>  u  lzt 
das  ganze  frei  nutirende  Sprossende  f^ini  Ki  iiinniuiJL:  ijesitzt, 
die  annaiiemd  die  Form  einer  Wellenlinie  zeiiit.  Dabei  wird 
aber  die  obere  Partie  [b — t/),  deren  Concavität  nach  unten  ge- 
kehrt ist ,  nicht  die  volle  Nutationskrümmimg  darstellen,  son- 
dern eine  etwas  flachere  Krümmung ,  weil  die,  wenn  auch 
schwache  geotropisehe  ikrttmmnng  im  entgegengesetzten  Sinne 
wirkt. 

Betrachtet  man  nun  unter  BerttcksichUgung  des  eben  Ge- 
sagten die  Lage  der  einzelnen  Längszonen  zum  Horizont  am 
-  Sciitusse  der  zweiten  Phase,  so  leuchtet  solort  ein,  dass  diejenige 
Zone,  "welche  bei  Anfang  des  Versuches  auf  der  Gonvexitat  der 
Krammung  lag,  in  ihrer  ganzen  Ansdehnung  nunmehr  nach 
outen  gekehrt  ist,  wobei  allerdings  die  einzelnen  Parlieen  der- 
selben verschiedene  Winkel  mit  der  Verticalen  einsohliessen. 
Durch  diesen  letzteren  Umstand  wird  wieder  eine  verschiedene 
Einwirkung  des  negativen  Geotropismus  bedingl;  doch  kann 
diese  Tersebiedenheit  ohne  grosse  Fehler  vemachlSssigt  werden, 
da  mit  Ausnahme  der  zunttehst  der  Spitze  liegenden  Partieen 
jener  Winket  keine  bedeutenden  Schwankungen  erf^rt.  Man 
kann  also  die  geotropisehe  Krttmmung ,  welche  jetzt  inducirt 
werden  muss,  als  eine  in  fast  allen  Partieen  annähernd  gleiche 
betrachten. 

Dies  ist  von  Wichtigkeit  für  die  Bewegungen,  welche  in 
den  beiden  folgenden  Phasen  ani:»  führt  werden.  Vereegenwür- 
tigen  wir  uns  vorerst  die  Veränderungen ,  die  l)ei  aberDiali{;eni 
Fortschreiten  der  Nutation  uui  90'' ,  also  in  der  dritten  Phase, 
stattfinden,  so  ist  zunMchst  so  viel  klar,  dass  die  KrUnimung  in 
allen  iheilen  der  S]>!  issiMides  aiiüialig  wieder  starker  werden 
uiuhs,  denn  nnnniein  xsirken  ja  Nutation  und  negativer  Geotro- 
pismus nicht  mehr  in  dinnietral  entccgengeselzter  Richtung. 
Die  resultirende  Krümmung  wird  aber  sehr  bald  schief  nach 
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obeo  gerichtet  sein  and  swar  noch  vor  Ablauf  der  dritleo  Phase, 
denn  es  ist  jetzt  in  allen  Theilen  eine  ansehnliche  geolropische 
Krümmung  vorbanden,  am  stärksten  ist  dieselbe  offenbar  in  der 
Strecke  o—d.  Es  tritt  demnach  jetzt  der  Fall  ein ,  welcher  in 
§  4  einer  ausfabrlichen  exacten  Betrachtung  unterworfen  wor- 
den ist.  Denn  beim  Abschluss  der  dritten  Phase  ist  die  früher 
nach  unten  gekehrte  LMngszone  in  der  Strecke  b — c  theilweise 
nach  iiusspn  und  in  der  Strecke  c — d  sogar  schief  nach  oben  ge- 
richtet, es  ist  also  eine  erhebliche  scheinbare  antidrome  Torsion 
vorhanden. 

Diese  antidrome  Torsion,  die  an  frei  nutirenden  Spross- 
enden unter  den  oben  ceschiiderten  Umständen  sMs  auflritl, 
erfordert  eine  eingehendere  Besprechung,  weil  sie  in  verschie- 
denen Theorleen,  weh-he  (Iber  die  Mechanik  des  \N  indens  aut- 
fiestellt  worden  sind,  eine  wichtige  Holle  spielt.  Ihr  Znstande- 
konuiien  ist  in  verschiedener  Weise  erklJIrt  worden.  DeXries 
glaubte  ,  dass  es  das  Eigengewicht  der  Spitze  sei ,  welche  die 
Erscheiming  bedinge :  er  nahm  also  an,  dass  es  eine  ' 
Torsion  sei,  also  eine  Verschiebung  der  einzelnen  Querschnitts- 
scheiben  gegen  einander.  Er  sah  weiterhin  in  dieser  Torsion 
einen  Factor,  der  beim  Vorgange  des  Windens  einen  hervor- 
ragenden Einfluss  austlbe,  denn  nach  seiner  Ansicht'  bewirkt 
dieselbe,  dass  die  Krümmung  der  oberen  Internodien  fortwäh- 
rend ihre  Concavität  der  Stutze  sukebre.  Ganz  abgesehen  von 
dem  hohen  Betrage  der  antidromen  Torsion,  weloher  dabei  auf- 
treten mUsste  und  der  in  Wirklichkeit  nicht  vorhanden  ist, 
konnte  diese  Anschauung  nicht  aufrecht  erhalten  werden,  nach- 
dem ScBWENniNBR  durch  Gontrebalanctrung  der  Spitte  geieigl 
hatte,  dass  das  Gewicht  derselben  fttr  die  Bildung  von  Schrau- 
ben Windungen  gttnslich  belanglos  sei.  Dieses  Ergebniss  der 
Versuche  Schwbkdbnbi^s  wurde  von  Barahstikt  und  Kon.  be- 
stHtigty  der  erstere  wies-ttberdies  nach,  dass  bei  Mhnllcher  Ver- 
suchsstellung trotzdem  antidrome  Torsionen  auftreten.  DieThat- 
sache  ist  auch  vollkommen  richtig ,  wie  aus  dem  oben  Gesagten 
hervorgeht  und  wie  jeder  Versuch  sofort  bestätigt.  Baiahbtht 
versucht  audi  eine  Erklärung  fttr  diesen  Vorgang  zu  geben» 
doch  ist  mir  dieselbe  nicht  ganz  verständlich.  Er  sagt  S.  49 
seiner  Arbeit : 

»ScHWENDENER  hat  in  seiner  citirten  Abhandlung  gezeigt, 
dass  jede  spiralförmige  [sehraubeniiniije.  krünimung  eines  cylic- 
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driaelMD  Stabes  Dothwendig  von  elaer  amidromen  (soheinbareDi 
Toraion  begleitet  wird,  und  es  muas  somit  die  su  beobachtende 
Tonion  einer  skb  krttmmenden  Stengelspitie  tum  grttsstenTheiie 
eben  dieeem  Umstände  sagesohrieben  werden.  Nach  der  Theorie 
muss  aber  diese  sehelnbare  Torsion  mit  der  Steilheit  der  Spirale 
aieh  vergrössem.« 

Dies  ist  zwar  nicht  sanz  zutreffend,  denn  schrauben! in iae 
unci  k  ipisfftrmige  Krüüiniiine  lassen  sicli  in  dieser  Beziehuni: 
nicht  uiiiiiülelhnr  verüleichen :  immerhin  inuss  zutreL:el)en  \v«m- 
den.  (\n:>s  (iit^  ohon  im  ersten  Theilc  iüOi:el)enon  Erörtoiuni^pn 
bötretis  il<'i  scheinbaren  antidromen  To!  «;i<m  in  gewisser  Hin- 
sicht Ae!inli(  hkei!  h;d>en  mit  denBerecIniutiuen.  welche  Schwbx- 
DENKR  für  (iie  seiiraubenliuige  Krtlmmunir  eines  cyh'ndrisehen 
Stalles  angestellt  hat.  An  das  eben  gegebene  Cital  schliesst  sich 
sodann  folgende  BemerJ^ung  an ; 

»Beachtet  man  nun  die  erste  entstehende  Windung,  bei 
deren  Bildung  die  Torsion  doch  am  stärksten  her>'ortritt  —  so 
findet  man  nicht  selten  bei  einer  flachen  Spirale  eine  so  bedeutende 
Drehung  y  wie  eine  solche  auch  bei  stelleren  Spiralen  nicht  jedes- 
mal zu  beobachten  Ist.  —  Auf  die  Ursache  dieser  Erscheinung 
werde  ich  unten  zurttckkommen  t  Hierbei  vermengt  er  zwei 
ganz  Terschiedene  Dinge;  er  spricht  von  Windungen,  solche 
ktmnen  aber  doch  dabei  gar  nicht  in  Frage  kommen,  denn  es 
handelt  sich  hier  um  frei  nutlrende  Sprossenden,  und  jene  Tor- 
sionen, welche  beim  Winden  auftreten,  sind  wesentlich  anderer 
Natur  und  auch  ganz  anderen  Ursprungs.  Der  letzte  Satz  des 
Citats  lässt  zwar  vermuthen,  dass  auf  den  nächsten  Seiten  eine 
ErkUining  folgen  werde,  doch  habe  ich  eine  solche  nicht  finden 
könntu;  ich  kann  in  Betreff  der  auf  S.  49 — 51  gemachten  wei- 
teren Bemerkungen  lun  auf  den  ersten  Tlieil  dieser  Schrift 
S.  iö4  und  155  verweisen. 

ScHWENnEXFR  hat  in  seiner  Abli.indhmg  über  das  Winden 
jene  scheinbare  Torsion  nicht  berücksichtigt,  ihre  Beziehungen  zu 
der  Einwirkung  des  Geotropismus  auf  die  Nulalionskrtimmuniren 
waren  ihm  unbekannt,  denn  er  glaubte  durch  die  Rotations- 
versuche bewiesen  zu  haben,  dass  der  negative  Geotropismus 
für  das  Winden  nolhwendig  und  dass  diese  Mitwirkung  vor 
Allem  in  der  Verstärkung  der  durch  die  Nutalion  hervorporu- 
fenen  Greifbewegung  zu  suchen  sei.  Etwaige  anlidrome  Torsio* 
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nen,  die  an  den  frei  DuUrenden  Sprossenden  auftraten,  sdirieb 
er  dem  Einflüsse  des  Eigengewichts  der  Spitse  sa. 

Kohl  ,  welcher  über  die  Bedeutung  des  negativen  Geotro- 
pismus filr  die  Nutation  und  das  Winden  lll>erhaupt  keine  be* 
stimmte  Anschauung  ausgesprochen  bat,  üess  natHrlich  auch 
jene  Torsion  vollkommen  ausser  Acht. 

Kehren  wir  nach  dieser  Abschweifung  wieder  zu  unserem 
Versuche  zurück,  so  ist  klar,  dass  die  scheinbare  antidrome 
Torsion,  welche  schon  im  Verlaufe  der  drillen  Phase  eintritt, 
nach  Ahscliluss  derselben  und  im  Anfange  der  vierten  Phaj^e 
sich  noch  etwas  verstärken  miiss,  ilenn  l'ortw  liu  end  w  irken 
wülireiui  tiieser  die  .Nuiiitioiiski  ümmung  und  die  bereits  vor- 
handene geotropische  zusammen.  Wenn  auch  nur  verhüUniss- 
mUssig  kurze  Zeil  jene  Hedins^ungen  annähernd  erfüllt  sinil.  die 
bei  der  theorelisclien  Hetrachtuni;  in  §  1  und  2  mas'^^d h  ikI 
waren,  so  ist  doch  das  Endresultat  dieses  Zusnrmnenu  ii  ken.s  iiu 
WeseiiLlichen  mit  den  auf  deduclivem  Weaf»  ^  wonnenen  Ergeb- 
nissen in  Uebereinstimmung.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist 
nun  die  Erörterung  der  Frage,  wie  <lie  weitere  Einwirkung  des 
negativen  Geotropismus  wUhrend  dieses  Zeitraumes  von  etwa 
einer  Stunde,  in  welchem  jene  scheinbare  antidrome  Torsion 
auftritt,  sich  gestalten  wird.  Denn  es  ist  einleuchtend,  dass 
nach  Ahschiuss  der  vierten  Phase  nicht  w  ieder  diejenige  Form 
der  Krümmung  erreicht  werden  kann,  die  bei  Anfang  des  Ver^ 
suchs  vorhanden  war. 

Diese  Frage  lUsst  sich  ebenfalls  nur  an  der  Hand  jener  theo* 
retischen  Betrachtungen  mit  Sicherheit  entscheiden,  und  das 
Experiment  bestätigt,  wie  dies  nicht  anders  zu  erwarten  ist, 
die  aus  jenen  gezogenen  Schlussfolgerungen.  Aus  der  Formel 
sin  /  SS  sin  sin  ß  {S,  Ui)  ergibt  sich,  dass  die  Tangente  an 
jedem  Punkte  der  jetzt  vorhandenen  Krümmung  einen  anderen 
Winkel  mit  der  Horizontalen  einschliesst ,  und  dass  demnach 
auch  die  Wirkung  des  negativen  Geotropismus  auf  die  einzelnen 
Tfaeile  eine  verschiedene  sein  rouss.  Femer  ist  klar,  dass  die 
jetzt  nach  unten  gekehrte  Zone  ähnlidi  wie  eine  homodrom  ver- 
laufende Schraubenlinie  um  den  Stengel  herumgeht.  In  der 
Partie  a — h  fallt  diesellie  ungefähr  mit  derjenigen  Langszone  zu*- 
sammen,  die  schon  wahrend  der  ersten  drei  Phasen  fortwährend 
nach  unten  gekehrt  war;  je  weiter  man  aber  nach  oben  geht, 
desto  Weiler  entfernt  liegt  die  jetzt  nach  unten  gekehrte  Zone 
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von  derjenigeD,  welche  naeh  Abschluss  der  x weiten  Phase  diese 
Lage  einnahm»  denn  durch  die  scheinbare  antidrome  Torsion 
wird  bedingt,  dass  in  der  Partie  c^d  die  Goncavitifi  der  Krttm- 
mung  fost  naeh  unten  geriebtet  ist.  Es  muss  also  in  der  Partie 

a — 6  und  ebenso  e — dy  weil  in  beiden  die  Tangente  nahezu  hori- 
zonlal  liegt,  eine  stärkere  geolropische  KrUnimung  hervorgerufen 

werden,  als  in  der  l\ir(io  h — c,  in  deren  Mille  uni^efiilir  der  \\  in- 
kel.  welchen  die  ianjionte  inil  der  llorizontalen  bildet,  ein  Mi- 
ntiuuiü  erreicht. 

Dabei  ist  aber  zu  beachten,  dass  aui  Ende  der  \  it  i  len  Phase 
iliese  Krüniniunti  in  der  l'arlie  a — h  mit  der  .Nulalion^ki  inimuing 
-  iwie  fiiit  der  bereits  eintietretenen  j:eotrupisclien  Krünimuni^ 
^leii'lisinnig  wirken  n»ui>s,  wahrend  in  der  Partie  c — d  gerade 
der  urngekehite  Fall  eintritt;  und  ferner,  dass  in  der  Partie 
h — <  ein  Lbergang  insofern  stattfinden  wiid,  als  hier  der  Ra- 
dius der  im  Vorlauf  der  letzten  \\  Phasen  l)e\\irklen  sehwaeheu 
^potropischen  iiLrUmmung  annaliernd  senki  echl  zu  den  der  Nuta- 
tionskrilmoiuDg  und  der  schon  vorhandenen  geolropischen 
steht. 

Bertlcksicbtigt  man  dies  Alles,  so  ergibt  sich  mit  iNolh- 
wendigkeit  Foi^^des:  Xaeli  Ablauf  der  vierten  Phase,  also  nach 
Beendigung  des  ersten  Nutationsumganges,  wird  in  der  Partie 
n — 6  eine  starke  AufwiirtsJirttmmung  zu  bemerken  sein,  die 
Partie  b — c  wird  eine  schwächere  Krtlmmung  zeigen  und  zu- 
gleich eine  geringe  Schiefstellung  der  KrOmmungsebene,  deren 
Biehtong  sich  aus  dem  oben  Gesagten  sofort  ergibt;  die  Partie 
d  kann  in  verschiedener  Weise  gekrümmt  sein:  entweder 
ist  der  Radius  der  zuletzt  eingetretenen  geotropisehen  Krüm- 
mung grüsser  als  derjenige  der  bereits  vorhandenen  Krümmung^ 
oder  09  findet  das  Umgekehrte  statt.  Im  ersteren  Falle  muss  die 
Coocavität  der  Krttmmung  schief  nach  unten»  im  letzteren 
dagegen  sehief  oder  auch  ganz  nach  oben  gekehrt  sein.  Der 
letitere  Fall  kommt  ziemlich  häufig  bei  lebhaft  wachsenden 
Plauzen  vor  und  es  lassen  sich  daraus  jedenfalls  die  Krümraun- 
gen in  der  obersten  Partie,  wie  sie  Baraübtzkt  in  Fig.  II  II, 
i3  IV  und  noch  an  einij^en  anderen  Stellen  abbildet,  wenigstens 
tum  Theil  erklflren,  dasselbe  iiili  von  der  Fig.  2  in  der  Koiil- 
schen  AbiiantÜUDi;.  Obwohl  in  den  citirten  Fiauren  frei  nuli- 
rende  Sprossenden  oder  (hieh  sok  he,  deren  Spitzen  eine  Zeit 
lang  von  der  Stutze  enllernt  wareu,  ohne  dass  eine  Befestigung 
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an  der  rttckwarls  Itegendeo  Partie  stattgelimdeD  hatte,  dar- 
gestellt sind ,  halle  ich  es  doch  fttr  wabrscheinUch,  dass  dabei 
etwas  Ähnliches  eingetreten  ist. 

Wir  sind  mit  unserer  Betrachtung  am  Ende  des  ersten  unter 
den  {gegebenen  BediDgungen  stattfindenden  Nutationsumlaufes 
angelangt.  Die  Gurve,  welche  jetat  durch  die  gesammte  KrQm- 
inuni2  des  Sprossendes  dargestellt  wird,  ist  eine  complicirte 
Kaunu'urve,  deren  Form  sich  aus  dem  Obigen  ergibt,  dereu 
Verlauf  sieh  aber  nur  schwer  so  iienau  heschreiben  liisst .  dass 
uiau  eine  klare  Vorstellung  davon  erhalten  kann.  Es  ist  des- 
halb zu  empfehlen,  durch  Modelle  aus  Bleiröhrchen  die  Bewe- 
gungen der  nutirenden  Sprossenden  nachzuahmen ,  denn  nur 
auf  diese  Weise  lUsst  sich,  /.umal  l)ei  Herucksichliizung  der 
Lati^enveranderun|:en  einer  vorher  dureh  Tuschmarkeii  be/< n  h- 
neten  LUngszone.  eine  übersichtliche  Anschauung  der  l>escbrie- 
l)enen  Kiilnunungsvorgünge  {^ewuuien.  Die  leiclit  anzustelien- 
den  Ex|)i  I  iiiienle  bieten  dazu  gcnduend  GricLienlieit. 

Am  Schlüsse  des  ersten  Nulaiiunsuiiiiaufes  ist  gewöhnlich 
die  geolropische  ÄufwUrtskrUmmung  im  unleren  Theiie  schon  so 
stark,  dass  nunmehr  die  Nutationsbewegungen  wieder  um  eine 
fast  verlicale  Achse  erfolgen  können.  Ist  das  letztere  nicht  der 
Fall ,  so  spielt  sich  im  nächsten  Nutalionsumlaufe  nochmals  ein 
ähnlicher  Vorgang  wie  im  ersten  ab.  Obwohl  im  Wesentlichen 
wieder  dieselben  Verhältnisse  dabei  in  Betracht  kommen,  so  ist 
doch  eine  exacte  Darstellung  nicht  gut  möglich,  da  die  Bewe- 
gungen SU  complicirt  werden.  Auch  wtirde  eine  blosse  Be- 
schreibung wegen  der  schwer  su  erreichenden  Übersichtlichkeit 
kaum  einen  besonderen  Werth  haben.  Ich  versiehte  deshalb  an 
dieser  Stelle  auf  eine  solche  und  muss  es  dem  Leser  überlassen, 
sich  jene  weiter  eintretenden  Veränderungen  zu  vergegen- 
wärtigen. 

Immerhin  aber  lässt  sieh  soviel  mit  Sicherheit  behaupten, 
dass  durch  die  Einwirkung  des  negativen  Geotropismus  eine  blei* 
bende  Krümmung  geschaffen  wird ,  und  dass  dieae  Krümmung 
eine  Raumeurve  darstellt.  Fttr  die  Mechanik  des  Windens  ist  dies 

insofern  von  grosser  Wichtigkeit,  als  das  in  Folge  der  geotro- 
pischen  Einwirkung  hervorgerufene  stärkere  Wachslhum  nicht 
auf  einer  geradlinig  am  uu^ekrUmmlen  Organe  verlaufenden 
Liingszone  stallfindet .  sondern  auf  einer  links  um  dt  n  Stengel 
verlaufenden  Schraubenlinien-ähnlichen  (Jurve.  Dadurch  wird, 
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wenn  mao  steh  die  NutaUoDskiHmmangeii  gani  wegdenkt,  eine 
bUAende  Krihnmung  gescbaflen,  die  sieh  in  ihrer  Form  ^iner 
links  verlaufenden  Schraubenlinie  nähert. 


Wir  haben  im  Vorstehenden  nur  den  speoiellen  Fall  he- 
trachtet,  in  welchem  eine  nutirende  Spitse  in  der  Weise  hori- 
lODlat  gelegt  wird,  dass  die  Goneavitüt  der  Nutationskrümmung 
nach  oben  gekehrt  ist.  Es  war  diese  Lage  der  Ausgangspunkt 
von  dem  aus  wir  die  ttbrigen  Bewegungen  verfolgten. 

Der  Vollständigkeit  halber  mttssten  nun  auch  diejenigen 
Falle  noch  betrachtet  werden,  in  denen  eine  andere  anfängliche 
Lage  jener  Krttmmung  als  Ausgangspunkt  gewählt  wttrde.  Man 
konnte  s.  B.  davon  ausgehen,  dass  die  Ebene  der  bereits  vor- 
handenen Krümmung  horizontal  gelegt  würde,  oder  dass  diese 
Ebene  zwar  als  vertical,  die  Cooeavität  der  Krümmung  aber  als 
nach  unten  gekehrt  angenommen  würde.  Wollte  man  jedoch 
diese  verschiedenen  FMlle  alle  in  derselben  Weise  besprechen, 
so  würde  das  viel  zu  weit  luhi  en.  Allerdings  ist  es  ja  durch- 
aus nicht  tianz  gleicligülti4i ,  ob  man  bei  Anfang  des  Versuches 
die Concaviiat  der  Krünuiiurifi  nach  oben  oder  naeh  unten,  nach 
rechts  oder  nach  links,  oder  schliesslich  nach  irgend  einer  an- 
deren Seile  [gerichtet  annimmt.  d»M)n  es  ändert  sich  damit,  wie 
sofort  einleuchtet,  nurh  in  ge\vis>er  Hinsielit  das  Zusammen- 
wirken von  Nulation  uiui  (ieotropismus,  al)er  trotzdem  hat  man 
PS  im  Wesentlichen  immer  mit  denselben  Vorii.ingen  wieder 
2U  thun.  Jene  scheinbaren  antidromen  Torsionen  müssen  stets 
dabei  auftreten  und  in  Verbindung  damit  auch  die  schon  genug- 
sam angedeuteten  weiteren  Einwirkungen  des  Geotropismus. 
Das  luidresuitat  wird  mithin  stets  dasselbe  sein:  die  bleibende 
krUmmung,  welfhe  durch  den  negativen  Geotropismus  bedingt 
wird,  findet  auf  einer  am  Stengel  links  verlaufenden  Zone  statt. 
Dies  kann  eine  geringfügige  und  hier  nicht  weiter  su  beachtende 
homodrome  Torsion  rar  Folge  haben,  mnss  aber  stets  auch  eine 
krttnunung  in  verschiedenen  Ebenen  hervorrufen. 


Es  bleibt  nun  weiter  noch  die  Vvnue  zu  erörtern,  in  welcher 
Beziehunti  die  von  BARA>fei  /.kv  uiiijenüuiujene  «U  ansversale  Krüm- 
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muDga  SU  dem  im  VoriiergeheodeD  gescbilderteB  Zusümmen- 
wirl^en  von  Geotropismus  und  Nutation  steht ,  bezw.  wie  sich 
dieselbe  erklureu  Ittsst. 

Was  Baranktzet  unter  der  transversalen  Krümmung  ver« 
steht,  ist  im  I.  Theile  ausführlich  dargelegt  worden.  Auch  sind 
dort  eine  Anzahl  Versuche  besprochen  worden,  welche  der  ge- 
nannte Forscher  anstellte ,  um  den  Nachweis  su  fahren,  dass 
bei  jener  KrttmmuDg  nicht  die  normale  Nutation,  also  nicht  das 
successive  Portwandem  des  sUirkeren  Ausdehnungabeatr^ns 
von  einer  Längszone  aur  anderen,  stattfinde.  Es  mOge  deshalb 
hier  nur  noch  ein  Versuch  näher  betrachtet  werden,  dem  Bau- 
NBTZKY  wie  mir  scheint  eine  besondere  Bedeutung  beimisst:  er 
sieüi  ihn  wenigstens  in  dem  Gapitel  »Krümmungsfähigkeit  in 
horizüiilaler  Khene«  «illen  ül)rigen  voran.  Nachdem  er  ausge- 
filhrl  hat,  dass  eine  in  horizontaler  La^e  befestigte  Sprossspilze 
sehr  bald  eine  houiodronie  Krtlmmung  erhält  —  was  nach  dem 
ohen  (iesagten  sehr  leicht  erklärlich  ist  —  und  dass  dann  eine 
Sclutlsielluni^  der  Krlii linningsebene  erfolgt,  sagt  er  weiter: 
S.  33  uWird  min  dvi  lixirte  Stengel  von  Zeit  zu  Zeil  so  um  seine 
Achse  iiiiiL:(Mlrplii .  dass  die  scliiof  aufsteigende  K i  iiimnnngB- 
ebene  wieder  honzoniül  Licstelit  wird,  so  wird  dif^  krinnniung 
in  dieser  Ebene  allmiUig  so  stark,  rlass  die  SiengeJspii/.'  ni  eine 
enge  {in  einer  Ebetie  lieyeTKk'l  Spirale  zusammengerollt  er- 
scheint.« Dies  soll  als  Beweis  Itlr  d(»n  Salz  dienen  ,  der  auf 
S.  38  aufgestellt  wird:  Bei  horizontaler  Lage  einer  nutations- 
fHhigen  Stengelspitse  werden  unter  der  Einwirkung  der  Gravi- 
tation Verhältnisse  in  den  Geweben  geschaffisn,  in  deren  Folge 
das  bevorzugte  Wachsthumsbestreben  nothwendig  in  eine  Sei- 
tenkante der  Spitse  versetzt  wird  Erwügl  man  genau,  was 
bei  jenem  Versuche  durch  das  ZurOckbringen  der  Krtlmmungs- 
ebene  in  die  horizontale  Lage  ersielt  wird,  so  leuehtet  sofNi 
ein,  dass  durch  jene  Drehung  sunäcbst  die  regelmHaBige  Nota- 
tionakmoimung  immer  wieder  in  horizontale  Lage  gebracht 
wird,  also  das  stärkere  Ausdehnungabestreben  in  ganz  normaler 
Weise  fortschreitet,  und  zweitens,  dasa  zugleich  damit  auch 
fortwährend  diejenige  Lflngszone  auf  die  Auasenseite  der 
Krümmung  zu  liegen  kommt,  die  während  eines  gewissen  Zeit* 
raumes  nach  unten  gekehrt  war.  Daraus  geht  hervor,  dass  jetzt 
Mutation  und  Geotropismus  fast  stets  bei  Herstellung  der  Krüm- 
mung in  horizontaler  oder  wenig  geneigter  Ebene  in  gleiobem 
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Sinne  wirken  mosseo  und  demnach  ein  Kleinerwerden  des 
Krümmungsradius  eintreten  wird. 

Dies  Alles  kann  aber  nur  staltfinden ,  wenn  die  Nutation 
regelmassig  fortschreitel  und  deshalb  ist  gerade  das  Gegentheil 
%on  dem  noth wendig,  wasBASAiiBTsiv  in  dem  eben  oitirten  Satze 
annimmt.  Ware  dieser  Sats  richtig,  so  mttsste  das  Resultat  der 
Ibrtgesetsten  Drehungen,  durch  welche  die  Krttmmungsebene 
stets  wieder  in  horizontale  Lage  gebracht  wird,  ein  ganz  an* 
deres  sein,  oder  vielmehr  diese  Drehungen  waren  gar  nicht 
nötliij;.  (In  ja  diV  KrUnimiing  ohne  weiteres  Zulhiin  in  horizon- 
taler Lage  sitli  verstärken  intissle,  Dass  dieses  letztere  nicht 
eintritt,  kann  man  hei  jedent  vorwurfsfrei  angestellten  Experi- 
mente sofort  bestätigt  Huden. 

Es  ijeweist  demnach  jener  Versuch  gerade  das  Gegentheil 
von  dem,  was  damit  bewiesen  werden  sollte,  denn  die  an- 
duucrffflc  homoilvomf  Krammitfu/  v  ird  nicht  ffunh  das  Ldnfjen- 
wQchaOium  einer  einzigen  Liingszme  hervoryerujvn ,  sondern 
^ämnitl/rhe  Ldngszonen  kommen  successive  auf  die  ConvexiUU  der 
Krümmung  zu  lipr^et). 

Die  damit  verbundene  Versl.Mrknny  der  Krümmung  durch 
den  negativen  Geotropisn)us  knnn  nur  auf  Grund  der  im  §  4 
gegebenen  theoretischen  Betrachtungen  ihre  Erklärung  finden. 
Es  dürfte  nic[)t  angebracht  sein,  an  dieser  Stelle  nochmals  aus-* 
ftthrlich  auf  die  L.agenverand(erungen  der  einzelnen  Längszonen 
in  Bezug  auf  den  Horizont  einzugehen,  denn  unf«  r  genügender 
Berücksichtigung  jener  scheinbaren  antidromen  Torsion  ist  es 
nicht  schwierig,  eine  klare  Vorstellung  von  den  bei  der  Verstär- 
kung der  Krümmung  sich  abspielenden  Voi^angen  zu  gewinnen. 

Obwohl  die  »transversale  Krümmung c  als  eine  unberecii- 
tigte  Annahme  nachgewiesen  worden  ist,  so  bleibt  doch  die 
Thatsache  bestehen,  dass  die  gemeinsame  Wirkung  von  Nutation 
und  Geotropismus  an  windenden  Pflanzen  von  grosser  Bedeu- 
tung ist.  Bararbtzkv  hat  auch  an  manchen  Stellen  seiner  Ab- 
handlung auf  diesen  Umstand  ganz  richtig  hingewiesen ,  nur 
widerspricht  er  sich  in  dieser  Hinsicht  häufig  und  über  den 
eigentlichen  Zusammenhang  beider  Bewegungserscheinungen 
konnte  er  sich  nicht  völlig  klar  werden,  da  er  es  nicht  versuchte, 
auf  exactem  Wege  diese  Frage  zu  lösen. 

Dass  jenes  Zusammenwirken  nicht  blos  die  eigenlhüuiliclien 
hewei^uij^en  an  frei  uutireoden  SpUzen,  welche  künstlich  in 
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horizontale  Lage  gebracht  werden,  erklärt,  sondern  auch  for 
den  Hechaniaroua  des  Windens  unbedingt  nothwendig  ist ,  soll 
im  folgenden  Paragraphen  dargelegt  werden.  Den  Beweis  an 
liefem^dass  der  negative  Geotropismus  ein  unerlasslicher  Factor 
beim  Zustandekommen  der  Schraubenwindungen  sei,  ist  nur 
dann  möglich ,  wenn  die  Wirkungen  des  Geotropismus  an  der 
normal  nutirenden  Pflanxe  selbst  verfolgt  werden,  denn  die 
Rotationsversuehe,  welche  Schwbiidbiibr  anstellte,  haben  nach 
den  Versuchen  Baranbtzky's,  wie  im  1.  Theil  ausfahrlich  erörtert 
worden  ist,  keine  Beweiskraft  mehr. 

Es  wird  sich  empfehlen,  hauptsächlich  das  Winden  umdttnne 
SlüUcn.  Faden  u.  dergl.  zu  bet rächten,  da  hierbei  der  Einfluss, 
welchen  die  Stütze  ausübt,  von  düu  durch  Nulation  und  Geoli*o- 
pismus  hervorgerufenen  Bewegungen  leichler  zu  Li  LXiuen  isl. 

Das  Winden  um  dlnie  SWIien» 

L  I  Sien  iheile  wurde  ein  Versuch,  welchen  Baraäetzkv 
auf  S.  und  63  seiner  Ar])eil  beschreibt,  nicht  näher  be- 
sprochen. Ks  handelt  sich  tlabei  um  das  Winden  einer  Ipoinoea- 
Art  um  einen  fzespannten  Faden.  Der  genannte  Autor  findet 
das  Winden  unter  diesen  Verhältnissen  »etwas  eigenthUinüchc 
Diese  Eigenthümlichkeit  soll  sich  darin  aussprechen,  dass  die 
windende  Spitze  der  Ipomoea  sibirica  sich  »so  su  sagen  nie  an 
die  Gegenwart  der  Stütze  gewöhnen  zu  können  scheintc  £s 
werden  die  einzelnen  Stadien  beschrieben  und  durch  Skizzen 
erlüutert,  allerdings  ohne  genauere  Angabe  über  die  Zeitdauer, 
die  swischen  je  zwei  der  abgebildeten  Zustande  liegt.  Dass 
bei  einer  lebhaft  wachsenden  Pflanse,  wie  sie  Baearbtekt  jeden- 
falls bei  seinem  Versuche  vor  sich  gehabt  hat,  die  mannlglaltig- 
sten  Bewegungen  auf  der  Partie  von  b  bis  aufwärts  zur  SfNtse 
(vergl.  die  Fig.  43  der  citirten  Abhandlung)  eintreten  muasten, 
ist  von  vornherein  selbstverständlich ;  da  aber  diese  Strecke 
etwa  lebhaft  nutirende  Internodlen  umfasst,  so  ist  es  gam 
unmöglich ,  in  exacter  Weise  diese  Bewegungen  su  erklären, 
denn  die  Lagenveranderungen,  welche  die  oberen  Partieen  aus- 
führen, werden  fortwährend  von  den  Krttmmungeu  In  der 
Strecke  6 — f  in  der  verschiedensten  Weise  beeinflusst.  Die 
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Bewegungen  werden  deshalb  so  complicirt,  dass  ein  Ausein- 
auderhalU  u  (ier  einzelnen  Fncloreu  nicht  mehr  niöf^Iich  ist. 

Das  Wesentliclie,  wn^  sich  aus  dem  Vorsiiclie  f  rgiht,  lassl 
sich  dnhin  zusninmenfassen.  dass  dif»  ol>pren  Fartieon  mehrfach 
(  i  :ie  tlaebe,  annUhernd  sciiraubenlinitie  Ki  ümmuiiii  um  den  Faden  . 
bilden,  die  sich  bald  wieder  verändert,  und  dass  die  mehr 
aurückliegenden  Parlieen  nicht  wieder  von  der  Stütze  loskom- 
men können,  aber  immerhin  ziemlich  ansehnliche  Bewegungen 
noch  ausführen  und  deshalb  bald  mehr  bald  weniger  steile  Wid- 
dongen  um  den  Faden  bilden. 

Zu  ähnlichen  Resultaten  ist  auch  Kohl  bei  seinen  Versuchen 
gelangt.  Wttbrend  aber  Baranetzky  das  Winden  unter  diesen 
Bedingungen  nur  »etwas  eigenthUmlich«  findet,  glaubt  Kohl  die 
Behauptung  aussprechen  tu  dürfen ,  dass  die  Ergebnisse  der- 
artiger Versuche  den  ScHWKRDBNBa'schen  Annahmen  über  die 
Wirkung  der  Greifbewegung  widersprachen  und  einen  Beweis 
für  das  Vorhandensein  einer  Reisbarlieit  der  Stengel  lieferten. 
Auch  bei  den  Versuchen  des  letzteren  Autorsund  bei  den  Skisxen, 
welche  er  dazu  gibt,  lasst  sich  der  Einfluas,  den  die  mehr 
zurOdLliegenden  Partieen  infolge  ihrer  Bewegungen  auf  die 
Lagenverttnderungen  der  zunächst  der  Spitze  liegenden  Strecke 
ansOben,  nicht  klar  übersehen.  Durch  derartige  Versuche  wird 
immer  nur  bewiesen ,  dass  die  betreffenden  Pflanzen  um  sehr 
dünne  Stützen  winden  künnen ,  was  langst  schon  zur  Genüge 
bekannt  ist;  über  die  eigentlichen  Vorgange,  welche  die  Eil-* 
dung  bleibender  Schraubenwindungen  hervorrufen,  erfahren 
wir  so  gut  wie  gar  nichts. 

Eine  klare  Einsicht  kann  nur  gewonnen  werden,  wenn 
man  das  Sprossende  in  einer  Enlfcrnung  von  etwa  8 — 10  cm 
von  der  Spitze  an  dem  als  Stütze  dienenden  Faden  oder  in  der 
Nahe  desselben  derart  befestigt,  dass  die  Bewegimgen  der  zu- 
rückliegenden Partieen  keinen  Einfluss  auf  diejenigen  der  frei 
Dlllirenden  Spitze  h.d>eü  können.  Es  ist  dabei  ziemlich  gleich- 
gUltii4,  in  vvelrlu'r  Lage  das  Sprossende  bei  Beginn  des  Ver- 
suches festgetiaiten  wurde ,  denn  es  sind  schliesslich  immer 
wieder  dieselben  Vorgänge,  welche  das  Winden  herbeiführen. 

Der  Einfachheit  halber  verfahrt  man  bei  derartigen  Ver- 
suchen am  besten  auf  folgende  Weise:  Man  befestigt  die  Sj)ilze 
SO  an  einem  Stativ  oder  dergi.,  dass  die  Nulationsbewegungen 
der  Spitze  um  eine  verticale  Achse  erfolgen  können,  also  nach 
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Bara!1btzky  symmclr lache  Natal ion  ausfuhren.  Nachdem  die 
Pflanze  ein  oder  zwei  NutalionsuiiiUiufe  in  dieser  Weise  vollen- 
det bat,  bringt  man  als  Stllt7e  einen  gespannten  Faden  an.  der 
parallel  mit  der  Achse  steht ,  um  welche  die  Spitze  im  Kreis<» 
herumgeführt  wird.  Befestigt  man  diesen  Faden  in  der  Woise, 
dass  die  zur  Zeil  vorliandene  KrUmmung  des  Sprosst mies  ilire 
Convexitat  demselben  ziikelui,  also  etwa  wie  e.s  m  licisteht mier 
Skizze  dargestellt  ist,  so  wird  in  den  nun  folgenden  beidea 


Fig.  6. 


Nutationsphasen  keine  besondere  Kinwirkung  der  Stütze  auf 
die  stattfindenden  Bewegungen  zu  bemerken  sein.  Am  Schlüsse 
der  zweiten  Phase  steht  die  Krümmungsebene  noch  nahezu  ver- 
tical,  nur  ist  jetzt  die  Concavitat  der  Krümmung  nach  der  ent- 
gegengesetzten Seite  .  also  nach  links  gerichtet.  Während  des 
Verlaufes  der  beiden  nächsten  Phasen  tritt  aber  nun  die  Smize 
in  erhoMichei'  Weis«»  den  Nutationsbewegungen  hindernd  ent- 
gegen, denn  di(^  unterste  Partie  des  Sprossendes  bleibt  rechts 
vom  Faden,  die  etwas  darüber  liegende  kommt  (bei  links  nuli- 
renden  Pflanzen)  hinter  denselben  und  die  obere  links  davoD 
zu  liegen,  so  dass  wUbrend  der  dritten  Phase  bereits  eine  wirk- 
same Greifbewegung  im  unteren  Theile  su  Stande  kommen 
mu88. 
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Nach  fieendigmig  dmelben  wird  die  Spilie  angefilhr  naefa 
%'orDe  gericlitc4  sein  ^  aber  die  KfUmomiigaebeDe  sieirt  bereits 
niebt  mehr  vBlIkommeD  vertieel,  eoodern  ist  etwas  nach  links 
geneigt;  denn  denkt  man  sich  jetit  die  Nulaiionskrflnimnng 
gani  weg,  90  kann  der  Stengel  nichi  vtfllig  gerade  sein,  sondern 
er  niuas  eine,  wenn  auch  schwache  Kmmmiing  nach  links 
zeigen,  da  die  TerUcalstellang,  die  während  dieser  Phase  so- 
wohl wie  in  den  beiden  vorhergegangenen  eigentlich  hatte 
stattfinden  mUssettf  dnrdi  die  Sltttse  verhindert  wurde. 
Wtthrend  der  vierten  Phase  kann  die  Nutation  nnn  nicht  mehr 
völlig  »symmetrisch«  verlaufen,  denn  es  muss  schon  eine  Kin- 
wirkung  des  Geolropismiis  sich  bemerkbar  luacheu ,  ila  aiii 
Schlüsse  derselben  die  Ebene  der  KrUintnung  des  oberen  Thei- 
les  schon  nahem  sieh  in  horizontaler  Lage  befindet. 

In  der  ei-s!en  Phase  des  zweiten  Nulut i  ii-in  ii  iiits  wird 
nunmehr  in  <\*^r  bekannten  Wei^^e  ein  schiefes  AuliKhieii  (ier 
kr(ininiiHi:.:srl)r'n(/  »  iiiirelen.  w  ilic!  (furch  die  Lageaverandernug 
der  em/eitiefi  Langszonen  geilen  den  ilonzont  das  inf«»!«_!e  d*\s 
negativen  Geotropismus  h<*r\ ork'emfene  stärkere  ^^  .n  lksthuin 
anfeiner  link>  iim  den  Slen.iiei  verlaufenden  Hauincurve  sich 
geltend  machen  muss.  Beim  Abscliluss  dieser  Phase  wird  des- 
halb die  Spitze  gewöhnlich  nicht  hinter  den  Faden  zu  liegen 
kommen ,  sondern  etwas  rechts  von  demselben  j  so  dass  beim 
Weitei^ehen  der  Nutation  ein  Coniact  irgend  eines  Punktes  in 
der  oberen  Partie  mit  dem  Faden  nicht  eintreten  kann.  Im  an- 
deren Falle  j  wenn  die  Einwirkung  des  Geotropismus  nicht  so 
bedeutend  ist,  was  auch  nicht  selten  stattfindet,  wird  jener 
Contact  bergesieUi  und  dadurch  beim  Fortgänge  der  Nutation 
eine  wirkliche  antidrome  Torsion  bedingt. 

Betrachten  wir  zunüchst  den  ersteren  Fall,  so  ist  klar,  dass 
auch  unter  diesen  Umständen  wahrend  des  xweiten  Nntations- 
nmlattfes  swar  mannigfaltige  Krümmungen ,  wie  sie  das  Zo- 
lammenwlrken  von  Nntation  und  Geotropismus^  sowie  die  Be- 
wegungen der  dem  Faden  bereits  in  |  oder  |  Windung  theiiweise 
anliegenden  unteren  Partieen  bedingen,  eintreten  werden,  dass 
aber  ein  weiteres  Umschlingen  des  Fadens  Seitens  jener  frei 
Bulirenden  oberen  Partieen  nicht  möglich  ist.  Erst  wenn  durch 
eine  ausgiebige  geotropische  Krümmung  die  Bbene  der  Nuta- 
tionskrUmmungen  wieder  nahezu  verlical  gestellt  worden  ist, 
kann  auch  durch  die  jelzl  wieder  ungefähr  «symmetrische  stutl- 


Digitized  by  Google 


166 


Dr.  AanoNif^ 


fiDdenden  Bewegungen  ein  weiteres  Umwinden  des  Fadens, 
ähnlich  wie  im  ersten  Natationsumlanfe,  enielt  werden. 

Man  kann  sic^  dieses  Umwinden  sehr  leicht  an  einem 
Modell  veranschaulichen.  Man  nimmt  dn  JiogenfOrmig  ge- 
krttmmtes  Bleirtthrohen  und  befestigt  dies  mit  seinem  nnteren 
Ende  derart  an  einem  vertical  stehenden  Drahte,  so  daas  su- 
nXcbst  der  letstere  an  dem  Befestigangspunkte  dieCurve  tangirt. 
Ftthn  man  nun  mechanisch  dieselben  Krümmungen  an  dem 
Rtfhrchen  aus,  die  an  einem  symmetrisch  nutirenden  Sprossende 
unter  solchen  Umstflnden  wlihrend  eines  Nutationsumlaufes  auf- 
treten, 80  sieht  man  sofort,  dass  schliesslich  das  Bleirohrohen 
in  seinem  unteren  Tbeile  eme  Schraubenlinie  um  den  Draht 
bildet.  Es  leuchtet  aber  weiterhin  ein,  dass  die  schraubenlinige 
Krttmmung  nur  dadurch  entstanden  ist,  dass  der  Drabt  dem 
Biegen  des  Röhrchens  einen  gewissen  Widerstand  entgegen- 
setste.  Würde  an  Stelle  des  Drahtes  ein  leicht  biegsames  Oi>- 
ject,  etwa  ein  lose  herabhängender  Faden  genommen,  so  rnOsste 
das  Rdhrchen  bei  jenen  Biegungen  seine  vertioale  KrUmmungs- 
ebene  beibehalten,  der  Faden  aber  wtirde  dann  8<^raubentinig 
um  den  unteren  Theil  desselben  herumgesehlungen  werden. 

Das  vorstehend  Gesagte  ist  eigentlich  so  selbstverstttndllch, 
dass  es  kaum  einer  Erwähnung  bedurft  hätte ;  da  es  aber  noth- 
wendig  ist,  dass  man  diese  VorgXnge  stets  im  Auge  bebttii,  wenn 
es  sich,  um  Winden  um  sehr  dünne  Stütsen  handelt,  und  da 
femer  diese  an  sieh  so  einfachen  Verhältnisse  sowohl  von  Kohl 
wie  von  Baiaritkkt  theiis  nicht  berücksichti&^t .  theils  falsch 
aufgefasst  worden  sind,  so  war  es  nicht  überflüssig,  nach  den 
diesbezüglichen  Bemerkungen  im  I.  Theile  an  dieser  Stelle  noch- 
mals etwas  näher  darauf  surückzukommen. 

Das  Umschlingen  dornriiuor  Sttttxen  gestaltet  sich  dem- 
nach sehr  einfach.  Durch  die  Nutation  wird  das  Sprossende 
ein  oder  zweimal  um  die  Stütze  herum  geführt,  durch  den 
Widerstand,  welchen  die  letxtere  den  Bewegungen  des  ersteren 
entgegensetst,  werden  schraubenlinige  Krümmungen  geschaf- 
fen.  Sodann  seigt  das  nunmehr  annähernd  in  horizontaler  Lage 
befindliche  äussere  Sprossende  jene  im  vorigen  Paragraphen 
ausführlich  besprochenen  Bewegungen,  bis  schliesslich  wieder 
ein  Aufrichten  der  KrUmmungsebene  erfolgt  und  das  Umschlin- 
gen des  Fadens  ähnlich  wie  vorher  eintreten  kann. 

Die  auf  diese  Weise  gebildeten  Windungen  sind  nun  aber, 
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wie  leicht  ersichtlich,  vorerst  nicht  bleibeude,  sondern  sie  er- 
labren  noch  mannigfache  Veranderunjien ,  da  ja  die  iNnt.ttion 
aueh  in  der  unteren  Partie  noch  nicht  erloschen  ist.  Dur.  Ii  die 
Bewegungen,  welche  infolge  dessen  noch  eine  Zeit  lan,:;  m  die- 
ser Panie  stattfinden  und  die  an  einem  bereits  schraubenlinig 
gekrtimmten  Organe  auftreten,  müssen  natürlich  auch  stets 
wieder  annähernd  schraubenlinige  Krümmungen  zu  Stande 
kommen;  denn  fuhrt  ein  in  dieser  Weise  gebogener  Stengel 
regelmassige  Nntalionsbewegungen  aus,  so  beschreibt  jeder 
Pnnkt  desselben  wUhrend  eines  Nutationsumlaufes  ungefähr 
efaien  KrelSf  es  wttrde  also,  wie  bereits  im  1.  Theil  ausführlicher 
aoseiiiandergesetxt  wurde,  die  Gestalt  der  Gurve  erhalten 
bleiben.  Des  ieUtere  ist  aber  in  unserem  Falle  deshalb  nicht 
Sans  möglich,  weil  die  Sttttse  diesen  Bewegungen  Widerstand 
toistel. 

Es  wttrde  sa  weit  führen,  wollte  man  diese  einzelnen  Be- 
wegungen bler  genan  verfolgen,  es  genügt  xu  wissen,  dass  die 
einmal  scfaranbenlinig  gekrümmte  Pertie  sieh  nicht  wieder  von 
der  Sifltse  abwiidLeln  kann,  imd  dass  dureh  sehr  häufige  Greif- 
bewegungen, die  dabei  naturgemüss  eintreten  mttssen,  die 
oOlhigen  bleiboiden  Krümmungen  entelt  werden.  Dieselben 
stellen  erst  naeh  dem  Erloschen  der  Nutation  und  des  Lttngen- 
waehatlnuns  sieh  als  normale  Sehranbenwtndungen  dar,  denn 
das  vollständige  Geradestreoken  des  Stengels  wird  offenl>ar 
durch  die  Sttttie  verhindert. 

Dasselbe,  was  hier  für  das  Verhalten  der  untersten  Partie 
des  Sprossendes  in  unserem  Versuche  gesagt  wurde,  gilt  nun 
ancih  ebenso  für  die  ttbrigen  Partieen.  In  der  Zeit,  wo  durch 
die  annllhemd  horisontale  Lage  des  frei  nutirenden  Theiles  die 
Herstellung  eines  Gontactes  mit  der  Stlltce  meist  nicht  stattfin- 
det, wird  durch  Einwirkung  des  Geotropismus  ebenfalls  eine 
leitwelse  bleibende  geotropisehe  Krümmung  ersielt,  die  in 
ihrer  Form  einer  links  verlaufenden,  allgemeiner  gesagt,  homo- 
dromen  Sebraubenlinie  Bhnelt.  Ist  sodano  das  Organ  wieder 
soweit  aufgeriohtet,  dass  die  Spitze  hinter  den  Faden  zu  liegen 
kommt,  so  wird  durch  das  Vorhandensein  dieser  geotropiscben 
Krümmung  das  Umschlingen  der  Stütze  offenbar  bedeutend  er- 
leiehtert;  dabei  braucht  ebenfalls  kein  Gontact  in  der  oberen 
Partie  stattzufinden  und  findet  auch  gewöhnlich  nicht  statt,  son- 
dern es  genügt,  wenn  jetzt  wiederum  eine  schraubenlinige 
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KrammuDg  in  ahnlicher  Weise  bergestelU  wird,  wie  es  in  der 
darunter  lietgenden  Partie  geschah. 

Kommt  aber  jener  Gontacl  doch  lu  Stande,  was  ja,  wie 
schon  erwähnt,  dnrehaus  nicht  so  selten  ist,  so  wird  dadurch 
an  dem  ganien  Vorgänge  im  Wesentlichen  nichts  geändert; 
denn  die  wirkliehe  antidrome  Torsion,  die  dabei  aaftriti,  moss 
nothwendigerweise  das  UeberRlhren  des  Sprossendes  in  hori- 
zontale Lage  beschleunigen  und  ebenso  auch  die  durch  den  ne- 
gativen Geotropismus  herbeigeftihrte  homodrom  verlaufende 
Krümmung  emenem  oder  verstirken. 

Es  kann  demnach  ein  Umwinden  sehr  dttnner  Sllltten  sehr 
wohl  eintreten ,  ohne  dass  die  oberstem  Psrtieen  jemals  mH  der 
Sttttse  in  Contaet  kommen,  und  darans  erklaren  sieh  auch  die 
Versuche ,  welche  Kohl  mit  Bopfen  anstellte,  Indem  er  diese 
Pflanze  um  Bindfaden  u.  dergl.  winden  Hess.  Die  Behauptung 
Kobl's,  dass  solche  Falle  den  ScHwsiinBifia^schen  Annahmen 
widerspra^n,  ist  also  vollständig  ungereofatfertigt ,  <lenn  in 
der  ganzen  Abhandlung  des  letztgenannten  Porsebers  steht  kein 
Wort  davon,  dass  eine  wirksame  Greifbewegung  nur  dann  statt- 
finden könne,  wenn  der  .  obere  Gontactpunkt  in  den  ausserstea 
Psrtieen  des  nutirenden  Sproesendes  liege. 

Dass  auch  bei  sehr  dttnnen  StOteen  in  Folge  der  auArelen- 
den  Greifbewegungen  wirkliche  antidrome  Torstonen  entatehcn 
mnssen,  braucht  nloht  welter  anseinandeigesetst  zu  werden; 
wenn  Kohl  behauptet,  dass  bei  dieser  Art  des  Windens  fast 
immer  bomodrome  Torsionen  sich  einstellten,  so  beruht  dieser 
Irrthnm  daranf,  dass  er  bei  setner  fiereduiung  der  Torston  voo 
einem  umsichtig  gewählten  Nullpunkte  angegangen  ist.  Aller- 
dings klinnen  auf  kleineren  Strecken  wohl  auch  homodromeTor^ 
slonen  sich  vorfinden;  denn  dadurch,  dass  oft  längere  Zeil  bin- 
durch  die  oberen  Partieen  ganz  frei  nutiren,  mttssen  auch  home- 
dfome  Torsionen  entstehen,  diese  werden  jedooh  in  der  Hegel 
durch  die  spater  bei  den  Greifbewegungen  eintretenden  anii* 
dromen  mindestens  ausgeglichen;  ist  das  letzlere  jedoch  nicht 
der  Fall ,  was  bei  nicht  sehr  lebhaft  wachsenden  Pflanzen  auf- 
tritt, so  können  auch  geringe  bomodrome  Toralooen  an  den  fertig 
gewordenen  Partieen  sich  zeigen.  GewifhnKch  aber  wM  die 
eventuell  vorhandene  bomodrome  Torsion  nieiM  blos  ausge- 
glichen, sondern  es  wird  eine  nicht  unbetracblliehe  gegefulaufige 
-Drehung  erzieit,  wie  sich  aus  folgender  Tabelle  ergibt: 
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ToreioDeD  an  einem  Stengel  ven  Galystegi«  daburiea,  weleber 
um  einea  ZwIrosMen  gewunden  halle. 


Etihrafbifa  4«r 
I]it«rn«41«a  too 

Aazahl  der 
WindnaMn  in 
•liimii  ImaiiM- 
Jlnm 

BctniK  Torsion 

I 

a 

3600  antidrom 

II 

3 

1200 

Ul 

H 

8C0« 

IV 

3 

2700 

V 

VF 

i' 

400» 

VII 

4t00 

VIII 

470" 

IX 

mo 

X 

4000 

XI 

H 

1800 

XU 

4 

1800 

Bislier  wurde  nur  der  Fall  foelraehtei,  in  welchem  die 
doonea  Statten  Widereland  leisten  können,  also  durch  ge- 
spannte Faden,  dttnne  Drahte  u.  dergl.  dargestellt  werden.  Es 
mtfgen  nun  noch  kuri  die  Vorgfioge  berückeiobligt  werden,  die 
dcb  abapielen ,  wenn  lose  herabhängende  Fuden  den  Pflanzen 
dargebeten  werden.  Ist  der  Faden  in  seinem  unteren  Theile 
gans  gerade  und  der  Stengel  der  Versuchspflanxe  unbehaart,  so 
dass  ein  Anhaften  des  Fadens  an  denselben  nicht  stattfinden 
kann,  so  wird  bei  fortgesetster  symmetrischer  Nutation  der 
Faden  im  Kreise  herumgeführt,  aber  nicht  um  den  Stengel  ge- 
wunden. Das  letztere  tritt  jedo<di  stets  ein,  wenn  man  den 
Faden  In  seiner  unteren  Partie  umbiegt,  oder  Uber  einen  Blatt- 
stiel ,  Glasstab  u.  dergl.  horizontal  legt.  Bei  jedem  Nutations- 
umlaufe  wird  der  Faden  unter  diesen  Umstünden  einmal  um 
den  Stengel  geschlungen ;  d.  h.  mit  anderen  Worten:  der  Faden 
seist  den  Nutationsbewegungea  kein  Hindemiss  entgegen,  des* 
halb  bleibt  die  Krümmung  in  verticaler  Ebene  erhalten  und 
stellt  eine  ebene  Gnrve  dar. 

Dadurch,  dass  bei  jedem  Nutationsumlaufe  eine  Windung 
des  Fadens  um  den  Stengel  entsteht ,  wird  schon  nach  verhillt- 
nissmSssig  kurser  Zeit,  etwa  im  Laufe  eines  Tages,  bei  Galy stegia 
dahnriee  eine  ziemliche  Anzahl  solcher  Windungen  um  den 
Stengel  gebildet  und  infolge  dessen  der  Faden  von  dem  Stengel 
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fy^äAaliQü.  dass  Dunmehr  derselbe  aucl  i 
dun  /»  ««^'^""^^^.^     befesligl  ansusehen  isl.  D  iss  r 
.      I    i  „;.r«  icriuiiuiuößen  auftrclen  mttssen,  weil  das  in  - 
cfklare  Viaeh^hum  durch  den  taden  tneil weise  gebioaeri  w  l, 
wnrde  schon  im  !♦  Theile  eingehender  erörtert.   Es  wurde  t- 
gleich  dargelegt,  dass  von  einer  Reizbarkeit  bierliei  nicht  ie 
Rede  sein  könne. 

Durch  das  weitere  Langenwaehsthum  des  Stengels  und  is 
infolge  dessen  zunehmrnde  Gewicht  des  Sprossendes  wird  .  l- 
mäiig  ein  Umbiegen  des  letzteren  bewirkt  und  dieses  findet  >- 
weit  statt»  als  es  die  Lttnge  des  Fadens  gestattet ;  nunmehr  ze  $i 
derselbe  eine,  wenn  auch  geringe  Spaonung,  die  durch  das  ( 
wicht  des  Sprossendes  bedingt  wird.  Da  jedoch  der  Fad  iO 
auch  jetzt  den  Nutationsbewegungen  keinen  erheblichen  W'id«  r- 
stand  entgegensetzen  kann,  so  findet  das  Umwinden  auch  ncch 
in  ganz  ähnlicher  Weise  statt,  wie  zu  Anfang  des  Versuchs. 

Obwohl  das  Endresultat  hier  —  mit  Ausnahme  der  Tcf^ 
sionen — ganz  ebenso  erscheint,  als  wie  beim  Winden  um  e!n-sn 
strafTgespannten  Faden,  besteht  zwischen  beiden  Vorgängen 
nattirlich  ein  wesentlicher  Unterschied.  In  dem  letzteren  Falle 
werden  die  bleibenden  schraubenl inigen  Krümmungen  durch 
die  Greifbewegung  erzielt,  also  durch  den  Widerstand,  welcher 
durdi  die  Biegungsfestigkeit  der  Stütze  den  Nutalionsbewegun- 
gen  geleistet  wird;  im  ersteren  Falle  dagegen  durch  die  Ver- 
hinderung des  Längenwacbsthums  des  Stengels,  also  durch  den 
Widerstand,  welchen  die  Zu^eUigkeit  des  Fadens  dem  interca- 
laren  Wachsthum  des  Sprosses  entgegensetzt. 


Üelier  das  Terhalleii  4er  alleren  WIntogen  bei»  Ümkeferen  der 

Maase» 

Es  wurde  schon  im  ersten  Theile  gesagt,  dass  die  von  Buu- 
NKTZKY  aufgestellte  Behauptung,  die  windenden  Pflanzen  zeigten 
nach  dem  Umkehren  eine  in  entgegensetzter  Richtung  verlaufende 
Nutationsbesvogung,  gänzlich  unbegründet  sei.  Dagegen  bleibt 
ilie  Thatsache  bestehen,  dass  unter  solchen  Bedingungen  die 
ohersten  Windungen  sich  wieder  von  der  Stütze  ablösen.  £8 
It  agi  sich  nun ,  in  welcher  Weise  dieses  Abwickeln  auf  Grand 
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der  in  §§  1,  ;^  und  3  gegebenen  Betrachtungen  erklärt  werden 
kann. 

VergeuonwJuM jL'l  man  sicli  jeiiigen  H<»\ve£:ungen.  die  an 
e'mev  m  hci  i/uiiiiiler  Lage  !)eliiidlichen  antidrornen  KrUinniiing 
beim  horl^>(  h n  itm  der  Nul.it imi  auflrefet^.  so  erkennl  man,  dass 
in  der  ersten  iiunniehr  iiuli relenden  l'hase  ein  nllniäliiies 
FIacher\verden  drr  KniiiMiMinii  slattfinden  ntuss .  denn  auf  der 
nach  unten  gekehrten  Partie  macht  sicli  in  Folge  des  negativen 
Geotropismus  ein  stärkeres  Ausdehnungsbestreben  geltend  und 
am  Abschlüsse  dieser  Phase  wirkt  dasselbe  der  Nulalionskrttni- 
munij  ueradc  enti;ci;eu.  Es  handelt  sicli  aNo  ungefähr  um  das- 
selbe, was  S  ^  ">i  11  i  r>5  schon  ausführln  iier  beschrieben  wurde, 
in  <ien  näciisii  n  }if  i(i(  n  Phasen  wird  die  Krümmung  wieder  star- 
ker und  ;mi  Sclilussr  (i(»rselben  wirken  geotropische  und  Nuta- 
tionskrtiiniminij  im  !j;ieK'lien  Sinne,  so  dass  dann  der  KrUm- 
munszsradius  kleiner  ist,  als  bei  Ik^ginn  des  Versuchs.  Zugleich 
ist  aber  wJilirend  dessen  auch  jene  schon  oft  erwähnte  Lagen- 
veründerung  der  einzelnen  Langszonen  treiben  den  Hori/onl  ein- 
getreten und  die  Krümmung  stellt  denuuich  keine  eb*  nc  (airve 
mehr  dar,  sondern  eine  solche  von  doppeller  Krflmnmug,  die 
ahnlich  wie  eine  homodrome  Schraubenlinie  verlauft. 

Hetrnrhtet  man  die  VeranderuuL'en.  welche  durch  das  IJm- 
keljirii  in  den  oberen  noch  frei  nutireiMk  n  Partieen  einer  win- 
denden Pflanze  geschallen  werden ,  so  i^i  ciüleuehlend.  dass 
iunäcbsl  ein  ähnlicher  Vorgang  wie  der  cbenneschildei  le  sa  h 
abspielen  wird.  Da  die  krüniniung  dieser  l*arUeen  in  der 
Reuel  eine  iiumudi oiiie  ist,  so  nmss  dieselbe  nach  dem  Umkehren 
eine  anlidronie  sein,  denn  die  Krümmung,  die  vorher  (von  vorne 
gesehen  ilii  e  Concax  ital  nach  rOekwJtrts  richtete,  ist  jetzt  nach 
vorne  geöHüel.  BeliiRlel  ^.ich  dieselbe  in  annähernd  horizontaler 
Lage,  was  ja  sehr  häufig  der  Fall  ist.  so  müssen  also  iihnliehe 
Veränderungen  eintreten,  wie  unter  den  vorhin  geschilderten 
Bedingungen.  Alier  auch  wcim  die  Lage  der  Krtlnunung  eine 
andere  ist,  so  spielen  sich  doch  im  (Irunde  genommen  diesellicn 
VornJini-'e  ab.  Immer  muss  in  kurzer  Zeit  eine  homodrome 
KiliniDiunt:  erzielt  werden  und  damit  sind  auch  wieder  diesel- 
ben  Bedingungen  gegeben.  Dadnrrh  wird  aber  zun}(<  hst  l»e- 
\Nirkt,  dass  die  Concaviiat  der  KiiinHnung  im  frei  niitireTiden 
äusseren  Theiie  sehr  bald  nach  hinten  gekehrt  wird  ,  d.i.ss  al.^o 
die  Stütze  an  die  (.Konvexität  derselben  zu  liegen  kommt.  Diese 
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hunuxii  iiu  KrUuimung  wird  aber  uichl  blos  iu  dem  frei  nuli- 
renden  Ijuie.  sondern  sie  wird  auch  in  einer  der  Sltltzo  1  »ereil s 
anliegenden  Slrecke  sici»  l)emerkbar  machen,  denn  dieseliie  i>i 
ja  noch  nutntionsfähig  und  die  schraiibenliiiiKe  KrthnmnnL:  isl 
noch  keine  bleibende  geworden.  Iis  leuchtt  t  imii  sotorl  ein, 
dass  Muf  diese  Weise  auch  die  melir  zurüekli«  iiciKle  Partie  ähn- 
Uvhi  liesvegungen  ausführen  wird,  wie  liie  vorlier  frei  uutirende, 
und  dass  hierdurch  (Jie  erstero  sicli  von  der  Stutze  al)wickeln, 
ja  sogar  derselben  die  Convexitül  der  KrttnuuuDg  zukehren 
wird. 

Diese  lieweguntien  lassen  sich  sehr  leichi  ])k  obn<*hten  und 
das  Experiment  bestätigt  dii  ol  iuen.  zunächst  lheoretis<*hen 
Betracluiiniien  sofort.  Nun  sieiiL  man  aber  auch  bei  solchen 
Versnelien,  dass  n;ieh  der  Aufrichtung  der  Husscren  Partie,  in- 
folge des  negativen  deotrüpisuius  und  der  Nutalion,  sein  v^ft 
ein  Contnct  dei  sclht  ri  mit  der  Stütze  eintritt  ,  da  die  letztere 
den  weiteren  NutalienslM^wegungen  liindernd  iu  den  Wesi  tritt. 
Der  Krfolt!  dieses  CoiUacies  und  der  hiiM  tiuiil)  luM  voryerufenen 
Spannung  mus.s  alx^r  jet/f  otlciih-ir  ein  ganz  Minderer  sein  als  in 
der  normalen  Sleliunj;  der  Ptlanze.  denn  jri/i  kann  durch  j<"iie 
Spannung  nicht  etwa  ein  Anziehen  des  StenLicls  an  die  Siiitze 
erfolizen  ,  sondern  es  mtiss  vielmehr  in  cinei  der  StiU/.e  noch 
anliegenden  P;n-tir  ein  passives  WeakrUmmen  von  derselben 
erzielt  werden.  Ist  der  (]onlact  wieder  aufgehoben,  so  wird 
bald  wieder  eine  annähernd  horizontale  Lage  erreicht  werden, 
zugleich  mnss  aber  auch  in  jenen  noch  nutationsfahigen  Par- 
ti»'en.  die  der  Sttllze  noch  anliegen,  aus  den  oben  angegebenen 
Gründen  die  vorhandene  Krünuuung  flacher  werden  und 
schliesslich  in  eine  andere  verwandelt  werden,  deren  Convexi- 
tat  der  Stütze  zugekehrt  isl.  Tritt  dabei  ein  nochmaliger  (  ^n- 
lact  in  flen  oberen  Partieen  ein,  so  wird  jenes  Abwickeln  von 
der  Stütze  noch  besclileunigt. 

Auf  diese  Weise  erklart  es  sich  ganz  ungezwungen,  dass 
beim  Umkehren  der  Pflanze  schliesslich  die  ganze  noch  va)\a- 
tioiislilhige  Partie  von  der  Stütze  in  \ erhilllnissmilssig  kurzer 
Zeit  wieder  abgelöst  wird.  Die  einmal  fertig  gebildeten  Schrau- 
benwindungen bleiben  natürlich  erhallen  und  nachdem  die 
geolropist  iie  Krümmung  so  stark  ist,  dass  die  uutirende  Partie 
annähernd  vertical  steht,  stellt  sich  das  normale  Winden  wieder 
ein,  denn  jetzt  müssen  die  Greifbeweguogen  und  ebenso  das 
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Zusammenwirken  von  Geotropismus  und  Nutation  wieder  das» 
selbe  Resultat  ergeben,  wie  in  der  aufrecht  f2;estellten  Pflanze. 

Es  ist  also  eine  Nolhwendigkeit,  dass  beim  Umkehren  einer 
Pflanze  durch  die  verMudcrte  Lage  der  einzelnen  Zonen  gegen 
den  Horizont  und  die  damit  verbundenen  Veränderungen  im  Zu- 
sammenwirken von  Geotropismus  und  Nutation  ein  Abwickeln 
der  jüngsten  noch  nichl  fertigen  Windunizen  eintritt;  es  ist 
demnach  gnnzlich  ungerechtferiigl,  wenn  Sachs  auf  Grund  die- 
ser sehr  einfachen  Erscheinung  eine  allerdings  nicht  nüher  von 
ihm  definirte  Reisbarkoit  der  windenden  Pflanaen  annehmen  zu 
dtirfen  glaubt. 

Die  Frage,  wesh.ilh  bei  RütiUion  der  Pllanze  um  eine  hori- 
zontale Achse  die  ol>ersten  Windungen  wieder  ni)gewickelt  wer- 
den, ist  schon  im  ersten  Theile  näher  erörtert  worden.  Es  leuch- 
tet sofort  ein,  dass  l)ei  Aufhören  des  Geotropismus  und  der  regel- 
mässigen Nutation  auch  das  Winden  nicht  ujelir  staltlinden  kann  : 
auch  wurde  bereits  dargelegt,  dass  in  diesem  Falle  der  Stengel 
nicht  wieder  vollständig  gerade  gestreckt  werilen  kann,  da  die 
durch  Greifbewegungen  und  (ieolropismus  frtlher  entstandenen 
Krümmungen  beibehalten  wer(ien  müssen,  denn  der  Geotropis- 
mus, welcher  ein  Ausgleichen  derselben  bewirken  könnte,  isi 
aufigesoblossen. 

§6- 

Beievtuff      iMheiBliareii  antüreMi  Tonloa  fir  das  WMaB* 

Den  Zusammenhang  der  wirklichen  antidromen  Torsion  und 
ihre  Bedeutung  ftlr  das  Winden  hat  Schwbndbner  liereits  ge- 
ntlgend  klar  gelegt,  so  dass  ich  mich  liier  nicht  nHher  damit  zu 
beschatligen  brauche.  Nur  darauf  möge  noch  kurz  Inngewiesen 
werden,  dass  die  QuantitHt  jener  wirklichen  I  orsionen  von  dem 
l^iii  (  hmesser  der  Stütze  abhangt.  Wahrend  hei  sehr  dünnen 
Mützen  nach  den  in  §  4  mitget heilten  Bemerkungen  nur  geringe 
Torsionen  dieser  Art  auftreten  können,  weil  bei  den  wirksamen 
Greifbewegnngen  kein  bedcuti  ndes  Torsionsnfomenl  vorhanden 
ist,  müssen  bei  Stützen  von  nultlerer  Dicke  schon  stärkere 
Drehungen  er/ielt  werden,  denn  hier  sind  wirksame  Greifbe- 
vscji  iii^en  auch  in  den  obereFi  l  h«  ih  n  desSprossendeshäufig  vor- 
banden, sie  treten  in  der  Hegel  bei  jedem  Mutaiionsumgange  auf| 


Uiyitized  by  Google 


176 


*  Dr.  AsBftONH, 


und  ausserdem  am  Ii  die  Spannungen,  welche  jene  Tor- 

sionen  herbeiführen,  he(ieulend  starker.  In  noeh  höhereiii  Grade 
eilt  dies  für  das  Winden  um  dicke  Stützen,  deren  Durchmesser 
nahe  dein  Grenzwerlhe  liepl;  wobei  also  der  iinissere  Theil  des 
ganzen  nniatinnsfähi|zen  Sprossendes  eine  lange  andauernde 
üreifbewegun«:  ausftihrt. 

DeniL'omass  findet  man  in  dem  letzteren  Falle  «»ine  sehr 
starke  unlidrome  Torsion  vor,  wie  Schwendexeu  i:anz  richtig  be- 
merkt hat.  Mit  dem  Slarkerwerden  dieser  Torsionen  wird 
aber  auch  die  Amplitude  der  \utationskrtlmniungeii  geändert, 
denn  denkt  man  sich  einen  nulirenden  Sleneel  stark  »jedreht, 
so  flildcii  jof'/l  (!ie  successive  starker  sich  ausdelmondi  ii  Zonen 
.^(•liraiiliriiliiiicn  mit  verhältnissmässig  ong  anein.iiulci-  liegen- 
den Windungen,  es  inuss  also  dw  Nutationskrüininuug  eine 
Schraubenlinie  darstellen,  die  um  einen  Cylinder  mit  geriogeoi 
Durchmesser  verläuft.  Je  starker  deumach  die  Torsion  wird, 
desto  kleiner  muss  dieser  Durchmesser  werden  :  dazu  kommt 
noch,  dass  in  diesen  Füllen  ausser  der  KrUmmun^  in  verschie- 
denen Ebenen  auch  noch  eine  Verstärk  im  j  dpr  f H  sion  aufU  elen 
wird,  denn  wenn  eine  Schraubenlinie  um  cim  ii  Stengel  ver- 
laulende  Zone  slJtrker  wächst  wie  die  (Ibrigen,  so  nmss  nehen 
der  krtlmmenden  Componente  auch  noch  eine  drelxMuie  vorhan- 
den sein,  die  eine  V.erstärkung  der  einmal  vorhandenen  Torsioa 
bedingt. 

Bei  dicken  Stützen  zcij^L  immer  schon  ein  In  (ieulender 
Theil  der  uutationsftihigen  Zone  starke  antidrome  TorsioDeD 
und  es  können  in  den  gedrehten  Partios  ri  (ieiimaclii  die  Nuta- 
liciislM'NN  ('L:tin::('ii  nicht  mehr  sn  ausgiebig  sein,  als  wie  in  den 
obersten  Iniri nodiiMi  Daraus  lolgl  auch ,  dass  die  dfr  StiH/* 
einmal  anlir-rmlf  ü  intei'nodien  sich  nicht  so  leicht  wieder  von 
dersellx'n  w vseiulen  können,  wenn  durch  die  Bewegungen 
der  obci  en  l^arlieen  und  durch  den  Einfluss  des  (ieotropisuiiis 
lange  andauerndewirksarm  i  .rcilhewegungen  hergestellt  werden. 

Bei  dünnen  Stüf/(  n  da^rgen,  wo  die  Torsionen  gerina 
sind,  mtissen  die  Nutatifinshew egungen  auch  in  (ien  weiter  von 
»ierSpilze  entfernt  liegenden  Theilen  noch  eine  ansehnliche  Am- 
plitude l)esilzon  und  erst  wenn  schliesslich  beim  allniiiüeen 
Aufhören  derselben  das  vollige  Geradcsi i-. cken  des  Slengels 
durch  die  Stfllze  verhindert  wird .  können  die  bleibendeD 
Schraubenwindungen  zu  Stande  kommen. 
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Es  afeht  also  die  BeweguDgsfilbigkett  der  tordirten  Inter- 
Bodien  mit  der  Quantitai  dieser  Torsionen  io  einem  gani  be- 
stimmten Zasamroenhange  und  deelialb  sind  die  letzteren  Ton 
grosser  Bedeutung  fOr  den  Vorgang  des  Windens  selbst« 

Etwas  anders  veriilllt  es  sieb  mit  den  seheinbaren  Tor- 
stonen ,  deren  Ursaoben  in  den  §§  4  und  %  auselnandergesetit 
wurden.  Die  wssentUohe  Bedeutung  derselben  filr  das  Winden 
Ist,  wie  schon  aus  den  Torigen  Paragraphen  hervorgeht,  darin 
zu  suohen,  dass  infolge  der  Lagenverfinderung  der  einseinen 
tUngsxonen  gegen  den  Horisont  eine  geolropische  Krümmung 
herbeigeftihrt  wird,  die  annähernd  eine  homodrome  Sehrau- 
benlinie  darslellen  muss.  Bei  sehr  dttnnen  Stfltzen  werden 
deshalb  in  den  frei  nutirenden  Enden  ziemlich  hAufig  flache 
oder  auch  steiler  aufsteigende  sehraubenlinige  Krümmungen  zu 
Stande  kommen ,  die  zwar  nicht  bleibend  sind ,  die  aber  das 
Umsclilittgen  der  Stftlie  wesentlich  begUnstigen.  Bei  Stützen 
von  mittlerer  Dicke  wird  in  den  Zeiträumen,  wo  die  äussersten 
Partieen  frei  nutiren,  etwas  Aehnliches  eintreten  und  dadurch 
das  abermalige  Zustandekommen  der  Greifbewegung  nur  be- 
schleunigt werden.  Zugleich  muss  aber  durch  die  bei  dem 
.  letateren  Voi^ange  eintretende  antidrome  Torsion  die  infolge 
der  geotropischen  Einwirkung  wachsende  Zone  auf  die  Gon- 
vexitSli  der  schraubenlinigen  Krümmung  zu  liegen  kommen. 
Dies  wird  sich  fast  bei  jedem  Nutationsumgange  in  derselben 
Weise  wiederholen  und  es  müssen  deshalb  auch  die  geotropi- 
schen  Krümmungen  zur  Bildung  der  schliesslich  vorhandenen 
bleibenden  Scbraubenwindungen  wesentlich  beitragen.  Noch 
viel  mehr  gilt  dies  für  sehr  dicke  Stützen ,  bei  denen  sich  die 
Spitze  fast  gar  nicht  ablüst;  hier  wird  immer  wieder  die  früher 
oiioh  unten  gekehrte  Zone  nach  aussen  gelangen  und  somit  die 
Goncavltttt  der  geotropischen  Krümmung  der  Stütze  zugekehrt 
werden. 

Da  das  Aufrichten  der  Stengel  auch  in  diesem  Falle  wie  in 
<ien  beiden  vorigen  schliesslich  nur  durch  die  Stütze  verhindert' 
wird,  so  müssen  die  vorhandenen  geotropischen  Krümmungen 
wesentlich  dazu  mitwirken,  die  Spitze  so  fest  an  iÜe  Stütze  an- 
zudrücken, dass  jenes  Aufrichten  nicht  stattfinden  kann,  dass 
äso  eine  bleiliende  sehraubenlinige  Krümmung  entstehen  muss. 

Beachtet  man  ferner  noch,  was  in  §8  über  denfiinfluss  des 
Geotropismus  auf  eine  sehraubenlinige  Krümmung  gesagt  wurde, 
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so  leuchtet  ein,  dass  in  den  noch  wachsthumsfiibigen,  aber 
hereils  Schraubenwindungen  bildenden  Partieen  auch  stets  ein 
Anpressen  des  Stengels  an  die  Stütze  stattfinden  muss,  denn 
beide  Krümmungsradien  der  Curve  würden  infolge  des  Geo- 
tropismus kleiner  werden,  wenn  nicht  die  Stütze  den  damit 
verbundenen  Bewegungen  Widerstand  entgegensetzte. 

Das  Gesagte  dürfte  genügen,  um  die  Bedeutung  der  schein- 
baren Torsionen ,  die  mit  den  Lagenveranderungen  einer  um 
horizontale  oder  etwas  geneigte  Achse  nutirenden  Spitze  zu- 
sammenhangen ^  für  die  weiteren  Bewegungen  einer  windenden 
Pflanie  darsulegen. 

§7- 

SiMiMienfftflsuig      Res  ■liste. 

1.  Die  von  Baranetzki  an^cnoimiione  »transversale  Krüm- 
mungff  erklärt  sicli  ohne  Schwierigkeit  aus  dem  Zusanimi  n- 
wirken  der  Nutatiou  imd  des  (loolropismus,  welches  s(pts  dann 
eintreten  miiss,  wenn  die  Nutalionsbewegungen  um  eiue  bori*'  , 
zontale  oder  schiel  gesteiile  Achse  stattfinden. 

2.  Die  von  Kohl  angenommene  Reizbarkeit  der  windenden 
Stengel  ist  nicht  vorhanden,  die  Stütze  wirk(  nui-  dadurch  auf 
die  Bildung  von  Sehraubenlinien  ein,  dass  sie  den  \utations- 
und  geuiropisehen  K  rümmungen  derSprosseaden  einen  gewissen 
Widerstand  enlgei;cDse(zt. 

3.  Die  nolhwondis-en  Fnctoren  für  das  Winden  sind:  die 
Circumnntalion,  der  negative  Geotropismus  und  der  Widersland, 
vvetchen  die  Stütze  den  Bewegungen  des  Sprossendes  entge- 
gensetzt. 

4.  Bei  den  HewegunL'^^n  i  irn  s  nutirenden  Sprossendes  um 
eine  iHU  tzontaie  oder  srliii'i  1:1  sicllfe  Aclise  werden  /(  itwt  i^e 
scheinbare  autidronie  r  uMdiii mi  rr/iflt,  die  für  die  \\(  iiere  jbm- 
wtrkung  des  negativ»Mi  ( rcni rn|iisuius  von  Bcilfmiuiij  sind. 

5.  Die  Mitwirkuiiii  des  neuativen  (iidl iripismus  hoirn  /u- 
slandekonmiea  der  l)ieiben(lt  n  Sidu aubenw induiiLi^]!  lu'sieiit 
eineslheiis  in  dem  Aufwürl  A i  uiiimhm>  iler  in  hoi  i/inii.ilf  ciler 
schiefe  Lage  t;el>r;»rfiten  Sprossem  !<■?!,  ;ni(i('i'nl  IkmIs  in  di'i-  ll-'i-- 
Slelliing  von  krümmungeu,  die  durch  das  stärkere  Wachsthuui 
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einor  ähnlich  u  io  eine  homodrome  Sebraubeolinie  um  den  Stell" 
gel  verlaufenden  Curve  erzielt  werden. 

6.  Das  Winden  um  sehr  dünne  Stützen  erfoli^t  im  Wesent- 
lichen unter  denselben  Umstünden,  wie  das  ümscblingen  dicke- 
rer Stützen,  und  die  dabei  auftretenden  Bewegungen  sprechen 
weder  gegen  die  Wirkung  der  Grcifhewegungen,  noch  für  eine 
den  windenden  Stengeln  eigenthümliche  Reizbarkeit. 

7.  Das  Abwickeln  der  obersten  Windungen  beim  l'nikehren 
der  Pflanzen  Uisst  sich  durch  die  relativ  umgekehrte  iNutations- 
richtung  und  die  damit  verbundene  Aendenmg  in  dem  Zusam- 
menwirken von  Nutations-  und  geotropischen  Krümmungen 
vollständig  erklaren.  Es  ist  deshalb  kein  Grund  vorhanden,  aus 
diesem  Vorgange  auf  eine,  wenn  auch  nicht  naber  deßnirte, 
Reizbarkeit  der  windenden  Pflanzen  zu  schüessen,  wie  dies  von 
Sachs  geschehen  ist.  Vielmehr  wird  durch  dieses  Abwickeln 
bewiesen,  dass  die  Bildung  bleibender  Schraubenwindungen 
nicht  möglich  ist,  wenn  in  dem  Zusammenwirken  der  oben  ge- 
nannten drei  Factoren  eine  Aenderung  eintritt. 


Anhang. 

(Anmerkung  zu  Seite  59.; 

Auf  S.  59  wur  die  Berechnung  der  Werth'»  für  cos  a  und  tg  C 
Dtclit  genauer  ausgeführt,  es  soll  dies  im  Folgenden  noch  oacbgehoU 
werdeu. 

Der  Supplementwinkel  der  Seite  a  gehört  einem  sphtfrischen  Dreieck 

an,  in  welchem  ein  Winkel  ein  Rechter  und  die  denselben  einschliessen- 
den  Seiten  jileicli  90f> — «  und  fi  sind.  Jene  Seite,  wt'lche  den  Supple«- 
DJentw inkel  von  a  darstellt,  licüt  dein  rechten  Winkel  get:enüber. 

Es  lasst  sich  demnach  dieselbe,  die  wir  x  nennen  wollen,  berech- 
nen aus  der  Glelcbmigr 

cos  2  Ä  COS  (90Ö— «) .  cos  ß 
s  sin  u  cos  ß  . 
Da  aber  g  b  isqo  «  a  , 

«0  ist: 

cos  0  a»  —  ain  «  cosß . 

Die  BestlmmoDg  von  tg  C  Ulsst  sieb  ebenfalls  an  dem  eben  betrat^ 
teten  sphärisch«!  Dreiecke  nosföhren. 

r  i^t  das  Supplement  des  Winkels,  welcher  in  jenem  Dreiecke  der 
Seite  900  —  a  gegenüberliegt. 

41* 
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Wir  haben  demnachi  wenn  wir  diesen  Winkel  mit  A  beniebneo, 

folgende  Gleichung: 

^  Sin  ß 

cotg  te 
sin  ß 

Da  aber  B  m  1800  -  C, 

80  gilt  für  C  die  Gleichung: 

tg  C  -  -  . 
*  sin  ß 
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M.  von  Frey  und  E.  Wiedemaim,  IJtöer  die  Veru  enduny  der 
HüUz'scheii  Maschine  zu  physioluytscheti  Reizversuchen. 

Die  meist  zur  Eneugang  elektrischer  Reite  verwandten 
Httlfsmittel  sind  das  Inducloriom  und  die  galvanische  Batterie. 
Beide  liaben  gewisse  Nachlbeile :  bei  letzterer  lassen  sicli  die 
Reise  nicht  in  l)ellebig  schneller  Anfeinanderfolge  herstellen, 
iR^rend  bei  ersterem  Jeder  Indnctionsstoss,  sei  es,dasser 
emer  Oeffhung  oder  Schliessung  des  primären  Stromes  ent^ 
spricht^  ein  äusserst  oomplicirtes  Gebilde  darstellt.  An  eine 
erste  Hauptentladung  reiht  sich  eine  grosse  Reihe  von  Partie]- 
entUidungen  von  abnehmender  Stärke.  Ihre  Zahl  und  die  Stärke 
eber  jeden  derselben  hängt  von  den  speciellen  Versuchsver- 
haltnissen,  dem  Widerstande  des  Nerven  etc.  ab. 

Wir  haben  daher  versucht  ^  die  HoLTz'sche  Maschine  zu 
physiologischen  Versuchen  zu  verwenden.  Die  bisherigen  Yer- 
sadie  sind  durchaus  befriedigend  ausgefallen. 

Die  Versuchsanordnung  ist  folgende:  Der  eine  Pol  der 
Maschine  ist  zur  Erde  abgeleitet,  der  andere  wird  durch  einen 
mit  Kautschuk  ttbersponnenen  Draht  mit  oder  ohne  Einschal- 
tong  des  Nerven  zur  Erde  geführt.  Um  dies  zu  bewerkstelligen, 
dienen  folgende  zwei  Vorrichtungen :  Ä  ist  ein  in  eine  Pappschach- 
tel gegossener  Paraffinklotz,  in  den  zwei  T-Rtfhren  und 
eingesetzt  sind.  Ihre  Schenkel  sind  sämmtlich  so  gebogen, 
dass  sie  aus  dem  Paraffin  heraussehen.  Die  T-ROhren  selbst  sind 
mit  Qnedtsilber  gefüllt.  In  die  Oeffbungen  a  und  6  und  e  und  f 
werden  die  Zu-  und  Ableiiungsdrähte  gesetzt;  c  und  d  können 
durch  ein«n  MsAallbflgftl  diraet  verinmden  werden.  In  einen 
zweiten  Parafifinklots  l^sind  seehaU-BUhren  eingesetzt  a/?/de(. 
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In  die  nach  aussen  stehenden  Sehenkel  derselben  tauchen  die 
Zuleitungsdräble ,  während  in  ihre  inneren  weiteren  Schenkel 
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sich  die  Enden  zweier  n  gebogenen  Rupferdrahte  A*  und  A*,  ein- 
senken, die  an  einem  Uartgummislabe  befestigt  sind.  Da  noch 
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attsserdem  er  und  C  und  €  und  ß  durch  Drüble,  wie  die  Figur 
seigt,  verbuoden  sind,  so  stelll  das  Ganze  einen  Gommutator  dar. 

Die  Verbindungen  selbst  werden  in  der  folgenden  Weise 
dargestellt:  Zu  dem  Napf  6  wird  der  Strom  der  Masobine  ge-< 
leitet,  der,  falls  der  Btigel  l  eingeschaltet  ist,  unmittelbar  nach 
€  und  von  da  durch  a  cur  Erde  abOiesst.  Wird  /  herausgenom- 
meUi  so  geht  der  Strom  nach  f,  dann  nach  y.  Von  hier  fliesst 
er,  je  nachdem  die  Btigel  k  und  ,  y  und  e  und  Ö  und  ^  oder 
aber  y  und  a  und  dund  verbinden,  in  einem  oder  im  anderen 
Sinne  durch  den  Nerven,  um  (Iber  3 ,  e  und  a  tat  Erde  absu- 
fliessen. 

Um  den  Strom  der  Maschine  in  passender  regelmfissiger 
Weise  su  unterbrechen,  wurde  in  den  Stromkreis  swischen  die 
Maschine  und  den  Napf  6  zunXcbst  ein  Widerstand  und  dann 
ein  Entladungsrohr  eingeschaltet.  Der  Widerstand  selbst  be- 
stand aus  einem  V-Rohr  mit  ca.  ^  ,5  cm  weiten  Schenkeln ;  von 
diesen  stand  der  eine  vertical ,  der  andere  war  unter  ca.  45^ 
gegen  den  Heriiont  geneigt.  Die  beiden  Schenkel  wurden  zu- 
nSchst  mit  Quecksilber  gefüllt,  in  den  verticalen  Schenkel 
tauchte  der  Zuleitungsdraht  tou  der  Maschine,  in  den  schrägen 
Sehenkel  wurde  dann  ein  Glasrohr  von  ca.  7  mm  Weite,  das 
oben  erweitert  war  und  das  sich  in  demselben  auf-  und  nieder- 
sehieben  liess,  eingel^rt.  In  dasselbe  wurde  Wasser  gegossen 
und  von  oben  ein  Kupferdraht  eingesetit,  der  den  Strom  zu  der 
Entladungsrohre  weiter  leitete.  Durch  Herausziehen  und  Hin- 
einschieben des  engeren  Rohres  konnte  man  grltosere  oder  klei- 
nere Widerstlnde  einschalten.  Frohere  Versuche  hatten  nun 
gezeigt,  dass  dadurch  die  Zahl  der  Entladungen  wesentlich  ver- 
finderi  wird,  indem,  je  grttsser  der  Widerstand  ist,  um  so 
grosser  die  Zahl  der  Entladungen  wird. 

Ohne  Einschaltung  von  Widerständen  entlOdt  sich  nUmllch, 
sobald  einmal  das  Potential  an  den  Elektroden  eine  bestimmte 
Hohe  erreicht  hat,  die  ganze  auf  den  Electroden,  auf  den  diese 
mit  der  Maschine  verbindenden  Leitern  und  auf  einem  Theil  der 
Platten  der  Maschine  befindliche  ElektriciUltsmenge  auf  einmal; 
sie  fliesst  den  Elektroden  so  schnell  zu,  dass  dort  das  Potential 
trotz  des  Abflusses  von  Elektricitttt  nicht  so  weit  sinken  kann, 
dass  ihr  Uebergang  aufhörte.  Bei  Einschaltung  von  Widerstttn- 
den  wird  aber  der  Zufluss  der  Elektricitttt  immer  langsamer 
und  langsamer  und  es  tritt  wesentlich  nur  die  Elektriottilts- 
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menge  Uber,  die  auf  der  Electrode  selbst  und  iq  deren  nUebstea 
Nahe  sich  befindet.  Bei  gleicher  Intensitöl  des  Stromes  treten 
dtther  immer  zahlreichere  Entladungen  ein. 

Das  Entladungsrohr  selbst  war  etwa  3  cm  weit  and  hatte 
zwei  spitte,  etwa  %  mm  von  einander  abstehende  Electrodeo. 
Durch  ein  Ansatzrohr  war  es  mit  einer  Queeksilberpumpe  ver* 
bunden.  Die  Drucke  betragen  ca.  4—3  mm.  Als  Gas  wurde 
meist  Luft  verwandt ;  nur  in  den  Fällen,  wo  Beobachtungen  im 
rotirendea  Spiegel  stattianden,  wurde  Kohlanoxyd,  der  grosseren 
IntensitSt  des  von  ihm  ausgegebenen  Lichtes  wegen,  eingeftthrt. 
Versuche  mit  anderen  Formen  von  Entladungsrohren,  besonders 
solchen  mit  eapillnrem  Zwischenstflck,  zeigten,  dass  bei  diesen 
das  Potential  zur  Entladung  und  damit  die  bei  jeder  einseinen 
Entladung  ttbergehende  Elektricitatsnienge  so  gross  war,  dass 
die  von  uns  sunüchsl  gesuchten  piiysiülogisoben  Grenzwerihe 
der  Reizung  ausserordentlich  hoch  zu  liegen  kamen.  Wir  haben 
daher  vorlaufig  die  oben  beschriebene  Rtfhre  vorgezogen. 

Die  Zahl  der  Entladungen  wurde  auf  swei  Wegen  zn  be- 
stimmen versucht.  Einmal  milteist  eines  rotirenden  S]>ie^eis. 
Neben  der  Entiadungsröbre,  durch  die  der  die  Reize  liefernde 
Strom  floss,  wurde  eine  zweite  aufgestellt,  durch  welche  der 
secundare Strom  eines  Inductoriums  ging,  dessen  pritnarcr  mit- 
telst einer  Stimmgabel  eine  bestimmte  Anzahl  von  Maien  in  der 
Secunde  unterbrochen  wurde  und  die  Entladungsbilder  beider 
Rühren  wurden  in  einem  rotirenden  Spiegel  betrachtet.  Man 
bestimmte  dann,  wieviel  Enlladungsbilder  des  ersten  Strom- 
kreises zwischen  zweien  des  zweiten  lagen.  Diese  Methode 
Hess  deutlich  erkennen,  dass  die  Entladungen  mit  grösster  Be- 
gelmässigkeit  auf  einander  folgten.  Da  sich  aber  später  heraus* 
stellte ,  daas  die  in  Betracht  kommende  Zahl  der  Entladungen 
eine  sehr  grosse  war  und  die  Lichtstärke  derselben  dem  ent- 
sprechend sehr  gering  wurde,  so  verwandten  wir  ein  Telephon, 
das  swischen  b  und  die  Eniladungsröhre  eingeschaltet  wurde« 

Bio  meist  eintretende  grosse  Klarheit  des  Tones  war  ein 
Zeichen  für  die  Begehnässigkeit  der  Intervalle  zwischen  den 
aufeinander  folgenden  Eolladungen.  Nur  in  einem  Falle  traten 
Unregelmässigkeiten  auf.  Yorgrössert  man  den  Widerstand  von 
seinem  kleinsten  Werthe  ausgehend,  so  entwickelt  sich  zunächst 
ein  tiefer  Ton,  der  allmalig  steigt;  bei  einem  bestimmten  Wider- 
stande hOrt  man  aber  ein  blasendes  Geräusch^  dem  eine  flak- 
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k^rnde  onruluge  Entladimg  enUprichi;  eine  weitere  Ver* 
mehniDg  des  WiderBtandes  macht  den  Ton  wieder  kiar  ood 
hoher.  Wir  werden  auf  dieee  Erscheinung  später  surtlokkoni' 
man.  Man  kann  die  Tonhöhe  bis  Uber  die  Grensen  der  Hörbarkeit 
hinauflsteigern.  Ist  der  Nerv  eingeachaltet,  ae  ist  meist  der  Ton 
blfber  als  oim»  denselben  und  musa  daher  die  Tonhöbe  bei  Ein- 
schaltung desselben  ermitteli  werden. 

Sehr  sorgfältig mnss  bei  den  Versuchen  jede  Funkenstrecke 
vermieden  und  darauf  geachtet  werden,  daaa  der  Nerv  und  der 
mit  ihm  verbundene^  die  Zuckungen  aufschreibende  Muskel  von 
der  Erde  isolirt  ist,  indem  sonst  grosse  Unregelmüsaigkeiten 
eintreten.  Die  ganien  Bäume  werden  elektrisch  geladen  und 
swar  in  einem  bestimmten  Ehythmus,  und  man  erhölt  ietanische 
Aeiaungen,  sobald  sich  ein  Strom  duroh  den  Nerven  ausgleichen 
kann.  Beriihrt  man  s.  B.  mit  dam  an  einer  Pincette  gehaltenen 
Nerv-Muskel^PTttparat  die  Gaaleitung,  so  tritt  Tetanus  auf,  wel« 
eher  auableibt,  sobald  man  die  Pincette  mit  einem  iaotirenden 
Glaaalab  vertauacht. 

Bie  Isolirung  wurde  in  folgender  Weise  bewerkstelligt. 
Die  von  dem  NVplehen  a  und  ß  kommenden  mit  Kautschuk 
ttbenogenen  Kupiardrahte  waren  in  die  amalgamtrten  Zinkatttb* 
oben  der  nicht  polaristrbaren  Pinselelectroden  eingescbraobt. 
Letstere  waren  auf  Korke  aufgebunden ,  die  selbst  von  Glas- 
rllbren  isolirt  getragen  wurden.  Der  Knochen  des  Frosch- 
Schenkels  war  in  ein  Glaarohr  eingekeilt.  Die  Yerkflnungen 
des  Muskels  konnten  durch  eine  passende,  gleichleills  iaolirte 
Sobre&bvorrichtung  auf  einer  rotirenden  Trommel  aufgeseichnet 
werden. 

Die  Stromriohtung  lieas  sich  unmittelbar  aus  dem  verschie- 
denen Aussehen  der  beiden  Bleotfoden  erkennen. 

Die  Zahl  und  Intensität  der  Beize  Ulsat  sich  durch  Veran- 
dening  einer  der  drei  folgenden  Grössen  varüren :  4 )  des  Wider- 
slnndes;  2)  der  Umdrehungsgeschwindigkeit  der  HoLTz'acfaen 
Masebine,  die  bei  unseren  Versuchen  durch  einen  ScanmT'schen 
Wassermotor  getrieben  wurde,  und  endlich  3)  durch  Veränder- 
ung des  Druckes  im  Entladungsrohr. 

Die  Beiie  sind  süinmüich  als  von  nahezu  unendlicher  Steil- 
heit anzusehen,  da  die  Entladungen  instanten  erfolgen.  Be- 
stimmt man  ihre  Zahl  und  gleichzeitig  die  Intensität  des  Stromes 
in  einem  Galvanometer,  das  zwischen  a  und  6  eingeschaltet  ist, 
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sa  kann  maa  die  jedem  Reize  entsprecbende  EiektriottatsmeoKe 
quantitativ  bestimmen. 

Die  physiologischen  Erfolge,  die  sich  beobaditen  lassen, 
wenn  ein  Stttck  eines  Froscbnerven  in  die  Erdleitung  avlga- 
nommen  wird,  bestehen  in  Zuckung  oder  Tetanus  des  sugehtfri- 
gen  Muskels.  Das  gewöhnliche  Resultat  ist  Tetanus  und  twar, 
entsprechend  der  Gleichartigkeit  der  Bnllaänngen,  sebr  regel- 
mässige Tetani,  bei  welchen  die  neue  tetanisefae  Gleichgewichts- 
lage sehr  rasch  erreicht  und  dann  ohne  erhebliche  Gontraetur 
festgehalten  wird ,  eine  Erscheinung,  die  mit  den  Erfahrungen 
des  Herrn  Bona  in  Uebereinstimmung  steht.  Die  Tetani  ktfnnen 
maximal  oder  untermaximal  sein.  Diese  Ausdrucke  bedeuten 
xwar  ureprQngiich,  dass  der  Tetanus  ans  maximalen  oder  untere 
maximalen  Zuckungen  znsammengesetst  ist;  sie  lassen  sich  aber 
auch  ohne  Kenntniss  derEfnseltuckung  anwenden,  Insofern  bei 
stets  gleicher  Form  der  tetanischen  Gurve  die  erreichten  Ver- 
kttrsungen  als  maximale  oder  untennaximale  bezelobnet  wer-  - 
den.  Zuckungen  durch  einselne  Entladungen  su  bewirkeo,  ist 
uns  bisher  nicht  gelungen,  und  es  ist  fraglich,  ob  es  ttberbaupt 
ausführbar  ist  aus  vielen  Hunderten,  ja  vielen  Tausenden  Ed!- 
ladungen  innerhalb  einer  Secunde  eine  einzelne  absusmidenB. 
Dagegen  ist  die  yersuchsanordnung  sehr  geeignet,  die  physiolo- 
gisch wichtige  Frage  zu  prüfen,  oh  die  Grosse  des  Reiaerfotges 
mit  der  Zahl  der  Entladungen  stets  wfichsl  oder  ob  es  einen 
Wendepunkt  gibt,  von  welchem  an  die  Erfolge  sich  mhidem, 
speciell  ob  die  tetanisehe  Heizung  verschwindet.  Gerade  über 
diesen  Punkt  gehen  die  Erfahrungen  der  Physiologen  sehr  aos- 
einander.  Manche,  wie  KaoifBCKsa  und  SriaLiNO,  bezweifeln  das 
Vorhandensein  eines  solchen  Wendepunktes  innerhalb  der  tech- 
nisch herstellbaren  Schwankungsfrequenzen,  indem  sie  selbst 
bei  22  000  Sdiwankungen  des  Reizes  pro  See.  noch  Tetani  beob- 
achteten. Andere  haben  von  einer  gewissen  Schwankungssafal 
ab  die  Tetani  verschwinden  und  einzelne  Zuckungen,  sogenannte 
Anfangs-  und  Endzuckungen,  an  deren  Stelle  treten  sehen. 
Zuweilen  fehlte  auch  jede  Reaction.  Die  Schwankungsfrequen- 
zen, welche  zur  Hervorbringung  dieser  Erscheinung  notbig 
waren,  oder  die  Grenzsahlen,  wie  ich  sie  der  Kürze  hall>er  nen- 
nen will,  bewegen  sich  zwischen  den  Werthen  von  100  bis  zu 
einigen  Tausend  in  der  Secunde.  Die  grossen  Dilferenzen  der 
Werthe  sind  nicht  erstaunlich,  wenn  man  erwtfgt,  dass  ausser  der 
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Aoiabl  derSchwaDkungen  auch  die  Form  derselben  belogen  auf 
die  Zeil{Ei(QBLMAirif)ydieIiiteQaiiai  (Eii6iLSAiiN,Biu«miKy  v.KtiBs), 
die  Tenipeiatur  des  Nerven  (v.  Kbibs)  und  seine  Ermüdung 
jfiiffinjiAitK)  von  Einfluss  sind.  Es  haben  somit  auch  unsere 
Werlhe  nur  Giltigkeit  für  die  gegebene  Entladungsform  und  fftr 
die  sor  Verfügung  siehenden  Intensilütsgrenzen.  Die  Tempera- 
Inr  der  Nerven  war  die  des  Zimmers,  etwa  1 5^C.,  und  der  Ein- 
fluss der  Ermttdung  wurde  durch  Anwendung  mifgliohst  frischer 
Nerven  eliminin. 

Wir  finden  für  jeden  Nerven  eine  Grenssahl  der  EnUadun- 
gen,  von  wekher  ab  kein  Tetanus  mehr  erscheint,  sondern  nur 
eine  Anfangs-  oder  EndzudLUDg;  zuweilen  auch  beide,  je  nach 
der  Bichtung  des  Stromes;  Erscheinungen,  wie  sie  sich  bei  Rei- 
soDgen  mit  conslanten'  Strömen  einstellen.  Die  Werthe  der 
Grenzzahlen  schwanken  zwischen  SOOO  und  45000  in  der  Se- 
eonde.  Die  genaue  Bestimmung  der  Zahlen  und  ihre  Abhängig- 
keit von  der  Intensitflt  muss  weiteren  Versuchen  vorbehalten 
bleiben.  Die  obere  Grenze  lässt  sich  durch  Wahl  anderer  Ent- 
ladoDgsrtfhren  wahrscheinlich  noch  höher  hinauftreiben. 

Ihre  Bestimmung  mittelst  des  Telephons  bietet  infolge  des 
unvollkommenen  musikalischen  Charakters  so  hoher  TOne  nicht 
unerhebliche  Schwierigkeiten.  Da  aber  diese  Werthe  und  noch 
htfhere  unter  stetiger  Aenderung  der  Tonhöhe  sich  gewinnen 
lassen,  so  ist  scharf  bewiesen,  dass  der  geänderte  physiologische 
Effect  nicht  auf  einer  qualitativen  Aenderung  des  Reizes  be- 
ruhen kann. 

Merkwürdiger  Weise  zeigte  sich  hierbei  eine  neue  Abhön- 
gigkeity  welche  fttr  die  einsinnigen  Stromschwankungen  charak- 
teristisch sein  dürfte.  Der  Werth  der  Grenzzahl  ist  nttmlich  für 
ein  gegebenes  Nervenstttck  verschieden  je  nach  der  Richtung,  in 
welcher  die  Schwankungen  hindurchgeschickt  werden.  Der 
Unterschied  kann  sich  auf  mehrere  tausend  Entladungen  belau- 
fen. Meistens  verschwindet  bei  absteigender  (gegen  den  Mus- 
kel gewendeter}  Stromrichtung  der  Tetanus  erst  bei  viel  höheren 
Eotladungszahlen,  als  bei  aufsteigender.  Indessen  kommt  auch 
das  Umgekehrte  vor.  Die  Erklärung  dieser  Erscheinung  dürfte 
sich  ohne  Schwierigkeit  aus  der  Betrachtung  ergeben ,  dass  die 
meisten  Stellen  des  Nerven  für  die  beiden  Stromrichtungen  ver- 
schieden empfindlich  sind.  In  der  wirksameren  Richtung  ist 
der  Erfolg  der  Entladungen  genau  derselbe,  als  wenn  ihre 
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Intensität  verstUi  kt  worden  wtfrc  und  es  ist  somit  begrelflidi, 
dass  die  tetaniscbe  £rregang  erst  bei  tittberen  Greafwercheo 

ausbleibt. 

Ob  siob  die  Grenzwerthe  bei  httherer  Intensität  der£iniel> 
ent ladung  noch  weiter  treiben  lassen ,  müssen  wir  vorläufig 
dahin  gestellt  sein  lassen.  Dass  aber  der  Nerv  unter  günstigen 
L'inslilnden  sehr  hohen  Frequenzen  zu  folgen  im  Stande  isl^ 
scheint  uns  nach  den  auf  so  verschiedenen  Wegen  übereinstim- 
mend erhaltenen  Resultaten  von  Kiohbckir  und  von  uns 
nicht  langer  zweifelhaft  zu  sein. 

Einige  Versuche  mit  dem  curarisirien  Froschmuskel  zeig- 
ten, dass  ohne  Einschaltung  grösser  Funkenstrecken  iLcine  Rei* 
ftung  lu  erhalten  war. 
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Heim.  Oredawt  Die  obere  Zechsteinformatüm  im  Eltnigreich 
Sofien. 

Nachdem  im  Jahro  1867  diu  ki^l.  |)reussischo  f^euloi^isclie 
Landesan.sl.tll  in's  Leben  jiorufen  worden  war,  hcsflKifliiiteii 
sich  (leren  Geologen  zunächst  mit  dei-  l'ntersuchung  un  i  karlo- 
grapbi'^f hon  Aufnahme  des  Unterhurzes  und  der  d*  [  seihen 
südlich  umrandenden  Gehiele.  Das  specielle  Sludiutii  der  dort 
typisch  und  in  t;r(jsslniüglicher  Vollständigkeit  entwickelten 
Zedisietnfuiin'i'i  ni  Hess  es  E.  Beyricii  dem  Zwecke  einer  nalur- 
gemHssen  üruppirung  verwandter  Scliichlencomplexe  dienlich 
erscheinen,  die  bis  dahin  meistentheils  zum  Biints.nndsi cm  {ge- 
rechneten und  als  dessen  unterstes  Glied  aiifuefassleit  |)S- 
führenden  l)üiilen  I.etten  zur  Zechstciüfonnatiün  zu  ziehen,  wie 
dies  von  Tn.LitBK  in  dem  ostlhUringischen  Zechsteinareale  schon 
srii  Ii  II!  Jahre  ISöö  geschehen  ist.  Durch  diesen  Zuwachs  ver- 
inelirien  sich  die  (dieder  dieser  letzleren  um  eine  obere  Ahthei- 
lung,  welche  sich  auf  Griüid  der  bezüglichen  Pnblie^Uionen  der 
kgl.  ))reussischen  geologischen  LundesaDSlall  wie  folgt  cbarak' 
lerisiren  liissl : 

Obere  Zechsteinformatioii,  rothe,  braune,  grünliche, 
violette  oder  bläuliche  Letten  mit  dünnen  Lagen  von  dichtem 
Kaiksiem,  sowie  mit  knoUen-  oder  UoUfbroiigen  Partien  oder 
auch  bankförmigen  Platten  von  porösem  bia  xelHg-löehengem 
Dohmü  und  endlich  mit  Stöcken  oder  Lagern  von  Gyps  ;dem 
jüngeren  Zechsteingyps).  Lirficndcs :  die  den  alteren  Anhydrit 
und  Gyps  bedeckenden  Stinkschiefer  und  Dolomite.  Hangen" 
des:  die  feinkörnigen,  rogensleinfQhrenden  Sandsteine,  oder 
die  rttthlichen,  glimmerreicben,  sandigen  Sehieferletten  dea 
unteren  Buntaandateina. 
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Bezüglich  des  trcsUichen  llarzrandes  uelaniite  0.  Sfeyi-r  *) 
zu  vollkonimon  j^Ieii-heu  Rcsullalen.  Auch  er  fasst  die  bunlon 
Letten  mit  kiiollcnföriniiien  Dolomiten,  dicliten  Kalksleinea 
und  GypslagerD,  wie  sie  sich  an  die  Stinksdiiefer  anscbUesseo, 
als  obere  Abtheilung  der  Zechsieinformation  auf. 

Diese  Dreifrlioderang  der  letzteren  und  ihre  Abgrenzunf^ 
gegen  die  Trias  hai  seitdem  auf  sümmtlichen  den  südlichen  und 
westlichen  Harzrand,  sowie  das  Gebiet  von  Mansfeld  bis  Halle 
umfassendon  BidUera  der  geologischen  Specialkarte  des  König- 
reichs  Preussen  und  in  den  begleitenden  Texten  .  ebenso 
auch  auf  LossEx's  geognostischer  Übersichtskarle  des  Harzgebir- 
ges ihren  Ausdruck  gefunden.  Sie  ist  dem  zu  Folge  auch  schon 
längst  in  Werke,  welche  Lehrzwecken***]  oder  zur  Anleitung 
praktischer  geologischer  Studien f)  dienen,  aufgenommen  und 
dadurch  in  weitere  Kreise  als  anerkanntes  Forschungsresultat 
eingedrungen. 

Die  oben  dargelegte  Ausbildungsweise  der  oberen  Zech- 
steinformation  des  westlichen  und  südlichen  Harzrandes  sowie 
des  Mansfeldischen  beginnt  jedoch  bereits  am  Kyffhauser  da- 
durch eine  Modificalion  zu  erhalten,  dass  sich  zwischen  die 
gypsführenden  Letten  ein  Plattendolomt  einschiebt,  durch  wel- 
chen die  Leiten  und  Gypse  in  eine  obere  und  eine  unlere  Stufe 
getrennt  werden.  Diese  dadurch  erzeugte  Dreigliederung  des 
Oheren  Zechsteins  ist  die  in  Thüringen  und  in  Hessen  herr- 
schende Facies  des  letzleren  77).  Als  solche  ist  sie  erkannt, 
beschrieben  und  z,  Th.  kartographisch  zum  Ausdruck  gebracht 

O.  Si'EYF.R,  Die  Zechs^teiiiformatiüii  des  westlichen  Harzrande». 
Jahrb.  d.  kg),  preuss.'geol.  Landesanst.  f.  4  880.  50. 

•*j  Bevricu,  Erläul.  zu  Blatt  Ellrich  4870.  S.  42,  —  Bl.  Stollberg  1870, 
S.  11;  —  Bbymcb  und  Mosm,  BL  Sohwenda  1888.  S.  97;  —  BL  Wippra 
1883,  S.  75;  —  Bl.  Kelbra  1884, 8,  Ü8 ;  —  BL  Frankenhausen  1884,  S.  17;  — 

Kayser.  Bl.  Laulerberg  1879,  S.23;  —  Bl.  Gerbstedt  1884,  S.  6;  —  Bl.  Gön- 
nern 4884,  S  n  —  nt  Vrtern  1884,  S.  4  ;  —  Laspeyres,  Bl.  P(Mersh»«rc 
1874,  S.  5;  —  Moesta  und  Wei.ss,  Bl.  Mansfeld  4884,  S.  34;  —  v.  Seebach 
und  Speyer,  Bl.  Gerode  4  884,  S.  3 ;  —  Speyer,  Bl.  Eisleben  4  884,  S.  7. 

**•]  H.  Credner,  Elemente  der  Geologie.  4.  Aull.  487Ä,  S.  866;  5.  AulL 
1888,  5.  526  und  5S7. 

•}•)  V.  Groddcck,  Abriss  der  Geologie  des  Harzes.  1871,  S.  6t ;  S.  Aufl. 

1888,  S.  74. 

Vergl.  die  von  Speyer  I.  c.  s.  59  gegebene  und  in  meinen  Elemen- 
ten d.  Geologie  S.  523  aufgenommene  tabellartschc  tbersicht. 
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worden  z.  B.  von  Beyrich  und  Mobsta  in  den  nordwestlicheo 
Ausläufern  des  ThUringci*  Waldes  und  in  Niederhessen*),  — 
von  BCcKino  in  der  Gegend  von  Schmalkalden  —  von  übbs 
iqOaUbttringen***). 

An  diese  renssiscben  Ablagerungen  der  oberen  Zechstein- 
fonnalion  scbliessen  sich  nun  diejenigen  des  Ktfnigreichs  Sach- 
sen in  unmiltelbareni ,  ununterbrochenem  Zusammenhange  an 
(Blatt  Bonneburg  der  preuss.-  tbüringischen  und  Seclion  Mee- 
rane  der  sSchsischen  geologischen  Specialkarte},  jedoch  keilen 
sich  die  unteren  gypsreichen  Letten  aus,  so  dass  sich  der  obere 
Zeehetem  auf  die  S  bis  4Sm  mächtig  PiaUendohmüe  und  die  bi$ 
IS  M  mächiigen  bunten  Letten  reducirt.  Nur  in  der  Gegend  von 
Prahburg  (Greifenbain)  und  am  SQdrande  des  Mtlgelner  Beckens 
sind  unter  dem  Plattendobmtt  noch  bunte  Letten  vorhanden. 

Das  sind  die  Thatsaefaen,  denen  die  geologische  Landes- 
antersuchung  von  Sachsen  gegenüber  stand,  als  es  sich  um 
Aafnahme,  kartographische  und  textliche  Darstlellung  der  klei- 
nen einförmigen  und  wenig  machtigen  Partien  der  oberen 
Zechsteinformation  handelte,  welche  sich  von  Westen,  dem 
PUrstentbume  Reusa  aus  nach  Grimmitsschau  und  Meerane  und 
von  hier  nach  Geithain  und  Frohbnrg  in  das  Königreich  Sachsen 
hiaeintiehen  und  endlich  bei  Mügeln,  stidlich  von  Oschalx,  in 
Form  eines  isolirten  flacbtellerfbrmigen  Beckens  auftreten.  Es 
ist  bekannt,  dass  in  diesen  Gebieten  kein  eintiges  Glied  der 
vnteren  und  mittleren  Zechsteinformation  und  als  alleiniger 
Vertreter  der  Trias  ein  gering  mttchtiger  Complex  von  unterem 
Bontsandstein  entwickelt  ist. 

Auf  eine  ernente  Erörterung  der  in  unseren  Nachbar- 
ländern unter  günstigsten  Verhältnissen  Hingst  entschiedenen 
Grensfrage  zwischen  Perm  und  Trias  musste  unter  solchen  Um- 
standen als  gUnslicb  zwecklos  vensichtet  werden.  Wir  schlössen 


*}  Moim,  Erl.  z.  Bl.  Netra  1876,  S.  6;  —  Bl.  Bschwege  4876,  S.  8 
und  4;  —  Bl.Waldkappel  1S76,  S.  4  n.  6; — Bctiicb  und  Moesta,  Bl.  Sontra 

1*76,  S.  7  U.  13. 

**)  Jabrb.  d.  k.  preuss.  gcol.  Landcsansl.  f.  1882,  S.  39. 

Zpitschr.  d.  Denf.  pcof.  Gp«ellseli.  IS.",:,,  js.  427.  Taf.  XXXIII  und 
XXIV.  Übersicht  über  de»  Schichtenauibau  OsUhürmgens.  Abhandl.  zur 
8«oL  Specialk.  von  Prenisen  u.  d.  thttring.  Staaten.  Bd.  V,  Heft  4.  Berlin 
1884,  S.  89;  —  Erl.  z.  Bl.  Neustadt  4881,  S.  48;  —  Bl.  Ronneburg  1878i 
S.48;  —  Bl.  Orlarnttude  4888,  S.  8;     Bl.  Gera  1878  u.  a«  0. 
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uns  vielmehr  den  ErmDgenschaften  der  harzer,  hessischen  und 
tbilringer  Geologen  an  und  zogen  wie  diese  die  betreffeDde 
Grenze  oberhalb  der  bunten  Letten,  welche  demnach  auch  Ton 
uns  zur  oberen  ZechiUvt^ormaUon  gerechnet  wurden  und  noch 
gerechnet  werden . 

Leider  aber  bat  dieses  unser  Vorgehen  die  Missbilligung 
des  Herrn  U.  fi.  GBimTz  in  Dresden  von  Beginn  an  auf  sich 
gesogen. 

Bereits  in  seinem  im  Neuen  Jahrbuobe  für  Mineralogie 
4878,  S.  21  ti  enthaltenen  Heferate  wird  an  einem  der  erst 
erschienenen  Blätter  der  geolog.  Specialkarte  von  Sachsen, 
SectioD  Rochlitz,  ausgesetzt,  dass  die  bunten  Letten  Uber  den 
Platteodolomiten  von  Geithain  zur  Zechsteinformation  gezogen 
seien,  obwohl  s sieh  an  vielen  Stellen  zwischen  letzterer  und 
den  Letten  eine  geologische  Grenze  deutlich  nachweisen  lasse«. 

In  seinen  Nachtragen  zur  Dyas  I,  S.  40  schreibt  Gbiriti 
im  Jahre  1880:  »Nach  allen  unseren  Erfahrungen  scheint  es 
sich  schwer  rechtfertigen  zu  lassen,  wenn  unsere  Landesgeo- 
logen jene  Ansicht  von  der  Zugehörigkeit  der  oberen  bunten 
Leiten  zur  Zechsteinformation  von  Neuem  zu  der  ihrigen  machen«. 
Er  begründet  diesen  Vorwurf  durch  die  Behauptung  (I.  c.  391, 
dass  sich  die  Letten  »in  die  an  der  Oberfläche  vielfach  zerkltlf- 
teten  und  buchtenformig  ausgewaschenen  Schiebten  der  Plal- 
tendoloniite  imgleicbförmig  eingelagert  haben  sollen«. 

In  ähnlicher  Weise  spricht  sich  Gbimits  in  der  Sitsiug  der 

Isis  SU  Dresden  im  December  488i  aus. 

Im  März  4883  legte  üerr  GsiiUTz  der  Isis  eine  briefliebe 
Mittheilung  von  A.  DittvaiSCh  vor,  illustrirt  durch  mehrere 
Profile  aus  der  Gegend  von  Ostrau*) ,  welche  »sehr  deutlich 
eine  geologische,  eine  Zeitgrenze  zwischen  den  Plattendoio- 
niiten  und  den  bunten  Letten  nachweise^  die  man  nicht  länger 
durch  gesuchte  künstliche  Erkläiningen  zu  verdecken  suchen 
sollte  «r.  Diese  Verdächtigung  leitete  Herr  Gbinitz  mit  folgenden 
Worten  ein :  »Wie  es  irriger  Weise  schon  von  Mobchison  auf- 
gofassl  ist,  werden  auch  jetzt  wieder  von  mehreren  Mitgliedern 
der  geologischen  Landesunlersuchung  des  Königreichs  Sachsen 
jene  bunten  Leiten  mit  zum  Zechslein  gerechnOt,  trotz  ihrer 
sehr  deutlich  ausgesprochen  ungleichförmigen  Aullageniiig  auf 


Sitzhei.  d.  Isis.  4883,  S.  49,  TaL  IIL 


üigitized  by  Google 


Obere  Zecustei.nfohmation 


193 


den  erodirten  Schichica  des  oberen  Zechsteins,  welche  nur  hier 
und  da  bei  unge?üif/ender  Beobachtung  ,u'leicharlibi  erscheint. 

Trotzdem  kom}7ien  doch  immer  wieder  einige  junge  Geolo- 

y€n  auf  diesen  Irrlhum  suriick.v. 

Angesichts  der  Insiauation,  als  ob  es  immer  wieder  junge 
'also  wohl  unerfahrene,  »nngcntlgend«  beobachtende)  Geologen 
waren,  die  auf  diesen  »Irrihumw  verfallen,  fragt  man  sich  un- 
willkürlich, ob  es  denn  Herrn  Geinitz  ganz  unl)tkanni  geblie- 
ben  ist,  dass  die  von  ihm  so  hart  beurtheilte  Grenzziehung  von 
so  hoch  angesehenen  und  leider  auch  nicht  mehr  jungen  For- 
schem wie  Beyricu  und  Liebe  ausgegangen  ist?  —  dass  fer- 
ner diese  bunten  Letten  nicht  von  ^mehreren  Mitgliedern  der 
geologischen  Landesuntersuchung  von  Sachsen«,  sondern  von 
allen  Geologen  Norddeutschlands,  die  sich  neuerdings  uiit  die- 
ser Frage  beschäftigt  haben,  zur  Zechsteinfonnalion  gezogen 
worden  sind  und  dass  die  geologische  Landesuntersuchung  von 
Sachsen  nur  diesem  Beispiele  gefolgt  ist  ? 

Ganz  ähnliche  Anschauungen  über  tlie  ideologische  Stellung 
der  bunten  Letten,  wie  die  oben  erwähnicn,  sprach  Gbinitz  in 
einem  Vortrage  aus,  den  er  in  der  Versamndung  der  Deutschen 
Genlouen  zu  Hannover  im  September  1884  hielt*).  Auch  hier 
suchte  er  tlen  Beweis"  d^r  Hichtigkeit  seinej-  Ansicht  naniontlii  li 
durch  Vorlegung  einer  Anzahl  von  Profilen  zu  liihren,  aus  denen 
eio  discordantes  Lngerungsverlialmiss  der  Leiten  zum  Plalten- 
dolomit  hervorgehen  sollte.  Dass  dem  nicht  so  sei,  dass  viel- 
mehr die  scheinbare  Ungleicliförmigkeit  der  Auflageruug  von 
Seilen  der  Letten  nur  eine  secundäre  Erscheinung  sei  und  auf 
der  nachträglichen  Entstehung  von  ^f:eo logischen  Orgeln«  be- 
ruhe, suclite  ich  schon  damals  klar  zu  legen**}. 

Wie  wenig  Überzeugend  jedoch  meine  Erürlerungen  da- 
mals auf  Herrn  Gbinitz  gewirkt  haben,  -zeigt  dessen  jüngst  er- 
schienener Aufsatz***),  welcher  die  langst  und  wiederholt  in 
Aussicht  eres! eilte  ausführliche  Erhärtung  seiner  abweichenden 
Ansichten  enthält.  Hier  wie  frühi-r  beruht  dieselbe  wesentlich 
auf  dem  Yersucbe  der  Beweisführung,  dass  die  bunten  JMten  im 


*j  Zeitsicii.  d.  Deut.  geol.  Gesellscb.  4884.  S.  674. 

1.  C.  S.  676. 

••*]  über  die  Grenzen  der  Zechsteinformation  und  derDyas  überhaupt. 
XeopoldtaAXX].  4885.  S.  51. 

]btk.«pl7i.  Clus«  1865.  48 
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VerhäUnis9€  ditcordanler  ÄM^hgmtng  zu  dm  PhUendohmitn 

Um  dies  dariuUran  hat  Herr  GiifriTz  die  GegeDden  Ten 
Grimmitzschau  und  MeeraDe,  die  yoo  Gera,  FOaanecky  Salnm* 
gan  und  Eiseaadi  von  Neuem  besucht  und  die  Gmsvarfaalt- 
nisse  der  Platteodolomite  und  oberen  Letten  an  der  Hand  der 
dortigen  Aufschlllase  nochmals  studirt.  Als  Er^ebnisa  resnltarte 
eine  Anzahl  von  durch  den  oben  erwähnten  Heim  DimAaacs 
bei  Grimmitsachan  und  Meerane  aulgenommenen  Profilen  i  nach 
denen  es  Herrn  Giiiotz  »unbegreiflich  erscheint,  wie  man  da 
noch  von  gleichförmiger  Lagerung  jener  Letten  Uber  den  Plat- 
tendolomiten sprechen  könnet.  Zu  ähnlichen  Schlllssen  gelangle 
Herr  Gbihitz  in  den  ttbrigen  oben  genannten  von  ilun  au%e- 
suchten  Gegenden. 


Der  Plattendolomit  des  oberen  Zechsiemes  besteht  in  Sach- 
stiii  \  ,  wie  anderwärts,  aus  schwachen,  ebenflächigen,  jedoch 
stark  quergeklüfteten  Platten  eines  gelblichweissen  bis  grau* 
gelben,  stark  doloniitischen  Kalksteines,  welche  fast  ttberall 
durch  dünne  Lagen  eines  grauen  oder  rothen  Lettens  von  ein- 
ander getrennt  werden.  Diese  sind  zwär  meist  nur  einige 
Millimeter  stark,  können  aber  .iiich  eine  Miiehligkoit  von  meh- 
reren Centimetern,  jii  Deeimetorn  erreichen  und  sich  so  reich- 
lich einstellen,  dass  die  ihnen  zwischeniicschaltelen  Doloiiiii- 
plalten  geradezu  in  den  iliiilergrund  Ireleu  und  dann  den 
Abbau  kaum  mehr  lohnen.  Diese  Leltenlaaen  zwischen  dem 
Platlendolomit  sind  aber  genau  dieselben  wie  diejenigen  über 
letzlerem  d.  h.  wie  die  der  bunten  Letten-Stufe,  Sieht  man 
nun  z.  B.  in  den  weil  ausgedehnten  Brtlchen  von  Geithain,  wie 
die  letztgenannte  Lettenstufe  aus  derjenigen  der  Plaltendolomite 
auf  die  Weise  hervorgebt,  dass  die  Lettenlagen  die  Dolomit- 
bänke allmählich  fast  vollständig  verdrängen,  —  verfolgt  man, 
wie  zu  Unterst  in  der  Lettenstufe  noch  einzelne  schwache  Lagen 
von  Dolomit  auftreten,  die  sich  weiter  nach  oben  zu  auf  Schmi- 
tzen  und  Rnauem  reduciren,  so  erhalt  man  den  klarsten,  un- 


*)  RoTB^LETz,  Erl.  z.  Sect.  Rochlitz  4877,  S.  56;  —  Seck  Frohburg 
1878,  S.  81;  ~  PtKCi,  Seci.  Goldita  1878.  8. 88;  —  Datw,  Sect.  DObelo 
487»,  8.  SS;  —  SiBGBRT,  Sect.  Meeraoo  «888,  S.  8;     8eet.  Oschats  4885. 


J 

üigitized  by  Google 


Obbm  ZiGiimiiiroMiATioir. 


I« 


xw^demigsteik  Eindrowk  einer  einheitlichen  Sohiehtenreihe, 
welche  einem  annnterbrochenen  Sedimentalionsprooesse  ihren 
Urtproog  verdanhA.  So  klar  und  answeideulig  liegen  hier  die 
Yevliiütniaae  vor  Augen,  dm  ioh  seit  Jahren  gewohnt  bin,  lern* 
begierige  ZuhOrer  in  die  Geitbainer  Brttche  zu  fuhren  oder  lu 
senden,  um  Ihnen  eine  Verstellung  von  derVeriinttpfong  zweier 
dehiohteneoDiplexe  duroh  WeGhsclIagerung  m  vertchalfon. 

Aber  nicht  allein  Lager  voq  tbonigen  Letten,  sondern  auch 
solche  und  mächtigere  Bänke  eines  z.  Tb.  scbieferigeo,  i.  Tb. 
dolomitischen  Sandsteines  finden  sieh  zuweilen  dem  Platten* 
deli»nit  eingelagert  und  repetiren  dann  meist  in  noch  grösserer 
Ansah!  Innerhalb  der  durch  Zurücktreten  der  Dolomitbünke  ent* 
stehenden  Lettenstufe. 

Mit  dieser  Verknüpfung  durch  Wecbsellagerong  geht  natur* 
gemäSB  die  vollkommenste  Goncordanz  der  gesammten  Schich- 
tenreibe Hand  In  Hand.  Bei  sonst  schwebender  Lagerung  der- 
selbeii  wiederholen  sich  die  kleinen  flacbwellenförmigen  Fal- 
tungen und  Biegungen  der  obersten  Bänke  des  Platten dolomites 
in  den  auf  sie  folgenden  donnschichtigen  buntgestreiften  Let- 
ten und  deren  Einlagerungen  (vergl.  z.  B.  das  Profil  in  den 
firlaut.  z.  Sect.  Rocblilz,  S.  57). 

Die  nttmlichen  Verhältnisse,  wie  die  eben  aus  der  Gegend 
i^stlich  von  Geitbain  beschriebenen  hissen  sich  westlich  davon 
bei  Frohhurg  beobachten,  nur  dass  hierlocal  die  Letteneinlage* 
rungen  im  Plaltendolomit  eine  noch  gr(>ssere  Bolle  spielen.  Ganz 
das  Gleiche  gilt  einerseits  von  den  weiter  nach  NO.  zu  gelege- 
nen AulacblUssen  bei  Ebersbach,  anderseits  von  der  durch  die 
Pieisse  und  ihre  Nebenflüsse  durch  furchten,  ebenfalls  fast  voll- 
konimeii  schwebend  den  Ober  -  Rothliegenden  aufgelagerten 
Platte  von  Zechstoindaloniit  und  bunten  Letten  der  Gegend 
zwischen  Crimmitzschau,  Schmölln  uiul  Meerane.  Auch  an  den 
beiden  Stufen  der  oberen  Zechsteinformation  des  Mttgelner 
Beckens,  stidlich  von  Oschatz,  wurden  dieselben  Beobachtun- 
gen bezüglich  deren  concordanter  Lagerung  gemacht.  Nament- 
lich sieht  man  zur  Zeit  in  den  Ostrauer  Brüchen  sehr  schön,  wie 
sich  die  Letten  den  flachen  Biegungen  der  Kalksteinschichten 
anschmiegen.  In  den  Tagebauen  von  Pfarrsteina  und  Riltmitz 
nehmen  die  Letten  in  den  unteren  Horizonten  der  Ptattendolo- 
mit-Stufe  so  stark  überhand  .  dass  der  Dolomit  an  erstgenann- 
tem Orte  zwar  noch  zahlreiche,  aber  nur  t — 3  cm  starke,  den 
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Letlen  untert;t  ordnete  Platten  bildet,  —  bei  Rilimitz  so^  auf 
isoltrte  Linsen  und  Knollen  reducirl  erscheint. 

AUe  diese  Tbatsaeheo  sind  durchaus  nich(  neu,  sondern 
bereits  von  Naumann,  dessen  BeobaohtUQgstreiie  gerade  die  Mit- 
glieder der  geologischen  Landesontersncbung  von  Sachsen  80 
oft  zu  bewundem  Gelegenheit  haben,  nicht  nur  in  seiner  Geo- 
gnost.  Beschreibung  Sachsens  l. Heft  1845,  S.U5,  sondern  auch 
in  seinem  Lehrbuche  derGeognosie  II.  Aufl.  11.  Bd.  4862,  S.  640 
u.  f.  treffend  beschrieben  *] ,  konnten  also  von  uns  nur  bestätigt 
und  erweitert  werden.  Ais  Resultat  seiner  an  älteren,  sowie 
unserer  an  neueren  Aufschlössen  gemachten  Beobachtungen 
steht  fest : 

dass  die  Plattendolomite  der  oberen  Zechsteinformation  im 
Königreich  Sachsen  und  die  darauf  folgenden  bunten  LeUen  durch 
Wechsellagerung  und  concordante  Schicktenfolge  auf  das  Innigste 
mit  einander  verkniq^t  sind. 

Nun  ist  es  aber  eine  bekannte  Thatsache  (auf  deren  Er* 
Orterung  ich  an  dieser  Stelle  nicht  wagen  würde  zurttcksukom- 
meUi  wenn  mich  nicht  die  Einwürfe  des  Herrn  Gbinitz  dazu 
swttngen),  dass  dort,  wo  in  kohlensäurehaltigem  oder  reinem 
Wasser  lösliche  Gesteinskdrper  von  letzterem  ausgelaugt  und 
entfernt  werden ,  die  ursprünglich  deren  Bangendes  bildenden 
Schichten  in  die  entstehenden  Höhlungen  dem  Gesetze  der 
Schwere  folgend  nachsinken,  d.  h.  sich  setzen.  Sind  es  starre, 
spröde  Gesteine,  so  brechen  sie  dabei  in  Fragmente  und  Schol- 
len, sind  es  plastische,  im  durchfeuchteten  Zustande  nachgiebige 
Massen,  so  quellen  sie  und  senken  sich,  ohne  den  Zusammen- 
hang mit  ihrer  intact  bleibenden  FortseUung  su  verlieren,  hinab* 
Jede  an  Gyps-  oder  Steinsalzstöcken  reiche  Gegend  liefert  in« 
structive  Beispiele  für  diese  Vorgänge.  Ganz  anakge  Processe 
haben  sich  aber  auch  hier  und  dort  auf  der  GreuEC  iwiscfaen 

*[.  Nur  in  einer  Anmerkung  1.  c.  S.  6(1  citirt  Naumann  Jene  »merk* 
würdigen  Ausniihmon"  von  der  regetroMssigen  Auflagerung,  welche  Gutbier 
Ix-reils  1849  Verstein.  d.  Zechst  n.  d.  Rothlieg.  Hefl  11,  S.  4  '  hpschreibL 
Es  »ind  die  geologt^cheo  Orgeln,  auf  die  wir  weiter  unten  zurucikkommen 
werden. 

Wenn  Naciiann  trolz  der  von  ihm  so  trefillch  geschilderten  und 

wiederholt  hftnn'f^n  Glt'ichförmi!.'keit  des  Schichtenvorliandes  von  Platteo- 
dolotnit  und  Letten,  letztere  do  li  zuni  BuQtSandSleia  recboet,  80  folgt  er 
nur  dem  damals  herrschenden  (iebrauche. 
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Plnttendolomiten  und  den  sie  concordani  ii})erlaj4emden  bunten 
Letten  Sitchsens  ahtzespielt  und  locale  Störungen  der  ursprüng- 
lich gleichförmigen  Auflagerung  im  Gefolge  gehabt. 

In  Folge  seiner  ausgezeichnet  bankförmigen  Ablösung, 
namentlich  aber  seiner  stark  ausgesprochenen  QuerklUftung  ist 
der  dolomilische  Kalk  des  oberen.  Zechsteins  dem  Eintritte  und 
der  Circulation  von  Tagewassem  ausserordentlich  zugängig.  Da 
letztere  Kohlensäure  enthalten ,  so  sind  alle  Klüfte,  denen  sie 
folgen,  die  Ausgangsstelien  hydrochemischer  Processe  und  zwar 
in  erster  Linie  außusender  ThdtigkeU,  Macht  sich  diese  mehr  in 
dem  Innern  des  Dolomitcomplexes  geltend,  so  resultlren  ent- 
lang einzelnen,  dem  Wasser  besonders  zugangigen  Querklüften 
oder  auf  deren  Kreuzungen  schluchtähnliche  oder  unregel- 
mässig  gewölbartige  kleine  /M/en,  deren  Wandungen  sich 
später  mit  Kalksinter  und  Stalaktiten  bedecken  und  auf  deren 
Boden  sich  ein  sehr  eisenschüssiger  Thon,  das  Residuum  des 
aufgelösten  dolomitischen  Kalkes,  angesammelt  hat.  Anders  ge- 
stalten sich  die  VerhiUlnisse ,  wenn  die  Auflösung  direct  von 
der  hangenden  Grenzdilclie  des  Plattendolomites  aus,  den  Klüf- 
ten nachgegangen  ist.  Dann  bilden  sich  keine  oben  geschlosse- 
nen Höhlen ,  sondern  kessel-.  hnmnen-,  trichter-  oder  grahen- 
förmige  Vertiefungen^  welche  in  den  Piattendolomit  von  dessen 
Oberflyche  aus  mehr  oder  weninor  woit  hinab,  ja  bis  auf  dessen 
Liegendes  hinunter  reichen  und  auf  ihrem  Boden  und  an  ihren 
Wlinden  einen  Oierzug  von  ziihem,  thonigen,  braunen  oder 
schwarren  Eisen-  und  Manjzanhx dro^yd  tragen,  den  Hückstand 
des  aulgelösten  unrcim  n  Dolouiik  s.  In  diese  an  ihrer  Basis  ent- 
stehenden VerticfuniJLMi  h;il>en  si(  h  nun  die  in  (iurchieuchletem 
Zustande  Wie  die  misslichen  Erfahrungen  an  jedem  durch  Let- 
ten geführten  B.ihncinscbnitte  beweisen)  aufquellenden  und  pla- 
stischen Letten  hinol)i:ezoL:en  und  erslere  ausgefüllt*).  Sie  haben 
(hhei  meist  den  Zusammenhang  mit  ihrer  Fortsetzung  nicht 
verloren,  sondern  dann  nur  eine  der  Gestalt  der  sich  bielenden 
Verliefung  entsprechend  steile  Sullung  angenommen,  die  in 
sehr  vielen  der  von  uns  beobachteten  Fälle  und  zwar  in  den 
kessel-,  schacht-  oder  schluchtarligen  FÜnsenkungeu  eine  voU- 
kommen  senkrechte  geworden  ist.  Schon  dieser  Umstand  hätte 


*  Siehe  auch  A.  Penck,  Zeit»chr.  d.  Deut..geol.  Ges.  S.  U4; 

Ty.  SiEGERT,  Erl.  z.  Sect.  Meerane,  S.  10. 
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Herrn  GBimn  davor  ]>ehttteD  sollen ,  an  eine  discordante  Ab- 
lagerung dieser  Letten  auf  den  PlaUendolomiten  zu  glauben,  da 
saigere  oder  ateileScfaicfatensteUung  nie  eine  ursprungliebe  sein 
kann. 

Dort,  wo  diese  geologischen  Orgeln  einen  grosseren  Um- 
fang erreichen,  sind  nicht  nur  die  bunten  Letten  in  dieselben 
nachgesunlien,  sondern  auch  die  sie  direct  Überlagernden  0/<* 
gocänkksCf  ja  die  diesen  folgenden  feuersteinfitbrenden  DUu- 
viahchoUer  in  Mitleidenschaft  gezogen  worden*  Derartige  Locher 
sind  dann  von  einem  in  Folge  des  Einquellens  der  erweichten 
Leiten  durcheinander  gekneteten  Gemische  der  letzteren  mit 
den  genannten,  Kiesen  ausgefüllt,  >vie  dies  Herr  Sibgbrt  nament- 
lich in  den  unterirdlsoben  AblMuen  des  Dolomttlagers  sttdstld- 
OsUich  von  Hugein  bei  Oschatz  beobachtete.  Es  wird  dadurch 
bewiesen,  dass,  wie  bereits  von  vom  herein  nicht  anders  zu 
erwarten,  die  Bildung  derartiger  geologischer  Orgeln  sich  noch 
in  der  neuesten  ^  posldäuvialen  Zeit  vollzogen  tutt»  diese  also 
z.  Th.  sehr  jugendlichen  Ursprunges  sind. 

An  manchen  Stellen  findet  man  die  graben-  und  schlucht- 
artigen Einschnitte,  zuweilen  auoh  die  wannenfOrmigen  Vertie- 
fungen zu  Unterst  ausgefüllt  von  einem  groben  Haufwerke  von 
Momitbrucbstttcken,  wdche  nicht  selten  durch  KaUisinter  zu 
einer  Breccie  verfestigt  sind.  Dieselben  rühren  augenschein* 
lieh  von  dem  Zusammenbruche  der  Decke  hohlenartiger  Wei- 
tungen her. 

Die  heutigen  Thalsysteme  des  nordwestlichen  und  nörd- 
lichen Abfiailes  des  sOchsischen  Mittelgebirges  stammen  aus 
jungtertinren  Zeiten*).  Wo  sie  die  Gebiete  der  oberen  Zech- 
steinformation kreuzen ,  sind  sie  deshalb  in  diese  und  z.  Th. 
noch  tief  in  deren  Liegendes  eingeschnitten.  So  ist  das  Thal 
der  Pleisse  durch  das  OligocOn,  die  bunten  Letten  und  Flatten- 
dolomite  von  GrimmitSBchau  noch  30  bis  40  m  tief  in  das  obere 
Rothliegende  erodirt,  wahrend  die  flachen  Thaler  der  Gegend 
von  Frohburg,  Geithain  und  Mtigeln  mit  ihrer  Sohle  meist  nur 
eben  das  oberste  Rothliegende  erreichen.  In  beiden  FHHen  aber 
ist  die  in  sehwebender  Lagerung  be6ndliche  Platte  des  oberen 
Zechsteins  und  ihre  Decke  von  Oligocänkiesen  in  Folge  der 


*)  H.CBi»iifeii.  Das  ftBch9.6ranulitgebirgeQad8etae Umgebung.  «8Bi. 
S.  146. 
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TbalbUdunu:  in  eine  Anxabl  von  grösseren  und  kleineren  Lap- 
pen  zerschniiteo  worden,  so  dass  die  Plauendolomite  und  Uber 
ibnen  die  Letten  an  den  Thalgehängen  zum  Ausstriche  gelang- 
ten. Dies  ist  jedoch  heute  nicht  Uberall  mehr  der  Fall,  —  viel- 
mehr sind  iocal  die  Letten  in  Folge  ihrer  Durchweichung  mit 
WjMser  und  unter  dem  Drucke  der  auf  ibnen  lastenden  OHgo- 
68n-  und  Diluvial gebiide  Uber  die  nur  wenige  Meter  breite 
Ausstrichzone  der  Plattendolomite  hinabgequoUen ,  haben  sieh 
schräg  Uber  deren  Schnittfläche  gelegt  und  verhüllen  diese 
ganz  oder  theilweise.  Dies  gleit  nach  Herrn  Sibgbrt's  Unter» 
suchungen  auf  Section  Oschatz  namentlich  von  den  flachen 
Thaleinaenkungen  südwestlich  von  Mügeln.  Hier  lässt  sich  auf 
Grund  markscheiderischer  Aufnahmen  des  dortigen  Kalkstein- 
flötzes  zugleich  constatiren,  dass  letzteres  durch  die  auflösende 
Thätigkeit  der  atmosphärischen  Gewässer,  welche  ebenso  wie 
von  seiner  Oberfläche,  so  auch  von  seiner  Peripherie  aus  auf 
Kltiflen  nach  dem  Innern  zu  fortschritt,  in  lauter  zungenförmige 
Lappen  zerschlitzt  ist.  Der  Abbau  dieses  Lagers  stösst  dadurch, 
dass  sich  in  alle  diese  bald  schmalen,  bald  sich  verbreiternden 
Gräben  die  Letten  und  z.  Th.  auch  die  Oligocän-  und  Diluvial- 
kiese bineingesenkt  haben,  oft  auf. Hindemisse. 


Die  oben  beschriebenen  kessel-,  schachl-.  Iirunnen-,  wan- 
nen- und  grabenförmigen  Yertietunizen  im  Doloiiiilflötze  und 
ilie  Zerschlitzung  dersell)en  durch  hydrocheniische  Processe 
einerseits,  —  das  Nachsinken  der  dessen  Hangendes  bildenden 
»Tweichlen  Letten  anderseits,  —  das  sind  (h'e  Fi-scticinungen, 
welche  bei  Herrn  Geinitz  die  Täuschung:  erweckt  halben,  nfs  ob 
iiirr  die  Letten  auf  dem  damals  oberftächlich  schon  stark  uniyestal- 
h-U'ii  Dolomite  in  ungleichförmiger  Lagerung  zum  Absatz  gelangt 
seien. 

Ich  hofTe  jedoch  durch  obige  Auseinandersetzungen  fol- 
t;ende  Sätze  so  bestinnnt  bewiesen  zu  hi(l>en,  dass  ich  mich 
durch  keinerlei  Entgegnuni:  zu  nochmaligen  Erörterungen  der- 
selben veranlasst  zu  fühlen  brauche : 

V  die  bimten  Letten  im  Haikgenden  der  Pfattetnlntomite  des 
k^intgrt'ichs  Sachsen  sind  mit  letzteren  durch  \\'echsellayerun(/  und 
concoräante  Schichtenfolge  auf  das  Innigste  verknüpft  und  bilden 
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deshalb  einen  emheiÜüAm  (kmplejc^  welchen  wir  nach  dem  Kor- 
gan$e  unserer  ffreuisischen  und  thüringischen  Nadibam  derZedt- 
sUinformatien  als  deren  obersle  Stufe  suredmen ; 

8)  das  von  Herrn  H.  B.  Gbihiti  behauptete  äiscordantt 
Lagenrngstferhüliniss  der  Letten  aum  PlattmdoUmit  beruht  auf 
einer  nrÜiümHehen  Deutung  ganz  locater,  secundärer  £lnclct- 
nungen,  welche  einerseOs  m  der  aufissenden  EinwiHntng  der 
Skkerwasser  auf  den  dohmiüsdten  Malksleinj  —  anderseits  t» 
dem  Einqueüen  und  Nadainken  der  durchweichten  Letten  in]die 
entgehenden  Vertagungen  iftren  Grund  haben,  und  iferhällnüs- 
mässig  jugendlicher  Entstehung  sind. 
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P.  UMmaaii,  üeber  MuUiplicafar^eicltttngen  htsherer 
Stufe.  Vorgelegt  von  Prof.  Klein, 

Die  JAOOBi'fiohen  MultipUcatorgleicbuDgeD*]  haben  in 

WiuRSTRASs'scber  Bezeicbnungsweise  die  Grössen  zu 

W  urzeln.  Wenn  wir  im  üblichen  Sinne  Modalformen  und  Mo- 
diilfdnclionen  unterscheiden  (man  sehe  etwa  Himwin,  Math. 
Ann.  Bd.  XVUl,  peg.  544),  sind  die  JAcou*schen  Moltiplicator- 
gleiebiingen  demnacb  Gleichungen  für  transformirte  Modulfor- 
men, wlftrend  die  JAcoerschen  Modulargleichungen  Gleichungen 
ffttr  transformirte  Blodulfunctionen  sind.  Mit  Bezug  hierauf 
wollen  wir  überhaupt  im  Gebiete  der  elliptischen  Functionen 
algebraische  Gleichungen,  welehe  ein  System  von  transformirten 
Grossen  mit  nicht-transformirten  Grossen  verbinden,  MuUipli- 
cator-  resp.  Modulargleichungen  nennen,  je  nachdem  es  sich  da- 
bei um  transformirte  ModulformeUj  resp.  Functionen  handelt. 

In  der  Litteratur  finden  sich  ausser  den  JAcoarschen  Mul- 
tipUoatorgleichungen  noch  diejenigen  vor,  bei  denen  die  Mo- 
dalformen ,  g^**]  und  }^  ***)  resp.  su  Grunde  gelegt 
shid. 

Die  folgenden  Angaben  beliehen  sich  auf  diejenigen  Mul- 
tiplicatorgleicfaungen,  welche  sich  ergeben,  wenn  man  von  den 


*)  Mae  vergleiche  lasbesoadere  Jooibrt,  »6ar  les  ^quations,  qui  ae 

rencontrent  dans  la  th<torle  de  la  transformaUon  des  fonctions  elliptiqaes«, 
Pari?;  1876.  und  Kökigsbergbr,  «Vorlesiin!;f»n  iihfr  dio  Tlieorie  der  ellip- 
tischen Functionen«  sowie  »Die  Transforaiatioa,  die  Muitiplicatioa  und  die 
Modulargieichungen  der  elliptischen  Functionen  >. 

**}  Man  vergleiche  die  Disiertation  von  Fttix  MOllsb,  Berlin  4867. 
***}  Haa  wglelobe  Kluv,  Math.  Ann.  Bd.  XV.,  Knnar,  Grelle  Bd.  87, 
Hnwtn,  Math.  Aan.  Bd.  XVIU. 
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Theilwertheo  der  a-Function : 

ausgeht. 

Wie  Uberlegen  die  neuere  Theorie  der  ModulfunctioaeD, 
welche  sich  auf  Gruppen-  und  Functionentlieorte  stützt ,  der 
filteren  gegenüber  ist,  die  mehr  oder  weniger  nur  rechnet,  teigt 
sich  hier  u.  a.  darin  ^  dass  vom  Standpunkte  der  ersteren  aus 
alle  die  Eigenschaften,  welche  beispielsweise  Jodbest  für  die 
jACOBi^schcn  Multiplicatorgleichungen  nachweist,  lediglich  ab 
einzelne  Glieder  einer  ganzen  Kelte  von  SKtzen  erscheinen. 
Weiter  mag  einleitend  bemerkt  werden,  dass  die  hier  ange- 
stellten Betrachtangen  zu  der  Einsicht  führen,  dass  es  geliagti 
alle  MultipJicator-  und  Modulargleichungen  allein  von  den 
ausgehend  zu  behandeln**). 

I  1.  Bemerkiuig«B  flher  die  ThellwerUie  4er  tf-Fnnetlon* 

0ie  Haupteigenschaften  der  «r;^  sind  in  der  citirten  Note 
des  Herrn  Klbih  bereits  abgeleitet  worden.  Wir  bentftfaigen  ftlr 
unsere  Zwecke  Folgendes: 

Ueber  die  Anzahl  der  wesentlich  verschiedenen  bei  ge-. 
gebenem  s  orientiren  uns  die  beiden  Formeln : 

(2.)  e        *  .  a.   ■»  a  , 

Ausserdem  ist  zu  beachten,  dass  bei  zusammengesetztem  s  eine 
gewisse  Anzahl  von  crji^  als  bereits  zu  den  Facloren  von  $  ge- 
hjHng  anssuscheiden  sind. 

Für  s  s  S,  resp.  3  giebt  es  3,  resp.  4  wesentlich  verschie- 
dene Grtosen  o>^,  als  welche  vriru^^,  a^^,  a««»^  resp. 
<r,,,  «y,,  herausgreifen  wollen. 

Das  VerluUten  der  a^ft  bei  linearer  SubHittUim  der  Perioäen 


OJ,,  (0, 


*}  M»n  v«rglelehe  Kuix,  Ber.  d.  K.  6.  Gesellecb.  d.  W.  (SilWDg 
vom  H.  Nov.  4884). 

**}  Man  vergleiche  die  spilteren  dieabez.  Bemerknegen  im  Teilte. 
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wird  durch  die  Formel  markirt : 

(3.)  w',)  —  ^Xa  -^M'/^  Xß-^ftd\^K^ 

Die  Combination  der  Gleichungen  (1.)  und  '3.)  gieht  für 
das  Verhallen  der  ü)n  bei  einer  linearen  Substitution  von  oj, 
und  10^^  welche  iDod.\$  zur  IdentiUiit  congruent  ist,  also  für  eine 
Substitution : 

[(«o  -i-  4J  («<t     4)  -      .     s  4] 

(4.)  aa^^Wi,       =1-  ij  ' 

.  e  .      (oiijCiiy)  • 

FOr  ungerades  « lasst  sich  dies  Resullat  susammenzlehen  in : 

0iese  Relationen  lehren,  dass  die 

1)  bei  beliebigen  linearen  Substitutionen  von  cu«,  cj,  sich 
bis  auf  vortretende      Einheitswurseltt  permutiren ; 

2)  hei  UMartn  SvibttiMomn  von  cu« ,  co,,  wefefte  med.  «  swr 
Identität  congruent  mä,  sich  um  2$*%  resp.  Binkeitsujunetn 
andern,  je  nachdem  $  gerade,  resp,  ungerade  ist ; 

3)  ungettndert  bleiben  erst  bei  linearen  Sid)8tltutionen  von 
CO,,  cü^j  welehe  med.  8<*,  resp.  s*  zur  IdentttHt  eongruent  sind 
Je  naehdesn  s  gerade^  resp.  ungerade  Ist,  was  im  Folgenden  su 
erganien  ist). 

Das  letztere  besagt,  dass  die  üx^  Modulformen  von  der  Stufe 
2  s*,  resp.  s*  sind, 

f  2*  Von  des  Fnoetlouen  .r}  J'^  und  Ihrem  Verhalten  bei  Unearea 
Snbstitatlonen  der  Ferloden  (U|,  oi,. 

Wir  lassen  Transformation  n^^  Ordnung  {n  relativ  prin  su 
s  vorausgesetzt)  in  der  Weise  eintjreten,  dass  wir  unter 

M  -  ßiYi  =  «) 
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ein  volles  RepräseuiautensjjJlem  versteheo,  so  heschatTeU;  dasa 
die  Grössen : 

mod.  fU*f  resp.  inod.  5*  zur  IdenüUtt  congrueoi  sind.  Diese  Wahl 
ist  stets  sutessig ,  wie  ein  FandaineDUilpriaoip  der  Gruppen- 
theorie  lehrt*] .  Dies  festgesetst  defintren  wir  die  N  Functienen : 

(5.)  XxJ^  -  '^J;^''''  "^1"^  ,  I  =  4,  S. . . 

Um  das  Verhallen  dersplhon  bei  linearer  Substikilion  P  der 
Perioden  (tf,,  oi,  bequem  anheben  zu  könneu,  briuj^en  wir  Pau( 
die  Form 

PS  1^*^     mod.  2ä*,  resp.  niod.  6*. 

Dann  lasst  sich  das  Resultat  folgendermassen  formuliren :  Jede 
der  N  Grössen  xx^^*^  geht  hei  Anwendung  einer  linearen  Substi- 
tution  P  von  Wj,      Uber  in: 

t/nd  ziüar  der  Ariy  dass  wenn  i  von  #,  S  läuft  ^  dies  auch  j 
thul  [abgesehen  von  der  Eeihenfoige »  welche  fUr  das  Folgende 
gleiebgilUig  ist). 

§  8.   £xiät4*uz  der  Multiplicatorgleichniigea  für  fUe  ^i^^''. 

Wir  wollen  kurz  die  Stufe  der  Cot^fficienten  einer  Multi- 
plieator-  oder  Modulargleicfaimg  die  Stufe  der  betr^endm  Giei- 

chmg  nennen. 

Da  wir  die  C^e^ammtgruppe  der  linearen  Substitutionen  von 
Ctf,,  bi,  in  Betracht  gezogen  haben  und  nach  den  Formeln  (6.), 
(4.)y  (2.)  das  Verhalten  der  ic^^^*^  bei  beliebigen  Substitutionen 
dieser  Gesammtgruppe  kennen«  sind  wir  in  den  Stand  gesellt, 
den  verschiedenen  Gongruenzuntergruppen  der  Gesammtgruppe 
entsprechend,  nunmehr  die  Existenz  der  Multiplicator-  und 
Modulargleichungen  der  verschiedenen  Stufen  fUr  die  xx^^^^  und 
ihre  Gombinationen  zu  erschliessen.  In  der  That,  die  Aufgabe, 


*)  Man  vergleicho  Kleiv,  Math.  Ann.  Bd.  XVII,  pag.  67. 
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die  Existeni  der  Hultiplicatorgleiehungeu  fttr  die  xj^^*)  selbst 
sunflcbst  XU  encbliessen  I  kommt  unmittelbar  darauf  binaus, 
unter  Benntsuog  der  Formel  (6.)  die  Stufe  der  symmetriacben 
Functionen  eines  Systems  von  N  Grossen  x;^^^'^  su  bestimmen. 
Wird  diese  Stufe  mit  t  lieselcbnet,  so  ist  damit  damit  die  Exi- 
stens  einer  Hulttplicatcrgleicbuns  Stufe  vom  Grade  N  be^ 
wiesen.  Dabei  sind  die  Godfficienten  der  Gleichung  rolionate 
Functionen  des  vollen  Modulsystems  Stufe,  da  die  X)^^^)  al- 
gebraisch von  demselben  abbsngen. 

Das  Analoge  gilt ,  wenn  Combinalionen  der  x^^^*'^  in  das 
Auge  gefasst  werden. 

Was  nun  die  Multiplieatorgleichungen  für  die  Grössen 
^Xu*^  seilest  angeht,  so  liefert  die  Discussion  der  Formel  (6.)  in 
dieser  Richtung  folgendes  Resultat: 

Je  y  Grüssen  x^J*^  fi  ^  M"'NJ  genügen  einer  Gleichung 
A''"  Grades,  deren  Cöifficienlen, 

wenn  a)  s  gerade  und  it  ■  I  mod.  2s  ist 
oder  b)  s  ungerade  und  n  s  /  mod*  8  isi 

rcUtonale  Functionen  eines  vollen  Modulsystems  s^*'  Stufe  sind, 
Jn  den  andern  Füüen : 

f  s  gerade  und  n  ^  /  mod.  ^  s 
\  s  ungerade  und  ^  /  mod,  s 

wird  die  Stufe  der  Gleidiung  dagegen  >  s  und  ^  hängt  aber 
wesentiick  von  der  genaiuersn  iesdmffmheit  der  Zahlen  s  und  n 
ab.  Jedenfalls  kann  jedoch  im  einzelnen  Falle  die  Stufe  der 
Gleichung  direct  angegeben  werden. 

Die  andere  Aufgabe,  die  MuUiplicator- und  Modulargleichun- 
gen  für  die  Combinationen  der  xj^^^*^  zu  studiren,  wird  dadurch 
bedeutungsvoll,  dass  sich  zeigt,  dass  die  in  der  Transformations- 
tbeorie  gewöhnlich  betrachteten  Modulformen  und  Hodulfuno- 
tionen  sich  in  einfacher  Weise  durch  die  oxf^  darstellen.  Man 
vergleiche  hierzu  I.  §     der  citirten  Note  des  Herrn  Kleiü. 

Es  mag  genügen,  explicite  einerseits  darauf  hinzuweisen, 

daas  man  die  Multipücatorgieicbungen  für  und  die  Jacobi- 
schen  Multiplieatorgleichungen  von  den  ai»  ausgehend  liehan- 
dein  kann.  In  der  Thai  bestehen  die  Relationen : 
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(7-) 


imd 


4 


—  4 


Ol  —  i 


(8.) 


St/t 
4 


resp.  (8\)  y«  — »  «  * 


'Ol 


ff,,  .  ff,! 


7  irr 


StTZ 


■     ■  •  ö,.  .  ff..  •  • 


»Ol  •  »11 

Andrerseits  geslaUen  t.  B.  die  Formeln: 


(»-«) 


(9.) 


Siir 


(..4). 


8  ITT 


unter  J,  o,  a  eine  beslinimt  normirte  Tetraeder-,  Oetaeder-, 
Ikosaeder-  Irrationalität  verstanden,  die ifodu/argleichungeu  für 

yTP  ,  V'P  ,  vTt» ,  ,  f ,  Vo",  o,  o  auf  Grand  der  w 
behandelA« 


•)  Man  vergleiche  §  7—9  des  Textes,  ferner  Jio  Resultate  von  Herrn 
FftiCKE  in  der  Note  des  Herrn  Klkix  vom  2.  Marz  1885.  »Neue  Unter- 
suchungen über  elliptische  Modulfunclionoo  der  aiedörsten  Stufen«  uaü 
schliesslich  Bja^chi,  Math.  Ann.  Bd.  XVII,  pag.  t44  und  pag.  Mt.  Je- 
doch Sind  in  der  genannten  Mftrz-Note  Ic*,  |,  o  in  andrer  Weise  fixirt. 
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Wir  beschranken  uns  nunmehr  daiduf,  die  Multiplicalor- 
gleiehuDgen  für  die  Grössen  selbst  in  das  Äuge  zu  fassen. 

Es  mag  jedoch  bemerkt  werden,  dass  die  weitere  Behandlungs- 
\seiso  im  l'rincip  auch  dann  zur  Geltunj^  kommt,  wenn  es  sich 
um  Combioationen  der  Xj^^^*^  handelt. 

1 4*  AIlMMebiM  Uber  Beprigeataatenwahi  und  Darstellanf  der 

Ueber  die  Form  der  GoCfficienten  der  erschlossenen  Glei- 
obmgen  kann  uns  die  bislier  bentttite  gnippentbeoretische 
Methode  nicht  volktttndig  orientiren.  Daiu  wird  eine  fonclionen» 
theoretische  Discttssion  erforderlich. 

Der  erste  Schritt  in  dieser  Richtung  ist  es,  die  durch  (5.)  de- 
finirten  GrUssen  xx^J'^  als  Potensreihen  oder  unendliche  Pro- 
dode  in  q  darjamstellen.  Fttr  diesen  Zweck  mlissen  die  in  (5.) 
hentttzten  Re|irli8entaBten: 

durch  lineare  Substitutionen  von  (t^/'^,  ft),^'^  moditicirl  werden. 

Diese  Umänderung  der  Reprüsentanlen  wird  bei  der  be- 
nützten gruppentheoretischen  Methode  j»i7;<e/  erforderiicli,  i:leich- 
viel  ob  man  Multiplicatorgleichungen  odor  Moduiargleichungen 
oder  Modularcorrespondenzen  behandelt  und  gleichviel,  mit 
welcher  Stufe  man  operirl.  Alan  vergleiche^  was  z.  b.  die  Mul- 

tiplicatorgleichungen  für  anlangt,  Hurwits,  Math.  Ann.  Bd. 
XVlil,  pa^.  571 — 574.  Das  Prineip  ist,  dass  man.  spitere  Mo- 
dificationen  vorbehalten,  tu  dem  folgenden  vollen  Aeprüseoian- 
tensystem  ttbefgebl; 

WO  Qi'iimn,  Cj<aj 

ist  und  a,- ,  q ,  d.  nicht-negative  ganze  Zahlen  ohne  einen  allen 
dreien  gemeinsamen  Theiier  sind.  Die  genannte  Aufgabe  kommt 
dann  lediglich  darauf  hinaus,  fttr  jeden  der  N  Repräsentanten 
diejenige  lineare  Substitution  B^,  C^,  [A^Df—B^C^  es  4) 
aniugeben,  welche  von  dem  kanonischen  ReprSsentantensystem 
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(1 1 .)  ZU  dem  beim  Exisleiisbeweis  der  Gleichuugen  benfltxten 
Repr&sentantensyfilem  [in  imserm  Falle  (10.)]  UberfOhrl.  Denn 
dann  kann  man  die  Wuneln  der  Oleiohun^n  unter  Berück- 
siebtigung  vortretender  Einheitswuneln  in  den  Reprüsentanlen 
(H.)  angeben,  welche  unmittelbar  Entwicklungen  in  q  liefern* 
Im  vorliegenden  Falle  bestimmt  sich  die  lineare  Substitution 
Ä^,  Bi,  C.,  Z>.(^j  •  Di  —  Bi  •  C,  —  1)  durdi  den  AnsaU: 

[2s*-a'|+)w,+25*.//^.  w,  =  A^  ^  a^^ü^'^-B^^{c^(ü^'i'd^(ü^), 

[2s*  •  c\  •  w +(2#,  •  f/\H-  \ )ut^  =  C|  •  o<ü*^ 4-/>, •  (c,  w^-i- d| <yj, 

-h/>..(Ci£tl,-hrf,.Ctl,). 

Derselbe  iübri  zu  fol^jeudeu  definitiven  Bestimmungsglei^ 
cliungen  : 


i; 

•  c',-  •  cu,  -h  (s*  (/',•  -h  1 )  (u,  =  C,-  •  a,. 


Nach  Auflösung  von  (12.)  nach  A.,  Ä,-,  C,,  Z>  (mod.  2«', 
resp.  Diod.  6^)  erhält  man  dann  mittels  (d.)  die  x^*f  in  der  ge- 
wünschten definitiven  Form : 

(13.)  JO  «  /:-;^(')  .      ^  >  "    ;  ^  \ 

'  "  <flft  (cOi  Mt) 

unier  £;^^'^  eine  bestimmte  2 5^  Eiubeitawursel  verstanden.  Es 
verdient  besonders  hervorgehoben  zu  werden ,  dass  nicht  fOr 
jedes  t  A'  s=  A ,  /ti'  =  |U  lu  sein  braucht.  In  den  spater  aus« 
führlieh  bebandeln  Fallen  «  s  8  und  s  =  3  lässt  sieh  dies  jedoch 
erreichen,  wenn    in  (i  i .)  etwas  modificirt  wird. 

Die  explicite  Reihen-  oder  Productentwicklung  ergiebt  sieh 
unter  Anwendung  von : 


V2 


—  « 
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im 


oder 


(15.)  oxft 


I  • 


■jii- 


1 4.  Ueber  f tm  iuhI  ▲«CftoUiug  Atr  UIaIoIiiuicnu 

An  die  Formeln  (43.)  bis  (IS.)  knttpfi  die  erwtthnte  ftmo» 
tionen-theorelische  Disimssioii  einerseits  an.  .  . 

Es  sei  nacli  §  3  eine  Multiplicatoiigleiclmng  Stufe  für 
die  xif^^^>  erschlossen.  Dann  oonslniir»  man  sieb  das  Fkinda- 
mentalpolygon  Httr  die  ^  Stufe  in  der  ftHBalhebeu».  Dasselbe 
aei  kursweg  als  das  der  MuUiplieatorgieksbttng  uusehUrige  Fun- 
damentalpolygont  bezeichnet.  Für  das  Folgende  kommen  nur 
die  Ecken  desselben  in  Betracht,  welche  auf  der  reellen  Axe 
der  Af-Halbebene  liegen  (also  die* Puncto  oi  »  too,  0,  4  etc.); 
sie  seien  kurzweg  als  »Ecken  des  zugehtfrigen  Pundamentalr 
polygonstt  benannt. 

Diea  vorau^gBSehiflktkann  man  auf  Grund  von  (45«}  und(C.) 
die  Wertfae  sümmtlicher  (Ci^^^^  in  den  Ecken  des  der  Gleichung 
zugehörigen  Fundamentalpolygons  in  mdlkk»  md  ^ueMonmar 
Form  angeben.  Man  kann  sonach  von  vomhersin  die  particu* 
Ixren  Muttiplicatorgleichungen  angeben,  auf  welche  sich  die  all- 
gemeine, für  beliebige«  o»  giltige  Vulliplicalorgleichung  in  den 
Ecken  des  zugehörigen  Fundamentalpolygons  redudrt. 

-  Um  hiervon  ausgehend  die  für  beliebiges  ta  giltige  Multi- 
plicatorgleichung'zu  bilden,  um  also  die  Glefdinng  von  den 
Ecken  des  zugehörigen  Fundamentalpolygons  aus  gewisser* 
messen  über  das  ganze  Fundamentalpolygon  fortzusetzen,  hat 
man  den  gefundenen  particnlaren  Gleiciiungen  geeignete  Zu- 
satsglieder  zu  geben,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen 
eines  vollen  Modulsystems  t^^  Stufe  (die  Kennlniss  eines  solchen 
wird  postulirt)  sind.  Fttr  die  Form  der  weiteren  Coi^fficienten 
wird  naturgemäss  die  specielle  Auswahl  undWerthevertheilung 
des  vollen  Modulsystems  t^^  Stufe  massgebend.  Hier  hat  daher 
die  J?mM^-Untersuchung  der  Filüe  «  »  2,  3  etc.  einzusetzen. 

Die  nunmehr  folgenden,  ausführlich  behandelten  Fülle 

Kith..p]i7t.  Clun  I88(.  14 
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s  =  3i  und  s  =  3  sind  in  Hieseiii  Smnc  durchaus  mir  als  di»» 
ersten  und  eiulachsten  Beispiele  zu  l)elrachten.  Zui^icicl»  wini 
über  das  weitere  Verfahren,  die  Form  der  Coefficienlen  elc.  zu 
bestimiuen,  durch  diese  Beispiele  bioreicbend  cbaraklerisiri 
werden. 


f  6.  lUgeMliiM  aber  den  FtSi  «  9. 

Die  drei  hier  existirenden  o^u  sind  Modulformen  8'^^  Stufe. 
Ihr  Zusammenhang  mit  cten  anacrvvUrls  verwendeten  Modui- 

formen.  8^  Sinfo  y  —  ej^  ist  in  den  Relationen  (8.)  angegeben 
worden. 

Def  Transformatfonsgrad  n  wlrd  ungerade  Toraosgesetzt. 

■Wie  bereits  §  4  angedeutet  wurde,  empfiehlt  es  sieh,  das 
Hepräsetitanf^rnsyst^m  (4 1 .)  in  etwas  modificirter  Form  la  yer- 
wanden.  Nämlich  w#  nehmen  als  Itanonisches  Repraaehtanten- 
syateln  das  folgende: 

ist  und  wobei  (2a|-f>  4),  2o,.,  (9d|H-4)  nicht-negative  ganze 
Zahlen  ohne  einen  allen  dreien  gemeinsamen  Theiler  sind.  Da- 
durch erreicht  man  in  der  That^  dass  in  (43.)  ftkr  den  vorliegen- 
den Fall  bei  beliebigem  i  it'  »  A,  «  f<  wird,  denn  ea  fin- 
det aiob: 

i7t.   ^  ^   f  iQj  +  1)<ü,    äc^  -  Ol,  +  {id.  4-  ija»^] 

-     .^i^.c.fi   «a^^  J 


<rA/*(W|,  10«) 


Um  das  Verhallen  der  bei  beliebigen  linearen  Sulv 

stitutionen  von  co^.  cü^  angeben  zu  können,  genttgt  es^  das  Ver- 
halten derselben  bei  Ausübung  von 

Sj  oj\  =  ^o^      f        (t}\  =  0J^  -f*  Ca, 

und  T)  u.\     —     ,      ut\  sst 

zu  kennen.  Dies  Verhalten  ist  folgendes : 
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an 


Es  geht  x^/«  ap./'> 


bei  AasQbiing 


Ol 


von 


je  nachdem  n 


3 
7 


mod.  8  ist. 


Die  Benttizmig  der  Angaben  von  §  3  in  der  daselbsl  mar- 
kineo  Richtuii^  fahrt  lu  dem  Ergebniss  : 

Je  N  Grössen  i  =  1 .2  ...  A',  geniigen  einer  Gleichung 

A'***  Grades,  deren  Codfpcienten  rationale  Functionen  von  k*,  vesp. 
der  Odaeder- Irrationalität  o  sind,  je  nachdem  n  9  1 ,  res/),  s  3 
mod,  4  ist*).  • 

Um  die  Form  der  Coi^fficienteD  unserer  Multiplicatorglei- 
chungen  zu  erschliessen ,  studiren  wir  die  Werlhevertheilung 
einerseits  der  W  urzeln  x^fj^^h  andrerseits  von  und  o.  Dies 
macht  die  Trennung  der  beiden  Fälle  n  s  1  (mod.  4}  und  =  3 
(mod.  4j  erforderlich. 


H  7.    s  B  2,  »  B  1  (mod.  4!. 

Im  Puncto  «tf  a  too  ist,  resp.  in  der  Nähe  des  Punctes 
ctf  s  loo  ist  in  erster  Annäherung : 


Durch  die  Tabelle  (18.)  für  die  Aenderungen  bei  S)  und  T) 
sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  die  Werthe  der  Wurzeln  auch  in 

*)  Betreiik  der  ElnfQhnmg  von  o  als  Hanplroodul  fttr  die  Stufe 
vergleiche  man  etwa  die  eitlrte  Kote  des  Herrn  Klsiv  von  S.  März. 
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den  Punkten  u  =  0  und  m  =  \  anzugeben.  (Die  Betrach- 
tung weiterer  rationaler  Punkte  der  reellen  Axe  der  co-Halb- 
ebene  wird  tiberflOssig,  da  wir  es  mit  einer  MuUiplicatorglei- 
'  ehung       Stufe  zu  thun  haben.) 

Die  Formel  (15.)  lehrt,  dass  die  hiermit  auf  der  reellen  Ase 
gefundenen  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  der  a?j^«('^  die  ein- 
zigen Null-  und  Unendlichkeitsstellen  der  XxJ*^  sind  (sofern  wir 
uns  wieder  auf  das  Fundamental  polygen  2**'  Stufe  beschränken) . 

Was  andrerseits  k*  angeht,  so  legen  wir  als  solches  in 

WtiKiismss^seher  Beteicbnunc  zu  Grunde  ür*  »  ti^^ .  Dies 


Diese  Relationen  geben  beiläufig  folgende  Identität  fUr  die  O}^ 


Dil  der  Deünition  von  A*  zufolge  k*  (w  =  <oo)  ^  0  ist,  fin- 
den wir  mittels  (22.) 

Ä«(ftf  a  o)  »  4  ,      k*{ia  ifi  4)  »  00  . 

Wir  achten  nunmehr,  dies  veransgeschiqkt,  auf  die  Null-  und 
Unendlichkeitspunkte  der  Wurteln.  Dann  findet  sich,  die  Form 
der  Coelficienten  anlangend,  einerseits  das  Resultat:  Schreibt 
man  die  Gleichungen  für  die  Grössen  ^it^'^  ^u^^  so  an, 
daee  die  htSchsU  PtOenx  dieser  Grössen  den  Celfficienten  I  hat,  so 
sind  die  übrigen  Co0cienten  gan»e  PüncUonen  b€%,  der  beiden 

Ai  yiimenle  k*  und  ~,  A*  und  ^  J    ,     und  ^ZTi^ 

st  ante  Glied  jeder  Gleichung  ist  unabhängig  von  Ä*,  kann  also  mit 
Hülfe  von  (18.)  taut  i19.)  sofort  angegeben  werden. 

Andrerseits  kennen  wir  auf  Grund  von  (18.)  und  (22.)  die 
Transfot^ationen  der  Gleichungen  in  eich  angeben.  Nämlich  es 
bleäten  die  GUichwigen  für  die  Grössen  x^i^%  x^^^*>  unge- 

ändert,  wenn  man  darin  k*  durch  ^ ,  jr^Ti »  ^  «rjrts^ 

beides  combinirt  führt  zu  dem  Endresultate,  dass  die  Coef- 


übergehl  in 


♦  -  Ä  *. 
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fdenUn  ^an%e  Functifmen  von  A'„        +     —  2,       »  + 

+         7  A'„     j»     TTp  Grad  jedes  Co^fficienten 

in  Xji^  Hast  sich  angeben,  wenn  man  die  Formeln  (19.)  zu  Hilfe 
nimmt. 

Um  acbliessltch  auch  das  Verhalten  der  eben  definirten  Xj^ 
bei  beliebige*  linearer  TrajMfomuitlon  von  ci»|»  o»«  angeben  zu 
iLdnnen,  stellen  wir  folgende  Tabelle  zusammen: 

Es  geht  A'„   '       A\^  A,, 

(83.)  bei  Anwendung  von  <  ^ 

\  T)  a    —  A'^ft       —  A'^,       •+■  X^^ 

Diese  Tabelle  dient  dazu,  um  in  \  eiiiitidung  iiiil  (18.'^  von 
irgend  einer  der  drei  simultanea  Gleichungen  zu  den  beiden 
andern  Ubergehen  zu  können.  Es  giebt  also  eigentlich  nur  eine 
MultipUcatorgleichung  der  betrachteten  Art,  weiche  aber  diese  drei 
(gleichberechtigten  Formen  annehmen  kann']. 

Unter  Benützung  aller  der  im  Vorhergehenden  l)erUhrlen 
Eigenschaften  der  Mulliplicatorgleichungen  für  die  aj^^**^  ist 
man  im  Stnndr,  ]e(Jerzeit  die  Gleichungen  mit  unbestimnilen 
Constanten  an/.uschieihen.  Diese  Constnnlen  müssen  dann 
durch  Einsetzen-  der  durch  17.  '  \  ermittelten  Eeihenentwick- 
iUDgen  der  Wurzeln  nach  ry  hestiniinl  werden. 

Wie  schon  früher  l)e!nerkt.  konunt  dieser  letztere  Process 
d  ir.iuf  hinaus,  jede  Gleichung  von  den  Puncten  tu  =  too,  w  =  0, 
cj  =  f  aus  Uber  das  FundameatalpoiygoQ  Stufe  hinweg  fort- 
zusetzen . 

In  den  angegebenen  Heispielen  ist  zur  Orientininü  Hie  Zahl 
jener  zunächst  unbeslimmien  Constanten  anLierneiki  und  die 
numerischen  Werthe  derselben  sind  stets  dadur  h  verificin 
worden,  daas  nooh  ein  weiteres  Glied  in  den  Reiheaenlwick- 


*]  Die  Jacuki  sehen  Muitiplicatorgleicbuugt;n,  welche  aU  Multiplicator- 
gleicboiigen  t**'  Stufe  den  bier  beiiaadelteA  von  voridwreia  oaLe  ver- 
wandt sind,  beben  genao  analoge  Elf easdiafteii.  So  hat  man  stets  drei 

simultane  JACoBi'sche  Mulliplicatorgleichungen ,  von  denen  die  zwei  an- 
dern aber  aus  der  einen  durch  Ähnliche  Operationen  wie  die  oben  an* 
gefebenen  hervorgehen. 
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*.^u  'nDzus:eüüinüit n  wurde,  welches  bei  der  Bestimiiiuuji 
vi  uoui^taateQ  selbst  nicht  betheiligi  isi. 

Beispiele: 

n  *  5.  (xg,  -  -  «)»  -  y .  .Yoj  •  x,^^  «  0  , 

(I  imbesiimmle  Constante). 

-h2.3.||j!;^t-l-3«}  sO, 
H-«-3.283.Xj^»  +  (78^<rie*  +  «*'3'-7.a?4o*  +  3*-7.X4,* 

+  2  3  . 283 .  fir,/ +  4783      +  2« .  3* .  7  .<r„» -4- 3«  .7 . ac^j» 

•f  2  *  3  *  H  o!«,  4-  3*}  «  0  y 
(8  unbestimmle  Constante). 

Wir  haben  die  Gleichungen  in  yiodiii- Functionen  geschrieben. 
Will  niiin  ihren  Charakter  als  Multiplic<itorgietchuDgen  auch  in 
der  Schreibweise  zum  Ausdruck  bringen,  so  schreibe  man  die 
Gleichungen  uiiltels  (17.)  und  (20.)  in  den  ilodui- Formen  Oj^, 

Fttr  die  Wertbe  der  Wurzeln  im  Punkte  »  loo  gelten 
wie  im  Falle  n  k  I  [mod.  4)  die  Formeln  (f  9.).  Wir  beoauen  die 
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i  i helle  (18.)  zunächst  dazu,  dic  Werthe  der  Wurzeln  auch  in  den 
andern  Ecken  des  Fundumentalpohi^ons  i^^^  Stufe  anzugeben, 
d.  h.  l>ei  geeigneter  Wahl  des  Fundamenialpolygons  in  den 

Puneten  ctf  SS  0,  ^  1,  ^  4,  4- 2,  -4- ^  * 

Die  hiermit  auf  der  reellen  Ate  der  w-HalbebeDe  gefunde* 
nen  Null-  liiid  Unendlichkeitspufiote  der  x;^^^')  siircl  die  einzigen 
Null-  uud  Unendllcbkeitspuncte  deraelbeu,  .spfera-^r  uns,  wie 
es  geoOgl,  auf  das  Fundamentalpolygon  4^  Stufe  beschi^keD. 

Wir  legen  als  Octaeder-IrrationaliWt  zu  Grunde 

—  •X 

r 

Die  Zusammenhänge  in  2i.i  lehren  uns  das  Verhalten  yon  ö 
bei  linearer  Subslitulioo  der  Perioden  ei^ ,  e/, ;  es  seigt  steh,  dass 

S]  in  -4-  i  •  0 

(25.)       0  durch  Ausobung  von 


Ubergeht. 


7)  in 


0 


Da  der  Definition  von  0  zufolge  0  (cii  =  1 00]  =  0  ist,  ünden 
wir  auf  Grund  von  (25.)  far  die  weiteren  £cken  desFuodamen* 
lalpoiygons 

Aus  der  Lage  der  Null-  und  Unendlichkeitspuncte  der 
Wuneln  sohliesst  man,  dass  die  Co(^fficientm  der  Gleichungen  für 
dieGrössena:J'\  xj*),  Xj/'^  (die  tjUdchtmgen  mü  dm  Co- 
^detUeH  4  vorausgesetxt)  ganze  Functionen  hex.  der  vier  Argu- 

I  JL     *        '  Q       <  —  I  Q       1+0       1  —  61      1  +  I  M        1  —  J  O 

^'  0 '  rrTv»  r^TJ' n:^' r^Ti»  riTtf^ »  r+7ö»  ^' 

^,  J-^»  7^  «ww^  ^d  da$s  doi  con$Umle  GUed  jeder 


Man  vergleiche  Klein«  Vorlesungen  über  das  Ikosaeder,  Leipzig 
I8S4,  pag.  itt  und  die  Nole  vom  Ittrs. 
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lungeD  binzugeDommr 
der  GonsUiQteQ  selbst 


,/^'^m(^        und  (49.) 


n 


f'^!^^  nacli  (48,)  und, (25.) 
-^i/'^  bleiben  toiyeünäeil,  tveun 

a?j^<0,  x^,^*)  Andern  lÄr  ForiseicAfli, 


.0^ 

1^ 


^    'fdi^i  dass  die  Cotfßcienlgn  der  Gleichungen 


n  m 


oder  Xm"-*=  -  ^^TTTi 


*'      j   l>er  ürad  der  ucinzeii  Functionen  in  diesen  Ar- 
lissi  sich  wieder  auf  Grund  von  (19.)  ao^ebeo. 


(0  -  1'^ 

0  !o2  +  1 


«i^'^  y^j  ttod  ddr  weitoren  Tabelle 


1    Y  " 

Y  i 

Y  u 

V  I    1  X  ß 


maß  von  einer  helipbijien  der  drei  simultanen  Gleiehuugen 


,p  den  beiden  andern  über.  Es  gilt  daher  in  dieser  B€iieim$ 
^selbc  Boncrhffiff  ?r?>  in  §  7. 

Audi  hclrrtls  lin-  uunieriscfu  n  Aiifsleilung  der  Gleichungen 
,'5t  dasselbe  zu  bemerken,  nmc  im  Falle  n  =  \  (mod.  4).  Nur 
(rftl  jetzt  zur  Vereinfachung  noch  dies  hinzu,  dass  man  zwei 
Ansalzgleichungen  mit  unliestimmten  Const.'tnten  hat,  nämlicb 
sowohl  in  X^f^^  als  in  A^^^^^  dem  Umstände  entsprechend,  dass 
es  jetzt  nicht  mehr  eine  Ecke  im  Fundamentaipolygon  giel)l.  wo 
sauiii)i]i(  lif  Wurzeln  endlich  und  von  Null  verschieden  sind, 
sondern  zwei.  Die  IdeiUificirunf;  beider  AnsaUgieiohttQgeii 
fuhrt  nun  unter  fierttcksiciili^uog  der  Relationen 

noch  eine  Reduction  der  ursprünglichen  Anzahl  von  unbestimm- 
len  CoDstanten  herbei. 
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Beispiele: 

-  K.  -  t)  (*..  +     -  T        •       -  • 

[0  unbestimmte  Constante). 

n  *  7. 

+  2* .  A'„°  .  OJ.,«'  {+3  («» -  A„")  x.,  H-  2)  +  2*  •  A,," .  X.,'  =  0 , 


2*  •  At/  .  x„»  {-«-  3  (2»  -  i  A,/)  ta„  +  2}  +  2*  .  A„i  •  a?,,» 

-^m"  i«^«' {-  3  (2»  + 1 .  A„")     .  +  2}  -h  2» . A„" . =  0 , 
(4  unbestiminte  GonsiaDte) . 
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OMehung  unabhmgig  tw»  ^  Ut^  sodass  es  nach  (48«)  un4  (49.) 
unmiatßlar  an^etfcfm  tcmfon  kamt* 

AndreFBeito  bMitMtt  die  Gleicbuoeen  naeh  (48.)  und  (35.) 
folgende  TrantfwvuUwMn  m  sich: 

i)  Die  Wurzeln  x^^(*\  ^lo^'^  x^^(*^  bleuten  vngeändert,  wenn 


man  o  mü 


1   —  lO 


i 


4—0     14-0  1 


—  t 


10 


—  0 


—  lo; 


—  ^    ,  ,      ,  vertaust^t. 

2)  Die  Wurzeln  ac,^^'^,  a^j^'^,  x'i^f*)  ändern  ihr  Vorzeichen, 
wenn  man  omit  —  o ,  4- »  ~  ver^aMeA^ 

Dies  hat  zur  Folge,  dass  die  Coef/icientßn  der  GUkhungen 
ganze  Functionen  resp.  von  X^^  J^T^) 


2o* 


V  1 


tV 


0  n- 


sind.   Der  Grad  der  ganzen  Punictionen  in  diesen  Ar^ 


gunienlen  lüssl  sich  wieder  aui  Gruud  von  (49.)  angeben. 
Mittels  (48.)  und  der  weiteren  Tabelle 


(S6.)S) 

+  .  A-,  n 

+  1  An« 

A  W 
X  » 

r) 

-  V  I 


pehl  mau  \  un  einer  l)eliel)ijien  der  (irci  sinmllanen  Gleicbuugeu 
zu  ticn  beiden  andern  über.  Es  yUl  dcüier  in  dieser  Beziehung 
dieselbe  Bemerkuny  wie  in  §  7. 

Auoh  hi  iretTs  der  uuuiuriichen  Aufstellung  der  Gleichungen 
ist  dasselbe  zu  bemerken,  wie  im  Falle  w  =  4  [mod.  4).  Nur 
tritt  jetzt  zur  Vereinfachung  noch  dies  hinzu,  dass  man  zwei 
Änsatzglcichungen  mit  unbestimmten  Constanten  hat,  nämlich 
sowohl  in  .Y;^^'  als  in  X^^",  dem  Umstände  entsprechend,  dass 
es  jetzt  nicht  mehr  eine  Ecke  im  Fundamental polygon  giebt,  wo 
sammtliche  Wurzeln  endlich  und  von  Null  verschieden  sind, 
sondern  zwei.  Die  Identificirung  beider  Ansatzgleichungen 
führt  nun  unter  Berücksichtigung  der  Relationen 

nodi  eine  Reduetion  der  nrsprOnglicbeii  Amabl  von  imbesllmm- 
ten  Constanten  herbei. 
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Beispiele: 
n  s  3. 

(0  uabe&timmte  Conslante). 

(^•..  - 1)      +  < )'+ T  -V..'a;„'{67+»'.8.X.,'+2-(.V.,«)«} 
+  a«  •  X,,» .  «„»  {-  3  (8'  +  a:„')«„  +  2)  +  2*  •  X,,'  .je,,' 

=  (a;..  +  I)  (•'•..  -  <)'  +  T  •A-.."-^«'{67-«'-3-*..''+8('V..")'} 
+  8«  •  A,,"  •  x^'  {+ 3  {2»  -  A„"i     +  2}  +  2«  •  A„u. =  0 , 


-  «•  .  A„'    r,.'  {+«.8(8  +  X,.')a;,.  +  1}  -  8«  •  X,.«  • «,.» 

-  («w -  -5) - T  -2»-3.A.."  +2'. (A,,")'} 

-  «•  .X.  «.<>!„•{-  8 .8 (8 - X,.«)«„ + 4) - 8«.X„".a!„»  -  0 , 


-  8'  •  A„' .  «„•  (+  3  {2»  -  iA„')«x„  +  8)  +  2« .  X,.' 
=  (^H  +  i)  (^^u— •)'+  T  •A„"x,.'{67+e«.3.  ,.V,."  -2.  (A„"J«) 
-8«.X„na'„»{-3(8»+|.X„")ia;„+8)+8«A„".«„»  =  0, 

(i  unbestinuiite  Cuulmlel. 
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1 9,  1  a     .n  S  4  (mod. 

Der  TVaDsforroattonsgrad  n  wird  als  nicht  durch  3  theilbar 
voraasgesettt.  Auch  bei  <  s  3  kann  man  noch  die  Verein- 
fachung iL'  s  /i'  s  ^  in  (434  fUr  beliebiges  i  enielen.  Dies 
geschieht,  wenn  man  von  dem  anfänglichen  vollen  Reprttsen- 
tantensystem,  welches  mod.  9  cur  Identität  congruent  ist,  zu 
dem  folgenden  kanonischen  ReprHsenCantensystem  übergebt : 

n    *  n  ' 

(27.) 

^    *'       wobei        o,-  •  di  =  n,   3 <[  3 a,- 

ist  und  a^,  3Cj,  nicht-negative  ganze  Zahlen  ohne  einen  allen 
dreien  gemeinsamen  Theiler  sind.  Dann  wird  in  der  That: 

unter        ^  eine  bestimmte  6*«  Kiniieiisw  urzel  verslanden. 

AufGrund  von  §  3  erscbliesst  man  Multiplicatorgleichungen 
von  folgender  Besclialfenheit: 

Je  N  Grössen  xx^^*^ ,  i  =  / ,  i  •  •  •  iV,  genügen  einer  Glei- 
chung .V^"  Grades y  deren  Cof>fficienfen 

1  ■  wenn  n  =  mod.  3  tst^  rationale  Functionen  der  Tetraeder- 
irrattonadtät  sind, 

2)  ivenn  n  =  2  juod.  .1  ist^  rationale  Functionen  ett^fs  voHm 
Modulsystems  9^*^  Shifc  ')  siml. 

Wir  discutuen  nur  den  tMnf^tcheren  Fall  n  s  i  mod.  3,  der 
sonncli  auf  }fultipIicatorffleichunyt'n  3'*''  Stufe  ftlhrl. 

iJie  \S  erthcverllieilunü  der  .r;^(*^  aniant^iMid  L'ilt  Folgendes: 
Irn  Puncle  (>)  =  i  oo  ist,  resp.  in  tler  Nähe  dieses  Punktes  ist  in 
erster  Annäherung :  > 

(29.)  ^o/')]     i^o.^'M  l 
"Ml     f  —  ''II     I  n 


Man  vergleiche  betreffs  der  Einführung  eines  vollen  Modul- 
Systems  9t«r  stufe  und  ttberhaapt  betreffs  voller  Modulsysleme  höherer 
Stufe  (deren  Kenotniss  hier  postnlirt  wurde)  die  Resiiltite  vod  Herrn 
FiiOKB  iD  der  cilirteo  Note  vom  9.  MSrs. 
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Das  Verbaiten  der  x^^^^)  bei  den  linearen  Substitutionen  5  und 
T  der  Perioden  iti,  stellen  wir  in  folgender  Tabelle  zusam- 
men, weiche  je  nacb  den  3  FMllen  tt  s  1 ,  4,  7  mod.  9  unterschie- 
den ist: 

S)  tlx,,'^) 

r)         +ja!.,W    +jx„«  t}«„0) 

Sie  dient  zuvörderst  dazu ,  die  Werthe  der  Wurzeln  auch  in 
den  andern  Ecken  des  Fundamentaipolygons  3^  Stufe ,  also 
etwa  in  den  Puncten  c j  =  0 ,  4-  1 ,  —  1  anzugeben.  Die  hier- 
mit gefundenen  Null-  und  Unendlichkeitspuncte  der  Wurzeln 
sind  die  emst^ett  Null-  und  Unendlichkeitspuncte  der  Wurzeln 
"^'^       Attf  ^  Fundamentalpolygon  3^  Stufe 

besch  Trinken. 

A  Tetraederirrationalitttt  legen  wir  zu  Grunde*) : 

;3I.)         g  =  -  69»  .   — —  . 

Mit  den  o^ii  ^sl  dieselbe  durch  folgende  Relationen  ver- 
bunden**): 

(32.)  i7o,«:a„»: <r„»:iF„*- ($  +  Ä):-iV3.f :(f+80:-(g-h2«). 

Diese  liefern  beiläufig  die  beiden  Identitäten,  weiche  fUr  die 
vier  axft  besteben,  nämlich : 

+  ,V3  .  54+1  =  c-K     3 -^Vl!  =€*.(+ t  V3.^]+i}. 

Aus  (3  i .)  entnimmt  man  das  Verhalten  von  S  linearer  Sub- 
stitution von  C(f|  und  cd,;  man  findet,  dass: 


*j  Man  vergleiche  i^LEiit,  Vorlesungen  über  das  ikosaeder,  Leipzig 
1884,  pag.  ist. 

Mm  virgleielie  Bunaii,  Üath.  Ann.  Bd.  XVlf,  pag.  S44  vnd  die 
mehrfach  eitirle  Note  vom  a.  HUrz. 
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(34.)       {  durah  Austtbung  Von  <{  _  flberigebt  in  | 

Da  der  Detiniiion  von  f  zufolge  ^  ioo]  =  0  isl.  ^iebt  (34.; 
für  die  Werlhe  von  $  in  den  Übrigen  £ckeD  des  Fundamenlal- 
polygons : 

f(0)«-«,    {(4)  =-2«,    fH4)  =  -2€«. 

Setzen  wir  (29.)  und  (30.)  damit  in  Verbindung,  so  eriaiiren 
wir :  Schreibt  man  die  Gleichungen  für  die 

»/m7  (Zern  tvs/erj  Coi'fficicnten  /  a7i,  so  smci  die  übrigen  Coefficien- 
ten  ganze  Functionen  bez.  dei'  5  Argumente 

JL     tnl      -  < .     j_    I  -  ^   ei  -  I 

u/i(i  (/a5  constante  Glied  jeder  Gleichung  isl  tmabhungig  von 
kann  alau  »aliels  (29.)  und  (30.)  50/brf  angegeben  werden. 

Andrerseits  suchen  wir  mit  (30.)  und  (34.)  die  Transfor- 
mationen c/ei'  Gleichungen  in  sich  auf.   Wir  ünden: 

Die  Gleichungen  für  die  Grössen 

bleiben  ungeiindert^  wenn  man  §  resp.  durch 
ersetzt. 

Combinirt  man  die  beiden  letzten  Angaben,  so  führt  dies 
zu  dem  Scbiussresultate  betreifs  der  Form  der  Coi^fficienieo  der 
Gleichungen :  Die  Coifficienten  md  ganite  Functionen  resp*  von  : 
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JPür  das  Weiten  gelten  wieder  dieselben  Bemerkungen  wie 
in  §  7.   Wir  stellen  daher  schliesslich  noch  das  Verhalten  der 

bei  linearen  SubsUtalioDen  der  Perioden  tabellarisch  lu- 
sammen.  £8  ist  dies  das  folgende: 

Y        Y        V  Y 

-Hl  ■'*I0  ^»i  -*is 

{35.)  S)  A\g  A'., 

T)    \         Y         Y  Y 

Diese  Tabelle  vermittelt  iu  Verbindung  mil  (30.)  den  Ueberg.ing 
von  irp;end  einer  der,  vier  simultanen  Gleichungen  zm  den  drei 
andern. 

Beispiele : 

(i  unbestimmte  Constante). 
»  Ä  7.  {J:^^  —  \y  — ^1  4-  y  V^^x^t'  (5*  —  3A'^J 

(5  unbestimmte  Gonstante). 

Wir  haben  auch  diese  Multiplicatorgleichungen  wieder  nur  in 
Modul/tindiofieii  geschrieben.  Auf  Grund  von  (28.)  und  (32.) 
kann  man  sie  unmiltelbar  in  den  Modul/brmsn  schreiben. 
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A.  Hnrwiti,  Ueber  die  KlassoisMrelatianen  und  Moäuiar~ 
correspmdensen  primzahUget*  Stufe. 


Bei  meinen  Untersuchungen  Uber  die  Klassenzahlrelationen 
der  7**°  und  H**''  Stufe*)  hat  sich  herausgestellt,  dass  die  auf 
der  rechten  Seile  dieser  Relationen  ausser  Thcilersummen  noch 
auftretenden  zahlenlheorelischen  Functionen  nichts  Anderes 
sind,  als  die  Entwickliinjzscoefücienten  der  überall  endlichen 
Integrale  der  betreffenden  Stufe.  Dasselbe  tiill,  wie  man  sich 
leicht  überzeugt.  fUr  die  6**  und  8**  Stufe** i .  und  man  kann, 
wenn  man  will,  Gleiches  auch  für  die  ersten  fünf  Stufen  vom 
Geschlechte  Null  behaupten,  wo  es  dann  so  viel  heissl.  dass  zu 
den  Theilersiimmen  keine  weiteren  znhlenlheoretischen  Func- 
tionen hinzutreten.  Haben  wir  es  hier  mit  einem  allgemeinen, 
d.  h.  für  alle  Stufen  L'Oltigen  Gesetze  zu  Ihun  '  Das  ist  die 
Frage,  deren  Entscheidung  das  nüchsle  Ziel  meiner  weiteren 
Unlersuehuni^en  })ildete.  Es  zeigte  sieh,  dass  die  Enlscheidunj: 
im  bejahenden  Sinne  zu  treffen  ist,  und  ich  möchte  das  hiennil 
bezeichnete  Resultat  in  den  nachfolgenden  Zeilen  begründen 
und  näher  präctsiren.  Dabei  beschränke  ich  mich  jedoch  auf 
den  Fall -^/////V/<?r  Stufen ;  man  wird  leicht  erkennen,  dass 
dieselben  I UH lachtuugeD  mutaiis  mulandis ' auch  für  beliebige 
Stufen  gelten. 

Da  sich  die  UerstelluDg  der  Klassenzahlrelatipueo  auf  die 


*]  Siehe:  »l'ehcr  Relationen  zv^ischen  Klassenanzahlen  binfirer  qa»" 
dratischcr  Formen  von  negativer  Delerminanle«.  Mathem.  Annalen  Bd.  25. 
pag.  457  ff.  und  die  unter  gleichem  Titel  erschienene  Note,  diese  Berichte, 
Sitzung  vom  45.  December  1884.  Gitale  ohne  nähere  Angabe  des  Ortes  he* 
Kiehed  sich  auf  die  erslere  AbbandluDg. 

Wegen  der  8»««»  Stufe  vgL  dl«  Note  »Zur  Theorie  der  Modolarglai* 
chuDgen«,  GttUinger  Nachrichten  vom  S4.  November  4888. 
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Cntersudnmg  der  Hodalarcorrespondenzen  sttttst,  so  wird 
gleichxeUig  im  Folgenden  eine  Theorie  dieser  Gefrespondensen 
angebahnt :  die  Derslellung  der  HodularoOmspondenien,  wie 
sie  sich  im  Laufe  unserer  Untersuchung  ergiebt,  wird  die 
Grundlage  fUr  diese  Theorie  bilden  müssen*). 

Uebrigens  habe  ich  in  dieser  Note  nur  solche  Dinge  zur 
Sprache  gebracht,  welche  zur  Erreichung  des  oben  bezeichneten 
Zieles  nothwendig  berührt  werden  mussten.  Eine  eingehendere 
Darstellung,  bei  welcher  dann  auch  alle  Entwicklungen  von 
einem  höheren  Gesichtspunkte  aus  beleuchtet  werden  sollen, 
denke  ich  demnächst  zu  Tertfffentiicben. 


I  U  Die  Überall  endlichen  lalefral«  der  Stufe**]. 

Die  überall  endlichen  Integrale  der  q^*^  Stufe,  wo  q  eine 
ungerade  Primzahl  bezeichnet,  lassen  sich  als  diejenigen  ein- 
deutigen überall  endlichen  Functionen  J{€t)  eines  Argumentes 
w  definiren,  welche  der  Functionalgleichung 


genügen;  dabei  beiieulet  Identität  (uiod.  q) 

congruenitf  ganszablige  Substitutipn  der  Determinante  I .  Diese 
Functionen  lumn  man  aus  irgend 

derselben,  zwischen  denen  keine  lineare  Al)h8iigigkeit  stattfin- 
det, susainmensetzen.  Wir  legen  nun  unseren  Untersuchungen 
ein  specielles  System  von  solchen  p  unabhängigen  Integralen  zu 
Grunde»  die  wir  am  zweckmtaigsten  in  folgender  Weise  be- 
zeichnen : 


y,(of 


0)  ,      /,(w|o)  ,    ...    Jx{f^\o)  , 


•)  Man  sehe  die  \  orbenauntc  Note,  sowie  namentlich  die  von  Herrn 
Klkik  gegebene  Darstellung  der  auf  die  Modularcorrespondenzen  der  8^" 
Stufe  besügUcbea  DnleniiehiuigeD  dfes  Herrn  Fizulkk,  diese  Berichte, 
SitniDg  Tom  S.  IfSn  4881,  pag.  88  ff. 

Zum  besseren  Verständniss  dieses  Paragraphen  ziehe  maa  die  a.  a. 
O.  [tag.  187—170  gegebenen  fiDtwickluogep  zu  Ralbe. 
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Hier  soll  a  ein  vollstHodtges  System  quadratischer  Reste,  b  ein 
vollständiges  System  quadratischer  Niobtreste  (mod.  q)  dnrob« 
laufen,  A>  dass  also  in  dem  vorstehenden  Sobama 

Integrale  enlhaltcu  sind*).   Diese  Integrale  besitzen  nun  die 
nachstehenden  besonderen  Ei^^enschaften. 
Es  ist  erstens: 

(4 )  J^{S  [iü]  I  r)  =  e  «    •  «'ji (w|  rj  4-  const., 

wenn  S{üi)  eine  der  Gongruens 

SUi})=  (ü     1  (mod.  q) 

genügende  Substitution  beseiebnet.  Femer  bat  man : 

(2)  JjtiU [ta]  \r)  =  J^{üj\ar]      const.  , 

wenn  die  Substitution  U(ai)  die  Gongruans 

U{ut)  3  aw  (mod.  q) 

erfüllt.  Dabei  bezeichnet  der  Buchstiihe  r  in  der  Gleichung  (1) 
eine  beliebige,  in  der  Gleichung  (:^;  eine  nicht  durch  q  Üieilbare 
Zahl,  a  bedeutet  irgend  einen  quadratischen  Aest  von  und 
es  ist 

J,(«-|r)-y,(«|f^ 

SU  setien,  falls  r  ■  /  (mod.  q)  ist. 

In  Folge  einer  dritten  Eigensehaft  unserer  Integrale  dtlrfen 
wir  uns  spSter  auf  die  Untersuobung  der  Integrale  J{<u\a]  und 
J(ta\b)  beschränken.  Es  ist  n&mliob  stets  möglich,  aus  den 
letsteren  Integralen  ein  anderes  /[a»)  tusammentusetsen,  wal- 
ehes  der  Gieidiung 


*)  Was  die  Zahlen  1,  ft,  ,¥  anseht,  so  Ist  MitotversliDdUefa 
1  4-    «M')*         alt  Gesammliahl  der  Integrale  gleich  p,  Bs  efgiebt 

sich  auch  i»hne  Schwierigkeit  A  «•    "  ^^^g  ~  g|go  ft  +  w 

■»  —  ^         •   Dagegon  muss  die  Einzelbestimmung  der  Zahlen  fA  and 

y  einer  sptfteren  Untersuchang  vorbehalten  bleiben. 
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genügt,  wo  J{io\o]  irgend  eines  der  Integrale  J^ Uo \ o) ,  [io \ o), 
. .  .f        { o]  beieichnet. 

Betrachten  wir  endlieh  die  Entwicklungen  der  Integrale 
J [lo I a]  und  J[ta\^  nach  Potenien  der  Grüsse 

.  Sinn», 
Ä  s  e  1 

Wir  können  dieselben  jedenfalls  in  folgender  Gestalt  annehmen : 


m  m 


Ml  m 
•'.,'■'1*)  =^  ^      ,  A»".   

»St  mS* 

wo  das  Zeichen  y  andeutet,  dass  der  Suniiiiatiuushuchstabc  m 

alle  (med.  q)  lu  r  congruenten  positiven  Zahlen  durchlaufen  soll. 

Durdi  diese  Ansfltte  sind  im  Gänsen  {fi'^p}  zahlentheo- 
retiscfae  Functionen  definirt;  nttmlich  erstens  ju  Functionen 

^iH  y  »     •  ■  •  »     H^fiM  ' 

bei  welchen  das  Argument  m  irgend  ein  positiver  quadratischer 
Rest  von  9,  und  zweitens  v  Functionen 

hei  welchen  das  Argument  m  iigmd  ein  positiver  quadratischer 
Nichtrest  von  q  sein  kann.  Es  ist  nun  eine  letste  hier  in  Be- 
tracht kommende  Eigenschaft  unserer  Integrale,  dass  die  Punc^ 
turnen  tff  und  %  für  jeden  WerUi  des  Argumentes  m  ganxzahlige 
reeüe  Werthe  besilxen*). 

f  t.  TraasfefvailOB      OHning  der  Ikendl  enditeien  Inlegrale 

^  Stnfe. 

« 

Es  bedeute  nun  n  eine  positive  su  q  theilerfremde  Zahl  und 
es  mögen 

  «.(«^) ,  ÄtM,   

*}  Es  giebt,  beiläufig  bemerkt,  noch  unzuhlig  viele  6>!>teme  von  p  on- 
alkhingigeii  Integratoo,  welche  die  angegebenen  Eigenschsften  beiitzen. 
]latb.-p1ijt.  auM  I88S.  45 


m 


A.  HlRWlTZ, 


ein  zum  Schema 

gehöriges  RepräsentaDtensystetn  der  Transfonnatioii  Ord- 
nung bilden*),  so  dass 

ftjw)  =  /»V^'  —  •  •  •  S        fmod.  7'  ist. 
Dann  wird  gleichzeitig  mit  J{io]  auch  die  Summe 

1 

ein  tiherall  ondlirhos  IiUoizral  der  ry'*"  Slufe  vorsleiien.  Wen- 
den w'w  dif'sp  Bo!iM»rkiinü  auf  die  Inteizrale  des  §  I  an.  so  er- 
hallen wir,  üiiUr  Herücksiciiliizunii  der  bes«>nderen  Eij^eoschaf- 
ien  (4)  uud  (^]  dieser  Integrale;  die  folgenden  Kelationen: 

•l'in)  u 

i  ~ 

#(»()  ♦ 

y:  W  16)  di{n]  .  y^lco|n^)  +const.  , 

1  t 

wenn  n  quadrati^ciier  llcil       q  151;  dagegen 

■/■i>'i  » 

^        [Ui,  I a)  aa^fi  e^'  {h)  »Jß{itt\na^  ^  consl.  , 
t  1 

•/•(»»)  pi 

V  Jj^.  [Hi  (io)  1 6)  f^f^-  [n]  .     (cü  I  n  b]  -|-  oonsi.  , 

wenn  71  quadratischer  Nichtresl  von  q  ist.  Dabei  sind  dem 
Buchstaf)en  h  successive  die  W  ertlie  1.  2.  3.  .  .  .  «,  dem  Bueh- 
stahen  /.  successive  die  Werthe  4,  2,  3,  ...  1^  beizulegen  und 
es  bedeuten 

c«A(n],      d/i«),      e/M,  fj^^ni 

Zahlenfacloren,  welche  ausser  von  ihren  Indices  nur  noch  von  n 
abhüDgen. 


*}  A.  a.  0.  p»g.  179.  . 

**]  Die  Anxabl  ^[n)  der Reprttsentanleit    {m},  ist  bekannt 

lieh  gleich  der  Summe  der  Divisoren  der  Zahl  n. 
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Zur  BesUmmuDg  dieser  Factoren  tragen  wir  io  die  obigen 
Relationen  die  Enlwlcklongen  [(4)  in  §  1]  der  Integrale  nach 
Polensen-  von  h  ein.  Der  Veiigleiob  der  hierbei  auf  beiden  Sei- 

teo  aufirelenden  Ck>6f]Beienten  von  ergiebl  die  Gleichungen: 
2'<>  ^*  (^)  c«*  [n]  Va  f'«;  .  [(7)  =  +      ('^)  =  +  '  ]  . 

I'''^*(^')=i^-'/^":v;'") .  +  (t)--']' 
2'<'^*(^')=i'-/'.*i"^'/'.(«'i.  [(t)--^'  (7)  =  -^']' 

wobei  die  Siminion  auf  der  linken  Seite  Uber  alle  genieinsüiiieu 
Divisoren  d  von  n  und  m  zu  erstrecken  sind.  Die  Zahlen  n  und 
ni  sind  nur  den  hei  jeder  Gleichung  mit  Huif«»  des  I.kgexokb- 
schen  Zeichens  angedeutoten  Bedingungen  zu  unterwerfen. 

Jetzt  hrmerke  man,  dass  n  und  m  in  den  linker  Hand  auf- 
tretenden Summen  symmetrisch  vorkommen ;  es  folgt  daraus, 
Uass  nothwendig 

2'-««*W(^'«W-j^«c„*(m)^„(M),  [(7)-  +  «.  (7)=+^]  . 

i^'  y  v»)  f"')  =3  y  i'")    '  [(7)  -  -  (7) = - '  ] 

ist.   Nunmehr  mögen  in  der  ersten  der  vorstehenden  Gleichun- 
für  m  successive  /*  specielle  quadratische  Reste  von  q 

fit,  f  f    •  -  • 

eiiiget[ werden,  welche  der  Uediugung  genügen,  dass  die 
Deleruiinaüle 
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nichl  vdrseliwiiidet.  Diese  Bedingung  Iflflst  «ich  stets  erildilleo, 
da  die  Integrale  i|[t(/|a],  J^i^la),  .  .  .  Jf^[tu\a]  von  einander 
unabhängig  sind«  Aus  den  ^  so  entstehenden  Gleichungen  kdn* 
nen  nun  die  Grössen  cj^n)  berechnet  werden.  Offenbar  ergeben 
sidi  die  Grünen  cj^ \n)  als  homogene  lineare  Pundionen  txm 

W  »     ^*  W  ,  •  •  • 

mit  von  n  unMünyigen  Coiffficienten, 

Auf  ähnliche  Weis«  zeigt  tnan,  dassauch  dieGrOBsen  d^  [n] 
homogene  lineare  Functionen  mit  von  n  unabhängigen  Coiifficienr 
ten  von 

und  dass  die  Grüssen  e^[n),  fu^i^)  ebensolche  Functionen  von 
sind*}. 


I  8*  Der  Tnuisfonuittensfnid  Ist  qnadmtlseh^  Best  tsb  q. 

itideiii  wir  uns  nun  zunHchst  auf  deu  Fall  beschraukeu, 
dass  der  Transforniationsgrad  (juadratischer  Resl  von  q  ist, 
kniipfpii  wir  au  die  zu  Anfansi  des  vorifien  Paraj^raplien  aufge- 
stelUeii  Relationen  an,  l)ezeiclinen  jedoch  für  einen  Augenblick 
den  Transl  i  rnalionsgrad  mit  n  statt  mit  n.  Wir  gehen  also  von 
deu  Gleichuut^eu 

(«',•  iw)  I  a)  as cj^  [n)    (w  I  n  a)  4-  const .  , 
1  1 

(cu)  16)  = (//  [n]  Jß  [ui  \  n'  b]  +  const. 

aus,  wobei 

/{'^(ctf)  5  R\[to)  S  .  .  .  S  n'cü  (mod.  q) 
die  Glieder  eines  ReprSsentanlens^stems  der  Transformation 

*)  Beiltfufig  erhttit  man  die  Summen  'r<^V»|^j  >  etc.,  aasgedrficki 

durch  biiincare  FuRCtlonen  der  ^^{n)^  yp^  {m)  etc.  mtt  vod  n  und  m  unab* 
bttngig«n  GoCMcienten. 
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ii'^  Ordnung  beteiobnen.  Fttbren  wir  hi^r  U{ui^  an  Stöllo  von 
ia  ein,  wo  ü{€t)  eine 

^  io  (mod.  9) 

congruente  lineare  Substitution  bedeutet,  so  gehen  unsere  Glei- 
chungen in  die  folgenden  Uber: 

^'jj^(5,M|«)«^«c«'^{nV«(<»|«a)  +  const.  , 


1  1 


WO  nun  die  ReprSsentanten  Hf  (ot)  der  Congrueni 

AJctf)  3  HO»  (mod.  9' 

genügen.  Es  sollen  jetzt  für  n  successive  ft  besiimmte  Heste 

gewählt  und  die  entspreehenden  Relationen  mit  unbestimmten 
Co«f6cienten 

versehen  zu  den  fOr  n  gtiltigen  Relationen  i^dirt  werden. 

Beseichnen  wir  die  Repräsentanten  fKr  den  Transfornw»^ 
tionsgrad  mit 

(ft»)  a  Ufo  (mod.  9) , 
so  erhalten  wir  auf  die  angegebene  Weise  die  Summen 

11  1  • 

und 

1  1  I 

äusj;ed rückt  durch  die  lulej-^rale  [vj  j  n  u]  und  Jß  [uß\  7lb] ,  wobei 
die  Co0fficienten  dieser  Integrale  beiUglich 

cj*  In)  +  l^c„''  (mJ  +  . .  .  +  l^cj'  («^) 

und 

lauten.  Diese  Co('fficienten  werden  aber,  da  die  Grössen  c„''(n] 
ond  d^iu)  sich  aus  ^|(»)*  V^tifl),  ...  ^/t(^)  vorigen 
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Paragraphen  abgegeben  KUsammensetiQii,  süinnitlich  Tersdiwin- 
deD»  falls  nur         ...     aus  den  Gleiebnogen: 

^p^  (n)  -h    i/;,  (n J  -h  . .  .  -I-  /„  s  0  , 

h    ^'^)     . . .  +    V ,  v"/..  =  0  , 


bestimmt  werden.  Wahlen  wir  nun^  was  stets  möglich  ist,  die 
Zahlen     so,  dass  die  Determinante 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt,  so  erj^ehen  sich  l^y 
.  '  .      als  lineare  homogene  Functionen  von  il'^  n^ 

'  '  '  ^juW  "i't  von  /?  unabhängigen  CoOfficienlen.  Diese  Coefli- 
cienten  sind  rationale  Zahlen  (mit  dem  gemeinsamen  Nenner 
da  die  Grössea  if/  nach  §  4  sätnmtlich  reelle  gaozz«tblige  Wertbe 
besitzen. 

Sind  nun  auf  diese  Weise  die  Factoren  ,  ,  •  •  •  be- 
stimmt, so  besieht  für  jedes  Integral  JUo) ,  welches  aus  den  In- 
tegralen J[io  \a)  und  Jl(o\b)  zusammengesetzt  ist,  die  Relation: 

Hier  ersetze  man  oj  durch  S'iü^j  wo  S{(o)  eine  beliehiso  lineare 
Substitution  bedeutet;  SO  zeigt  sich;  dass  man  in  der  vorstehen- 
den Relation  unter 

trff>'i}d  welche,  unter  einander  (med  q)  congruente  Repräsentan- 
ten der  Transformation 

Ordnung  verstehen  darf.   Daher  wird  auch 

<P  In)  0'n,i 


sein,  wenn  r  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Wir  nehmen 
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r  suecessive  gleich  0,  I,  2,  ,  .  9  —  I,  an  und  addiren  alle 
entstehenden  Gleichungen,  so  ergiebi  sioh  zufolge  der  Gleiobimg 
(3)  io  §  1f  dass  die  obige  Relation  auch  noch  statt  hat,  wenn 
unter  J{(a)  irgiend  eines  der  Integrale  J^  |  oj ,  y^(ci>  |  o) . . .  o) 
verstanden  wird. 

Hieraus  folgt  dann  endlieh,  dass  in  jener  Relation  J  [tj]  ein 
f/anz  beliebiges  Integral  9^*'  Stufe  sein  darf.  Wir  haben  also  das 
Resultat: 

E$  mögen  n^^n^f  ...  «t^  jHoüive  qtMdnUuche  Re$le  von 
q  bexeichnenf  welche  nur  der  Bedingung  unterwctfen  srnd,  dass 
die  Deierminante 

^  =  \  ^a{"a')\  =  1,  2, :  .  .  ft) 

von  Null  verschieden  isL  Femer  bedeute  n  irgend  einen  positiven 
quaäralischen  Rest  von  q  und  es  seien  A,  (cu),  i'j'H,  . . .  Rj^{ut) 
untereinander  (mml.  q)  cjuujvuente^  übrigens  beliebige  Bejpräsen' 
tonten  der  Transformation  n'*»",  ii/«*",  .  .  .  nJ*^  Ordnung.  Dann 
besteht  für  jedes  vberaU  endiidie  Integrei  tf**  Stufe  J{i»)  die 
ReUntion : 


wo  /p  /, ,  ...  lineare  homogene  Functionen  von  ip^{n),  if'^  jiji 
. .  .  if^'uM  '■''^'^  unahhiimjifjen  CoPfficienten  hczeichnen.  Diese 
Cuef/kienten  stellen  sich  als  rationale  Zaiilen  mit  dem  gemeinsamen 
Nenner  D  dar. 

M  in  kann,  wie  hier  l^eilüuHg  bemerkt  werde,  die  Integrale 
J{b)\a)      aiiiiehnien,  dass 

\lfft{n^)  =  0  oder  ^^J) 
wird,  je  nacMem  a^a'  oder  assa'  ist;  dntm  koBDinl  einlach : 

Was  die  Zahlen  n^f  n«,  .  .  n^  angeht,  so  iHsst  sich  leicht 
zeigen,  dass  dieselben  aof  unzählig  viele  Weisen  der  Bedingung 
I  I  ^  ^  gemttss  gewtthlt  werden  können. 
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1 4«  Der  TrMMferaurtlMimrai  tot  <i>iriltociw  Mtehtmt 

Durch  ähnliche  Betrachtungen,  wie  sie  im  vorigen  Para- 
graphen angestellt  wurden,  finden  wir  (Ür  den  Fall,  dass  der 
Transformationsgrad  quadratischer  Nichtrest  von  q  ist,  folgenden 
Satz: 

£"5  mögen  n(*\  «^*),  . .  .  n(^^  v  positive  quadratische  AVcä/- 
resie  von  q  bezeichnen,  wekhe  nur  der  Bedingung  unterworfen 
sindf  dass  die  Ikferminante 

«Oft  NuU  verMchiedm  isL  Femer  bedeute  n  irgend  einen  posiUven 

quadratted^en  Nichtrest  von  g,  und  es  seien  , 

. .  .         unter  einander  (med,  q)  cengruente^  übrigens  beliebige 

Repräsentanten  der  TransfemuUwn  n^,  . . .  n(^)^  Ord~ 

nung.  Dann  besteht  für  jedes  iUferall  endiiche  Integral  «l(Af)  ^ 

Slt^'tdieRelaUon: 

wo  in^,  Mij.  .  .  //'^,  lineare  hotmycne  Fii HCl imen  von  XiM^  ZtW' 
.  .  Xi/{'0  ^"'^^  "  nnahhängigen  ('oif/icicntcn  hezeichnoi .  Diese 
Co^prienien  Stellen  sicJi  aU  rationale  Zahlen  mit  dem  gemeinsamen 
Nenner  E  dar. 

Es  kiSnnca  die  integrale  J(ia\b)  so  angenommen  werden, 
dass  einfach 

wird,  und  die  Zahlen  n(*>,  . .  n^^>  lassen  sich  auf  unitthlig 
viele  Weisen  der  Bedingung  |  xß{*^)  I  <  ^  gemllss  wühlen. 

I      Die  MediUnreerrespendenien  der  9^  Btafe. 

Nunmehr  sollen,  wie  a.  a.  0.  pag.  170,  mil 

AM»  JiH,  ipM 

p  NormaiinlegrciU  der  q^^^  Stufe  und  mit  ^  ,  w^,  ...  w^'  oder 
kürzer  ^[u^]  die  zugehörige  ^-Function  bezeichnet  werden; 


üigitized  by  Googl 


0 


KLASSINZAStlKlATIOVIir  IWD  MOMJlAmCOftUSPOimSlfZBlf .  08 

feraer  mögen  c^,  c, ,  . . .  die  a.  a.  0.  pag.  471  angegebene  fie^ 
deuUing  haben.  Zur  Abkttnung  setcen  wir  weiter : 

1 

und 

WO  toi'o,  cti^  willküriiciie  aber  feste  Werlhe  bedeuten.  Schliess- 
licli  i>ei : 

1^^^^^^  ^^^g  ^^^^^^^^^^  *,)]«»-..„„[f^„(a,', 

je  nachdem  n  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  von  q  ist. 

Diese  Function  (w',  ist  nun  in  Folge  der  in  den  lelzlen 
Paragraphen  begrtlndeten  Relationen  eine  algebraische  Function 
auf  der  RnHANü'schen  Fläche  q^^'  Stufe"),  mögen  wir  nun 
fniitß',  lo)  als  Function  der  Stelle  m%  oder  als  Function  der  Stelle 
et»  betrachten.  Gemäss  ihrer  Zusammensetzung  versehwindet 
f^ito',  lo)  als  Eunetton  von  c/,  abgesehen  von  festen,  durch  die 
Wahl  von  to^  bedingten  Nullstellen,  an  denjenigen  Stellen, 
welche  in  den  HodulareorreiqMnidenzen  der  Transformations- 
gnide  n,  ,  w,,  . .  n-,  bes.  n,  ii<0,  »(«),  , . .  der  Stelle  w 
oorrespondiren,  wobei  eine  ünendlicfakeitsstelle  als  eine  Null- 
stelle von  negativer  Ordnungszahl  anzusehen  ist.  DieOrdnungs- 
Sehlen  der  Nullstellen  ^nd  durch  die  Exponenten  D,  Dl^.  .  . 
bex.  Ef  Em^y  . . .  angegeben. 

Nehmen  wir  an  Stelle  der  Zahlen  n^,  .....  ft^  irgend  fi 
andere:  fi\ ,  n\,  . .  n'^,  fttr  welche  1/  =  \  V'aKa')  I  <  ^  '^^ 
so  gebort  su  diesen  eine  Funetien  f*n{(o\  lo)  genau  in  derselben 
Weise,  wie  fn{(^%  io)  zu  den  Zahlen  ,  n^,  . .  t?^  gehört.  Nun 
lassen  sich  die  Zahlen  n'^  stets  so  wühlen,  dass  D  und  relative 
Primzahlen  werden  und  folglich  die  Gleichung 

Dd      D'W  =  -1 

durch  ganze  Zahlen  d,  ff  befriedigt  werden  kann.  Die  Function 
*»  A:  a.  0.  pag.  468. 
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verschwindet  daiiD|  als  FoDetien  von  ta'  betrachtet,  an  deDjeni- 
gen  Stellen,  weiche  in  der  Modulareorrespondens  des  Trans- 
formationsgrades  der  Stelle  ia  entsprechen,  einfo«^.  Vereinig 
man  also  die  Madularcorrespondenz  emet  öe/tedi^en  TroMformO' 
tionsgrades  n,  wekher  quadratischer- ReU  von  q  ist,  mit  gewissen 
festen  Modularcorrespmdenzen  (der  Transformationsgrade n^,  n,^ 
..«',,  n',,  .  letztere  je  in  bestimmter  MultiplidtiU  gettommen^ 
so  lassen  sich  diese  Correspondtn:ten  zusammen  durch  die  eine 
Gleichung: 

(lefiniren,  deren  linke  Seite  eine  algebraische  Function  der  bei(Un 
Stellen  (o,  (o  auf  der  l{iem(inn'<:rhen  Flüche  (f*^  Stufe  vorstellt. 

Ein  entsprechender  Satz  uilt  für  die  Transformalionssiraile, 
welche  (juadratische  Niclilresle  von  q  sind;  die  dann  hinzuzu- 
uehnieuden  festen  Modularcorrespondenzen  gehören  zu  2>'Trans- 
formations^raden  /-i^'^,  n^^\  .  .  t}^*'\  n'^^\  .  .  welche 

nur  der  Bedingung  genügen  müssen ,  dass  die  DetemiioanleD 
E  SB  I  %ß[n^')  1  und     «  \7Lß[^^ ]  j  relative  PriuzahieD  sind. 

f  6»  Die  Klasseuzahlrelatloneii  der  ^ten  stufe. 

Es  mögen  nun  vier  ganze  Zahlen  (t,  d,  weiche  nur  der 
Einacbjrünkung  unterworfen  sind,  dass 

aS  —      =s  n^ 

<|uadralischer  Rest  von  q  sei,  fest  angenommen  werden.  W  ir 
könnemlann  für  jeden Transformations^rad  welcher  fji],alrali- 
scher  i\esi  von  q  ist,  ein  Kepräsentanleosystem  /'«((«'j  durch  die 
Coni^ruenz 

unsweideutig  definireu.  Die  Glieder  der  «if  diese  Welse  ftr 
die  ver8«^iedenen  Transfonnationsgrade  deflnirten  Reprttsen- 
tantensysteme  werden  sämmilieh  unter  einander  (mod.  q]  con- 
gruent  sein,  und  es  dCtrfen  daher  —  was  jetzt  geschehen  soll  — 
diese  Repräsentanten  bei  der  Bildung  der  Function  /*„(cu'.  lo) 
verwendet  werden.  Wir  betrachten  nnn  die  Function 

fn  i^j  ^)  t 
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welche  «as  /'»(co',  (o)  durch  die  Sabstitution  to'  «  m  ent*- 

steht.  Dabei  ist  jedoch  ioi  Falle,  dass  «  ein  Quadrat  uüd  ^ 

s  0»  (mod.  9)  ist,  der  su  »quivalenie  Repräsentant  im  Ztthler 
von  F^iiOj  w)  ansinscheiden ,  bevor  <a'  =  u>  gesellt  wird. 

Dieses  soll  der  an  /*„  gesetzte  Stern  andeuten.  Abgesehen  von 
diesem  Falle,  ist  fn*{i'^^  ofTon!)ar  eine  algebraische  Function 
der  Sl«Ue  ta  auf  der  RiEMANN  schen  Flache  7**'  Stufe,  Wtlhrend 
io  jenem  Ausnahmefalle  die  Function  fn'it'^t  (c)  sich  bis  auf 
einen  vod  ai  unabhUngigen  Factor  reproducirt,  wenn  die  Stelle 
Cd  einen  geschlossenen  Weg  auf  der  RiEMAN.N'schen  Flache  be- 
schreibt. Jedenfalls  wird  daher /*„*((d,cti),  auf  der  durob  sweclt- 
roSssige  Querschnitte  in  eine  einfach  SDSamraenhSngende  veN> 
wandelten  Flüche,  ebenso  oft  Null  wie  unendlich  werden. 

Nun  werde  die  a.  a.  O.  pag.484  mit  a  bezeicbnete  ZabI  der 
Nullsteiien  von 

'./r;>L;VM-jV(/i,M)-cj, 

da  sie  von  n  abhiingig  ist,  hier  der  Üeullicbkeil  halber  mit  o{n) 
bezeichnet.  Dann  findet  sich  die  (iesammtordnuDg  der  Null- 
und  Unendiichkcitsstellen  von      ((u,  lo)  gleich 

/3f(o(n)-«ä>(ft)^  ij)-i-/>^(o(«  J  -  . + Dyo(n^- 8«>(«^]) 

und  dieser  Ausdruck  inuss,  wie  soeben  bemerkt,  gleich  .Null 
sein.  Dabei  haben  wir  r  nur  dann  von  Null  verschiedfeu  und 
zwar  tileich  ^{p—  1)  zu  uehmen,  wenn  der  djirch  den  Stern 
angedeulele  Fall  vorliegt. 

In  der  so  gewonnenen  Gleiciiung 

o(n)-  2  0{n)  -  ^  «  -  /,(o(iiJ-2   /^W»^- 

ist  die  rechte  Seite  eine  homogene  lineare  FnilctioD  von  ^4(11), 
^,(fi),  ...  ipfi{n)  mit  von  it  unabhfingigen  GoffBcienten,  also 
etwa 

a{n)  —  2        —  1^  *a      t|J^{n)  h-        (n)  -h  "■  -^  It^ip^  (/i). 

lo  dieser  Formel  sind  nun  die  sämmtlichen  Klassenzahlrela* 
tionen  für  quadratische  Reste  n  enthalten.  Wollen  wir  diese 
Relationen  explicite  angeben,  so  müssen  wir  für  die  verschie- 
denen Werthsysteme  a,  /rf,  d  die  Ausdrücke  von  G{n)  rler 
a*  a.  O.  pag.  182  aufgestellten  Tabelle  entnehmcD,  wobei  die 
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dort  mit  b,  c,  d  bezeichneteD  Zahlen  bezüglich  gleich  ^a, 
Qßi  9Yi         seilen  sind,  unter  ^  eine  die  Congraeni 

Q*(ad  —'ßy]  =  ^*Wü  =  n  (mod.  q) 

befriedigende  Zahl  verstanden.  Die  verschiedenen  Syeleme 
o,  ß,     d  sind  sunttchst  nach  der  durch  die  Gongrueni 

(a  -4-  d)*  S       (mod.  q) 

definirien  Zahl  r  zu  unlerscbeideo.  Da  sich  nttmüch 

(a  H-  d)*  —  in  s  ^*(a  H-      ^  im  s  (r  —  4) »  (mod.  9) 

ergiebt,  so  lieut  dor  F;i1l  I.  4,  oder  I.  2.  oder  II  der  jzenannten 
Tabelle  vor.  jf  nachtiem  /  —  4  quiididtischer  Nichlresl,  oder 
Rest  von  q  ixler  durch  7  thfilhnr  ist.  Im  letzteren  Falle  hat 
man  weilt  i-  die  Werlhe  y  zu  beachteu  :  ist  ßSySO  (mod. 7). 
so  handelt  es  sich  um  den  Fall  II,  2,  ist  mindestens  eine  der 
beiden  Zalden  ß.  y  nicht  durch  q  theiihar  um  den  Fall  II.  1  der 
Tabelle.  Iliemnrh  stellen  sich  nun  die  Klassenzahireiattonen 
einzeln  folgendemiassen  dar: 

Man  nehme  mne  durch  q  theübare  Zahl  und  ein  vollständiges 

System  quadralitcher  Reste  (mod,  q),  also  im  Gänsen  Zahlen, 

an  und  beiekkne  mit  diejenigen  vnier  diesen  Zahien,  für  welche 
r.  ^  4  quadroHst^  NiditreH,  mit      diejenigen,  fOr  welche 


2)  (9  -  ^1  ^^(4n«-ie*) 


Uiyitized  by  Google 


t),.2'f//(M-x')-//(*-^')] 


« 2  0  («)  + 1'.  (/;,(/iJ  H-     (/^,  .«i  +  •  ■  •  4-  ^ ip^  n)  -       < )  (/^- . 


=  2    ;»)    i\    [n]       %  [n) + . . .  -I-        [/*;  -      I )  Uy-^ 


Die  Zeichen  //(w),         ^[m]  und  l/^  haben  die  a.  a.  0. 

I>af:.  48i  angeriebene  Bedeutung;  dagegen  sind  hier  die  linker 
Hand  auftretenden  Summen 


falls  k  nicht  5  0  (med.  q]  \si,  tu.  erstrecken  Uber  alle  positiven 

i:,inz('M  Zaiili'U  /. ,  welche  i\  n  nicht  übertrcUeu  und  deren 
Qutuii  aL  congruenl  k  imod.  q]  ist^  wenn  aber  A  sO  inod.  q  ist, 
Uber  alle  positiven  und  negativen  durch  q  iheilbareu  Zaiilen  A, 

vvclciie  alisolul  {genommen  iVn  nicht  Ubertrctlen.  Was  die 
Facloren  h  und  /  ansieht,  so  sind  dieselben  lediglich  von  der 
Stufeozatil  (j,  nicht  aber  von  ii  abhaogig. 

Die  riieiffuiiigoii  1),  [2^  und  (3),  welche  tiu  Gauzen 
i  7  Kelaiionen  reprHsentiren ,  sind  für  jede  Primzahl  q 
gültif!,  dagegen  j^ilt  die  Gleichung  4  nur,  wenn  qis3  ;müd.  i) 
ist,  und  die  Gleichungen  ^4*^/  und  setzen  <y  =  1  ''mod.  4) 
voraus.  Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Faeloren  i'^ 
den  entsprechenden  i'^  izleich  sein  müssen,  da  Il^i{m)  =  U_i{m) 
ist;  um{:ekelirt  wird  nian  die  letztere  Beziehung  aus  den  Glei- 
chungen t'jj  =  t'y  folf^eru  können. 

Auf  älinÜL  hem  Wege  ergeben  sich  die  Klassenzahlrelationen 
für  quadratisciie  Nichtresle  n  von  q.  Dieselben  stellen  sich  foi- 
gendermassen  dar  : 

Man  nehme  eine  durch  q  theilbare  Zahl  und  ein  voUständiyes 

Syttem  quadratischer  Nichtresie  (mod,  q),  also  im  Ganten  ^-y-^ 
Zahlen,  an  und  bezeichne  mit  $^  diejenigen  unter  diesen  Zahlenf 


4n 


4n 


k 
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für  weiche    —  4  quadratteeher  Restj  mit    diejentgetij  für  welche 
—  4  quadratischer  Nit^trett  von  q  wird;  dann  isl> 

In  diesen  boiden  Gleichungen,  welche  iiü  üaiizen  4-  ^)  ver- 
schiedene Hil.itioiieD  repräsenliren,  hHl)en  die  Zeichen  Hm, 
U^,  ^  dieselJ>e  Bedeutung,  wie  oben.    Die  Facloren  k  sind 

lediglich  von  der  Stufenzabi  ^ , -  nicht  aber  von  n  abhängige 
Zahlen. 

I  7«  Bemerkongen  zn  eleu  vorsteheudeu  Belatlouea*  ' 

.  Die  auf  der  rechten  Seite  der  Klassenzahlreiationen  auf- 
tretenden Functionen  sind  oben  als  Enlwicklungscoefficienten 
gewisser  überall  endlicher  Integrale  der  q^^  Stufe  definirt  wor- 
den. Man  wird  verlangen,  diese  Functionen  ip{n)  und  ;r '/r 
auch  rein  zahlentheoretisch  zu  erklären,  eine  Forderung,  welche 
fdr  die  7^'  Stufe  noch  leicht  zu  befriedigen  ist,  aber  schon  fttr 
die       Stufe  Schwierigkeiten  darbietet. 

Vergleietii  man  die  für  diese  Stufe  in  der  Sitzung  vom  45. 
December  4884  mitgetbeilten  Relationen  mii  den  hier  gegebe- 
nen allgemeinen  Relationen,  so  springt  sofort  ein.  Unterschied 
ins  Auge.  In  den  Formeln  ftlr  quadratische  Kichtreste  von  II 
sind  nUmlich  dieselben  Functionsseichen  ^^i^]  ver\ven- 

det,  welche  in  den  Formeln  für  quadratische  Beste  von  4 1  auf- 
treten. Diese  Abweichung  findet  in  Folgendem  ihre  Erklärung. 
Für  9=11  existiren  drei  Functionen  i//(n]  und  zwei  Functio- 
nen <ili®se  lassen  sich  jedoch,  wie  selbstverständlich,  auf 
nur  drei  Functionen  ^|/^{n  ■,  V»W  zusammenziehen,  in- 

dem man  festsetzt,  dass  für  einen  quadratischen  Nichtrest  n  von 
«  0,  tp^in)  =  xAn)  «ttd  ^.(n)  -     («)  ««»^  soll. 


üigitized  by  Google 


Dabei  stellt  sidi  dein  heraus,  falls  mao  die  geoannle  Festsetzung 
xweckmassig  trifft,  dass  nunmelir  die  drei  FancUonep  tf;[n)  für 
alle  zu  44  theiierfremde  Zahlen  n  in  gleichm&ssiger  Weise  zah- 
lentheoretisch definirC  werden  kdnnen.  Auch  im  aUgeroeinen 
Falle  dOKten  sich  durch  analoge  Festsetzungen  die  ^^^v  Func- 
tionen [n  .  X  auf  eine  geringere  Zahl  von  Functionen  natur* 
gemtfss  zusammenziehen  lassen. 

Es  drangt  sich  nun  ferner  die  Frage  auf,  in  welcher  Weise 
die  Factmn  i\  k  von  der  Stufensahl  q  abhangen.  Die  beson- 
deren Fülle  9  s  7  und  9  »  4  4  können  hier  selbstverständlich 
keinen  Anhaltspunkt  bieten;  denn  für  jeden  speciellen  Werth 
von  q  erhalten  jene  Factoren  numerische  Werthe,  deren  Ab- 
hängigkeit von  der  Stufenzahl  nicht  mehr  zu  erkennen  ist. 
Uebrigens  gewinnt  die  Frage  erst  dann  eine  prUcise  Bedeutung, 
falls  die  Integrale  y^eu ja)  undJ>|6;  und  also  die  Functionen 
[fi]  und  X  [fi]  in  eindeutiger  Weise  festgelegt  sind*). 
Endlich  will  ich  hier  noch  eine  andere  Fonnulirung  der  im 
vorigen  Paragraphen  gewonnenen  Resultate  erwähnen,  wobei 
ich  mich  jedoch  Kttrze  halber  auf  die  Relation  4)  daselbst  be- 
schrlinke.  Der  Inhalt  dieser  Relation  lasst  sich  folgendermassen 
aussprechen : 

Es  bedeute  r.  einen  quadratischen  Rest  von  q,  für  welchen 
i\  —  ^  qmdraUsäker  Nichtrest  von  q  wird,  und  man  setze 

e{n)  «  (9  H-  \)^H{kn  -  x»)  -  20*  («]  , 

so  stellt  die  Function  . 

die  6un)t}}f  »TSt reckt  über  alle  pnsitn-^>n  quadratischen  Hesle  von 
q,  ein  uhrraH  endliches  Ii^tef^ral  der  g^'"  Stufe  vor,  welches  die 
Eigenschaft 

J\U'^ut]i  =  J{ij]  4-  const. 
besitzt^  unter  U{(a)  eine  die  Congruenz 

s  au  [mod.  q) 
befriedigende  Substitution  verstanden. 


*j  Vgl.  die  AomerkaDg  auf  pag.  ii5. 


üiyitized  by  Google 


240     A.  HüRWlTZ,  KlaSSENZAULRLLAI.  U.  M<iI>LLARCOaR£SFUMD. 


Umgekehrt  ist  die  Relation  4)  eine  unmittelbare  Folge  die- 
ses Satzes.  Es  bietet  sich  somit  die  Möglichkeit,  die  KJassen- 
zahlrelationen  auf  einem  neuen  und,  wie  es  scheint,  sehr  ein- 
fachen Wege  zu  beweisen.  Beispielsweise  ist  sur  Begründung 
der  Relation  I)  nur  der  Nachweis  erforderlich,  dass  die  vor- 
stehend dednirte  Function  Jlto]  für  alle  Werthe  des  Argumentes 
Ol  endlich  ist  und  die  in  der  Gleichung  J{U{<jj))  s  y  (co]  -h  const« 
ausgesprochene  Eigenschaft  besitzt. 

kuiu  gsberg  i.  Pr.,  den  I.Mai  1885. 
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Dr.  W.  TOA  Beehtomr,  üntenuchungen  über  die  Sdtletfen- 
schidU,  Mitgetheilt  von  dem  ord.  MilgUed  Prof.  P.  Fuchsig. 

Die  Untersuchung  fötaler  menschlicher  Gehirne  (mitlelst 
Zerlegung  in  lückenlose  Querschnfttreiben  und  Hümatoxylln- 
tarlmng  nach  Wsimr^s  Methode)  ergiebig  dass  die  Schleifen- 
sohicbi  der  BrUcke  in  eine  Anxabl  suceessiv  sich  entwickelnder, 
d.  h.  In  das  Stadium  der  Markscheidenbildung  eintretender 
Pasersyaleme  sieh  gliedert.  Im  mittleren  Theil  der  Brücke 
unterscheidet  man  zweckmassig  jederseits  drei  grilssere  Abthel- 
longen :  I )  eine  laterale,  %)  eine  mediale  und  3)  eine  swischen 
beiden  gelegene-  centrale ;  die  letztere  tibertriflt  die  ersteren 
betrSchtlieh  an  Querschnitt  und  wird  deshalb  am  besten  als 
Haupttheil  der  Schlelfensehicht  bezeichnet.  Auf  Grund  der 
suecessiTen  Markumhttllung  sowie  der  verschiedenen  Ver- 
knttpfungswelsen  seiner  Elemente  gliedert  sich  der  Haupttheil 
ttberdles  in  etwa  Ittnf  Theilsysteme. 

Von  den  genannten  Abcheilungen  wurde  zuerst  markhaltig 
gefunden  die  laterale^  und  zwar  bei  einem  26  cm  langen  Fötus. 
Sie  enthalt  Fasern,  welche  von  dem  Ganglion  des  unteren  Vier- 
hllgels  gegen  die  obere  Olive  und  das  Corpus  trapezoidenm  Ver- 
laufen, welch  letzteres  gleichfalls  bei  dem  86  cm  langen  Ftftus 
markhaltig  zu  werden  begann.  Der  in  Rede  stehende  Theil  der 
Scbleifenaehicht ,  den  ich  ^laierale^  Schleife  nennen  will,  ist 
offenbar  identisch  mit  der  »unteren«  Schleife  MtTmaT's,  Porbl's 
u.  A.  Doch  umfasst  er  nicht  alle  aus  dem  unteren  Yierhttgel- 
ganglion  gegen  Brücke  und  Oblongata  ziehenden  Fasern,  sondern 
nur  einen  Theil.  Die  von  genanntem  Ganglion  zur  Pormatio  re- 
tieularis  ziehenden  Faserbündel  (soweit  sie  nicht  dem  Corpus 
trapezoidenm  sich  beigesellen)  werden  erst  weit'  spttter  mark- 
baltig  (zur  Zeit  bez.  nach  Erlangung  der  völligen  Reife)  und 
Blellen  somit  ein  besonderes  System  dar.  Die  Untersuchung  von 
Gehirnen  86^30  cm  langer  Ftftus  ntfthigt  zu  der  Annahme,  dass 
das  untere  VIerhttgelganglion  durch  die  laterale  Schleife  (die 
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streif  genommen  g«nz  allein  die  Bezeichnung  Schleife  verdient) 
mit  der  oberen  Olive  und  dem  Corpus  trapezoideum  (und  hier- 
durch mit  dem  achten  Himnerven}  zusammenhängt.  Ein  Ueber- 
gang  der  lateralen  Schleife  in  das  verlängerte  und  Rttckeomark 
hingegen  ist  Glicht  zu  erweisen.  Zwar  trifft  man  spinal  wärt« 
von  der  oberen  Olive  ein  ^hmächtiges,  an  Querschnitt  kaum 
Y4  der  lateralen  Schleife  messendes  FaserbUndel,  weldies  sehr 
frühzeitig  (schon  vor  der  lateralen  Schleife)  Markscheiden  zeigt 
und  in  die  Seitenstränge  des  Rttckenmarkes  sich  fortsetzt;  indess 
ist  es  unwahnsoheinlich ,  dass  dieses  Bündel  und  die  laterale 
Schleife  unmiUdbar  susanunenhängen  bei.  gleichsinnig  leiten. 

Bei  ca.  S8 — 30  cm  langen  Fittus  wurden  einzelne  Faaerzflge 
des  Hauptthmls  der  Schleifenschicht  marfchaltig  gefunden.  Nach 
unten  lassen  sie  sich  bis  in  die  OUven-Zwisäienschioht  lind 
von  da  unter  Kreuzung  zu  den  Kernen  der  (BuauAcn'sehen)  Keil- 
stränge verfolgen.  Ein  Xheil  dieser  ofi'enbar  mit  den  Hinter- 
strängen  (Grundbttndel)  zusammenhängenden  Bttndel  (zu  denen 
sich  übrigens  auch  Fasern  aus  dem  fttnfton  und  neunten  bez.  zehn- 
ten Himnerven  su  gesellen  scheinen)  tritt  noch  im  Bereich  der 
Brücke  in  die  Formatio  reticularis  über  und  zwar  in  die  Gegend 
jener  grauen  Masse,  die  Verf.  früher  als  Nucleus  reticularis 
tegmenti  pontis  bezeichnet  hat.  Die  übrigen,  in  den  Gross- 
hirnschenkel weiter  ziehenden  markhaltigen  Fasern  des  Haupl- 
theils  schlagen  zwei  verschiedene  Richtungen  ein ;  ein  Theil  legt 
sich  der  lateralen  Schleife  an,  gelangt  so  an  die  Aussenseite  der 
Grossbimschenkelhaube  und  tritt  in  ein  bisher  noch  nicht  be- 
schriebenes Ganglion  ein,  welches  seitlich  der  Vierhagelplatte 
entsprechend  der  Grenze  von  vorderem  und  hinterem  Httgel- 
paar  gelegen  ist  und  welches  ich  der  Kürze  halber  Nucleus 
lemnisci  lateralis  nennen  will.  Ein  zweiter  Theil  veriiert  sich  in 
die  Formatio  reticularis  nach  aussen  vom  rothen  Kern  der 
Haube.  —  In  das  Grosshim  lassen  sich  bei  30  cm  langen  Ftttus 
markhaltige  SciüeiiBnfasem  nicht  verfolgen.  Schon  in  der 
Gegend  des  oberen  VIerhttgels  sind  nur  unmittelbar  nach  aussen 
vom  rethen  Kern  einzelne  markhaltige  Schkifenfasem  sichtbar; 
der  in  dieser  Gegend  mehr  dorsal  bez.  lateral  gelegene  Theil 
der  Schleife  (lobere  Schleife«,  Fobbl)  ist  noch  vdlUg  marklos. 

Bei  einem  ca.  33  cm  langen  Fütus  wurden  beträchtlich 
mehr  markhaltige  Fasern  im  Haupttheil  der  Schleifenscbicht  ge- 
funden. Dem  entsprechend  war  auch  die  Olivenzwiscbenscbicbt 
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▼iel  markreicher  und  liessen  sich  noch  deutlicher  markbalti^e 
Zeige  von  da  zu  den  Kernen  der  (ßuRDACH'schen)  KeilstrUnge 
verfolgen.  Der  Uebergang  eines  Theils  der  in  dem  unteren 
Drittel  der  Brücke  im  Hauptlheil  enthaltenen  Pasern  in  die  For- 
malio  reticularis  (Gegend  des  Nucleus  reticularis)  war  wesent- 
lich deutlicher.  Im  oberen  Theil  der  Brücke  zerfüllt  der  Haupt- 
theil  jetzt  in  zwei  wobif^esondertc  Abschnitte,  einen  mehr  nach 
aussen  und  ventral  gelegenen  markhaltigen  und  einen  dorsal 
und  nach  innen  gelegenen  markloseii.  Die  markhalligen  Kie- 
mente des  ersteren  setzen  sich  theils  wie  bei  den  28 — 30  cm 
langen  Fütus  fort  in  den  Nucleus  lemnisci  later.  etc.,  ein  ande* 
rer  Theil  lüsst  sich  nach  oben  bis  m  das  Gresshmt  verfolgen. 
Die  letzteren  Fasern  dringen  zunächst  in  die  äusseren  Abschnitte 
der  Substantia  nigra  Sömmeringii  ein,  steigen  empor  tu  dem 
äusseren  Rand  des  LuY8*schen  Körpers,  durchsetzen  von  da  aus 
quer  die  innere  Kapsel  und  dringen  so  radiär  in  den  Linsenkem 
ein,  in  dessen  erstem  und  zweitem  Glied  sie  sich  vertheilen ^ 
ohne  die  Grenze  dieser  Glieder  zu^Uberschreiten.  In  der  inneren 
Kapsel,  im  Stabkranz  u.  s.  w.  finden  sich  bei  dem  fraglichen 
Ftflus  nirgends  markhaltige  Fasern.  Dagegen  ist  die  Mbynrrt- 
sehe  Gommissur  markhallig,  deren  Fasern  mit  den  aus  der 
Schleife  koininenden  zusammenzuhängen  scheinen  und  anderer- 
seits in  den  Linsenkem  eindringen. 

Bei  einein  ca.  38cm  langen  Fötus  zeigte  der  Uaupttheil  der 
Schleife  einen  weiteren  mächtigen  Znwaebs  an  markhaltigen 
Fasern.  Die  vorher  noch  zahlreiche  marklosc  Bündel  führende 
Olivenzwischenschicht  erseheint  fest  vollstfindii;  markhaltig; 
and  es  lassen  sich  jetzt  auch  markhaltige  Btlndel  aus  derselben 
in  die  Aerne  der  %arten  (Goll^ sehen)  Stränge  verfolgen,  so  dass 
offenbar  der  Zuwachs  an  markhaltigen  Fasern  im  Haupttbeil 
der  Schleifenschicht  auf  Rechnung  von  Fasern  ans  deD  Kernen 
der  GoLL'schen  Stränge  zu  setzen  ist.  im  oberen  Tbeil  der 
BrUcke  ist  jetzt  auch  die  innere  dorsale  Abtheilung  des  Haupt- 
tbeils  markhaltig  (die  »mediale  Schleife«  noch  völlig  marklos). 
In  der  oberen  Vierhttgelgegend  ist  aueh  der  laterail-donale  Ab* 
schnitt  der  Schleife  (tobere  S.c]  marlüialttg  geworden ;  naeh  fein- 
ten legi  sich  ihm  ein  (bereits  bei  33  cm  langen  Fötus  mafkhal- 
tiges)  Bündel  an,  welches  vom  unteren  Yierhügelganglion  gegen 
das  Grosshim  zieht  (nicht  identisch  mit  dem  brachium  conjunot. 
posticum,  welches  erst  gegen  die  Zeit  der  Reife  markhaltig 
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wird).  Der  dorsale' Abschoitt  der  Schleife  in  der  oberen  Vier- 
httgcigegend  (»obere  S.«)  .setzt  sich  in  Verbindung  mit  einzelnen 
Fasern  des  dem  rothen  Kern  benachbarten  Scbleifentheils  fort 
gegen  das  Corpus  geniculatum  extemnm  und  weiter  an  die  Basia 
des  SehhUgels,  Hier  entlieht  er  sich  dem  weiteren  Nachweis. 
Einzelne  Fasern  scheinen  direct  bis  in  die  innere  Kapsel  vorzu- 
dringen und  hier  an  der  Aussenaeite  des  Thalamus  gegen  den 
Stabkrans  emi>orzusteigen.  Bei  4$ — 46  cm  langen  Ftftus  sind  in 
der  That  schon  zahlreiche  markhaltige  Fasern  im  Linsenkem, 
im  hinteren  Abschnitt  der  inneren  Kapsel  und  im  Stabkranz  der 
Sobeitellappen  markhaltig,  welche  man  als  Fortsetzung  der  vor- 
erwähnten  Schleifenbttndel  ansehen  kann;  indess  bleibt  doch 
fraglieh,  ob  sie  nicht  im  Sehhilgel  (und  inneren-  KniehfMsker?) 
zunächst  durch  graue  Massen  unterbcoehen  werden. 

Bei  ca.  40  cm  langen  FMua  legt  sich  dem  Haupttbetl  der 
•Schleifensohicbt  im  unteren  Drittel  der  BrOcke  noch  ein  weite- 
res markhaltiges  Bttndel  an»  welchee  in  die  Greniregion  von 
Olivenzwiscfaenschicbt  und  Nudeua  centralis  (Formatio  reticula- 
ris) übergeht,  dessen  Bedeutung  vorläufig  noch  nicht  klar  gelegt 
werden  konnte  (Fasern  aus  den  »Kernen  der  zarten  Striinge?«). 

Die  mediaU  Schleife  wurde  noch  bei  einmonatliohen  Kin- 
.dem  marklos  gefunden,  wird  also  erst  längere  Zeit  nach  der 
Geburt  markhalttg.  Sie  verlauft  nur  zwischen  Groashim  und 
Brttcke,  geht^also  nicht  in  die  Oblongata  ttber.  Sie  verliert  sieb 
nach  oben  in  der  Gegend  der  Subat.  nigra  bes.  ides  Gorpas 
mammillare,  dc^en  Faserzttge  (Fomix,  Vigq  D^Azva'sches  Bän- 
del) gleichfalls  erst  sehr  spKi  markheltig  werden. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergteiit  sieh  in  anatomischer  Hinsicbi 
U.A.:  Der  Haupttheil  der  Schleife  eathält  überwiegend  Fasern, 
welche  als  indireete  Fortseizungen  von  Faiem  der  HinterstrAnge 
des  Rückenmarkes  anzusehen  sind.  Die  aus  den  BoanAcn'schen 
Keilsträngen  hervorgehenden  Pasern  der  Schleife  enden  in  ge- 
wissen Bezirken  der  Formatio  reticularis  von  (Oblongata,)  Pons 
und  VierbOgelgegend,  im  Nucleus  lemnisci  lateral,  und  Linsen- 
kem; die  von  den  GoLL'schen  Strängen  kommenden  Fasern 
enden  entweder  im  Thalamus  opticus  (bez.  inneren  Kniebttckerf) 
oder  geben  (nur  theilweise?)  ununterbrochen  durch  die  Innere 
Kapsel  in  den  Stabkranz  und  von  da  zur  Binde  der  Sobeitel- 
lappen. 
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Dl-.  Alfred  Fischer,  SU4dien  über  die  i^tebrohren  der  Dicu^ 
lylenOliitter. 

Bei  allen  Angiospermen,  deren  Siebröhren  genauer  untcrr 
sacht  worden  sind,  haben  sich  als  conslante  Begleiter  derselben 
jene  schnialen,  mit  dichtem  Prot^iplasma  erfttllten  Zellen  nach* 
weiseo  lassen,  welche  Wiliiblh*)  zuersi  als  verschiecTen  von 
•  dem  Cüijibiförm  erkannt  und  als  Geleitsellen  bezeichnet  hat. 
Jajiczews«!^*)  und  Russow***),  welche  in  neuerer  Zeit  ein- 
gebende Studien  Uber  den  Bau  und  die  F^ntwicklun;^  der  Sieb- 
rObren  verödentlicht  haben,  stimmen  darin  (ibereiu,  dass  die 
Geleilzellen  l>ei  den  Gymnospermen  ref^clmJIssig  fehlen,  bei  den 
An}?iospornien  dat^cii^en  inuiier  vorhanden  sind.  Ich  habe  bei 
allen  den  am  Schlüsse  dieser  Abhandlung  genannten  Dicotylen 
stets  deutlich  dieOeleitzellen  von  dem  Cambiform  unterscheiden 
können^  nicht  nur  durch  ihr  engeres  Lumen,  sondern  besonders 
durch  ihren  Reichthuni  an  feinkörnigem  Protoplasma  und  durch 
ihren  schdn  ausgebildeten,  verhältnissmässig  grossen  Zellkern. 

Andere  geformte  Inhaltsbestandtbeile  habe  ich  «licht  auf- 
gefunden; Stärkektfmer  und  Krystalle,  von  denen  besonders 
die  ersteren  sehr  häuHg  im  Garofoifonn  vorkommen,  wurden 


Bcilrägo  zur  KcoDtniiiS  des  Öiebruhrenapi>aniU^s  dicutylei  Ptlanzon. 
Ui|nig  IS80.  pag.  4. 

**)  Etudes  Gompar^es  sur  le»  luhes  crihreux,  Memoires  de  la  soci^Ui 
des  sciencos  naturrllcs  de  Cherbourg  XX III.  iHHi;  ein  »ehr  ausführ- 
licher Auszug  diei»er  Arbeit  fiodel  sieb  in  den  Annnles  des  !>ciea€e6  oa- 
lurciles,  6.  Serie,  XIV.   Ich  werde  nur  dieae  letzteren  citireo. 

Sur  la  stnictore  et  le  d^veloppemeiit  des  tiibei  cribreiu,  Aanalea  • 
des  Sciences  naUirdles,  6.  Sariep  XIV.  WOcUicbe  Uebersetning  einer  ia 
den  S^lzun^she^ichten  der  Dorputcr  Naturforaeher>Gesellscbafl  tS82  or- 
^chionciieii  Abbaodlung.  Meine  Citate  beziehen  sich  auf  die  franiitölftcbe 
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niemals  unter  normalen  VerbaUnissen  in  den  Geleitsellen  beob- 
achtet*). Dieselben  enthalten  aber,  wie  Bussow**)  für  Sorfous 
angtebt  und  ich  bei  den  Cucurbitaceen  nicht  selten  gesehen 
habe,  kleinere  oder  grössere  Mengen  jenes  glanzenden,  eiweiss- 
artigen  Schleimes,  welcher  die  bekannten  Schlauchktfpfe  in  den 
Siebrdhren  bildet.  Seinem  Vorbandensein  ist  nach  Rossow***) 
die  tiefe  Färbung  suzuschreiben,  welche  der  Geleitzellinhalt  mit 
Anilinblau  annimmt.  Der  genannte  Forscher  sucht  sogar  wahr- 
scheinlich zu  machen,  dass  dieser  Schleim  durch  die  offenen 
Tttpfel  der  die  Geleitzelle  und  Siebröfare  trennenden  Wand  un- 
behindert aus  der  einen  in  die  andere  übertreten  kannf).  Da- 
mit sind  wir  zu  einem  neuen  Merkmale  gelangt,  welches  den 
Gambiformzellen  fehlt,  die  Wandung  zwischen  diesen  und  den 
Siebrtfhren  besitzt  keine  Tüpfel.  Russow  hat  bei  einer  grösseren 
Anzahl  von  Pflanzen,  ich  nenne  nur  Acer,  Epilobium,  Evony- 
mus,  Hümulus  und  Sorbus,  die  »tfusserst  seichten  und  zarten 
Geleitzelltttpfelv  beobachtet  ff).  Wiiaxui  beschreibt  dieselben 
bei  Vitis,  Cucurbita  und  Lagenariafff). 

Auch  die  Entwicklungsgeschichte  liefert  wichtige  Unter- 
schiede zwischen  den  Geleit-  und  den  GambifonnseUen.  Wäh- 
rend die  letzteren  theilungsunfilhig  gewordenen,  alten  Cam- 
bium-  oder  Procambtumtellen  entsprechen,  welche  hier  und  da 
durch  Querwltnde  in  kürzere  Glieder  zerfallen,  gelegentlich  auch 
durdi  eine  LHngstheilung  in  gleichwerthtge  Tochtenellen  zer- 
legt worden  sind,  gehen  die  Geleitsellen  und  das  sugehürige 
Siebrührenglied  stets  gemeinschaftlich  aus  einer  camblalen  Zelle* 
hervor. .  Gewübnlich  tbeilt  sich  diese  durch  eine  Längswand  In 
zwei  ungleich  weite,  aber  gleich  lange  Theile,  von  denen  der 
weitere  zum  Siebrührenglied,  der  andere  zur  Geleitsellinitiale 
wird§]<  Je  nachdem  die  Theilungswand  in  radialer  oder  tan- 

*)  Man  vergleiche  auch :  Küssow,  I.  c.  Annale»  des  scionces,  6.  Si^rie 
XIV.  pa;;.  497,  und  meine  OnlersucbangeB  über  dm  8iebr(>hrentysleai 
der  Cucurbitaceen,  pag.  99. 

1  0.  pag.  <97. 

I  IxM-  Perforation  der  Zellwaiul  uiui  den  Zusaininonhanp;  der 
Prutopla&makurper  beoacbbarter  Zellen.  Sitzungsberichte  der  Dorpaler 
Natorforsohar-Oesellscbalt.  f  889.  pag.  579. 

f )  RoMow,  Perfonilion  der  Zellwend.  pag.  870. 

•|-H  I.  c  Perforation,  pap.  5  70. 
•H-i-)  I.e.  pair  7'k   Tiif.  III,  Fig.  «6;  Taf.  IV,  V\ii.  85. 

§1  Conf.  JANc/.fcwsKi,  I.  c.  pag.  4S9  (Aristolochia  öipho),  pag.  496 — <37 
(Tiha  parvifoliaj. 


üigitized  by  Google 


STCmm  ÜBBR  DIB  SlUtÖBtUI  BBI  DiCOTTLillBUTTBB.  247 


gentialer  Richtung  die  canabiale  Zelle  durehsetiti  ist  auch  die 
Anordnung  der  GeieiUellen  und  SiebrOhron  auf  dein  Querschnitt 
eine  verschiedene.  Diese  Einzelheiten ,  welche  für  unseren 
Gegenstand  nur  untergeordnetes  Interesse  haben,  den  regoU 
massigen  Aufbau  der  Sieblheile  aber  wesentlich  bedingen,  wolle 
man  bei  Janczkwski  nachlison*).  Gelegentlich  s<-ht>Ulet  das 
junge  SiebrohrengUed  nochmals  eine  Geicitzellinitialo  ab,  dann 
wurde  spiiter  der  Querschnitt  uns  das  Bild  einer  Siebröhre  mit 
xwei  Geleitseilen  darbieten.  In  grösserer  Anzahl  treten  sie  nur 
ausnahmsweise  auf  und  niemals  scheinen  die  Initialen  seilest 
durch  Längstheilungen  sich  zu  verdoppeln,  immer  geht  die  Ver- 
mehrung der  Geleilzellen  von  dem  jungen  Siebröhrengllede  aus. 
Dasselbe  besitzt  in  der  Regel  nur  eine  ein/ige  Geleitzellinitiale. 

Nach  dem  spüteren  Verhalten  derselben  unterscheiden 
Jaiiczbwski  und  Russow,  deren  Ansicht  ich  mich  anschliesse, 
iwei  Falle.  In  dem  einen,  zu  welchem  Aesculus,  Physalis,  Pru- 
nus, Sorbus,  Teeoma  und  Tilia  su  rechnen  sind,  bleibt  die  Ge- 
leitzclliniOale  unverändert,  man  l^zcichnet  sie  nun  schhn^hthin 
als  Geleitzelle.  Dieselbe  ist  zeitlebens  ebenso  lang,  wie  das  zu- 
gehdrige  Siebröhrengüed.  Oer  zweite  Fall,  zu  welchem  nach 
R088OW  die  Amenlaceen,  nach  Wilhelm's  und  meinen  beobach- 
tungen  die  Cucurbitaceen  gehören,  ist  dadurch  gekennzeichnet, 
dass  die  Initiale  durch  Querwände  in  einige  kurze  Glieder  zer-* 
fillli  und  eine  Geleitzellreihe  bildet,  deren  Lange  der  des  Sieb- 
rtfhrengliodes  entspricfit.  Di(!ses  Verhalten  hat  uns  dazu  veran- 
lasst, die  Bezeichnung  Geleitaellinitiale  einzuführen. 

Nach  WtLHEUi's  Darslellttiig  scbeinen  die  Geltitielieii  bei  Vitis  in 
der  Re§el  auf  andere  Weise  sicli  sn  entwiclLelD,  auch  bei  Lageaaria  scheint 
ein  solches  abwelebendes  VeriMltcn  hier  und  da  vorzukommen.  Wie  hus 
den  Zeichnungen  Wildelm's  auf  Taf.  U  (i  iL'  fn,  19  und  20)  und  Taf.  Vlü 
(t'ig.  402)  zu  ersehen,  sind  die  Geh  il/füm  in\  sccundiircMi  Si«'bÜiei!  von 
Yitis  regcltnüsäig^  Imi  Lagenaria  auäriahiuswcise  kurzer  uls  diu  zugehö- 
rigen Siebrdbrcnglicder  and  acheineo  aus  diesen  durch  ubiglasahnliche 
Wände  herauageachnitlen.  Bei  dea  Cucurbitaceen  dttrfle  wohl  eine  solche 
Entstehung  der  Oeleilzellen  nur  als  seltener  Ausnahmefall  zu  betrachten 
sein,  wie  Wilhelm  für  seine  Fig,  t02  Taf.  VIII  selbst  zugiebt.  lU-ber  die 
Verhältnisi»u  bei  Vitis  stehen  mir  niclit  geuugende  eigene  Untersuchungen 
zu  Gebote,  die  Beschreibungen  Wiliiklm's  sprechen  aljer  mit  Bestimmt- 
heit dafür,  dass  hier  eiue  abweichende  Tbellaogtweise  der  Camhiumiellen 
lur  Abscheldang  kleiner ,  kurzer  GeleitieHen  ftihrt.   Im  primären  Sieb- 


*)  i.  c  pag.  150. 
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theil  scheinen  dieselben  nach  Fig.  13  laL  Ii  bei  Wilhelm  ebeoso  langn 
sein,  wie  die  Siebruhreogliedcr. 

Nachträ{<Iiche  Grü^iicnvi'ranilciungen  und  Vt^rscliichuugeü 
werden  bei  alirn  Pflanzen  IMalz  i^icifon,  so  dasü  man  dun  Fra- 
gen, oh  die  Gcicitzellcn  ebenso  lanj;  oilrr  kürzer  als  die  Sieb- 
r^rhiLMigliediT  .sind,  ob  die  Inilialfii  rinfacli  bleiben  oder  in  kür- 
zere Tocliterzellen  zerfallen,  nielit  .ill/uviel  Bedeuluny  beimessen 
darf.  \N  iclitij^er  mul  durch  alle  Iiisher  unlersuchlen  Pllauzen 
heslaligl  ist  dajuegen  die  Thalsaehe,  dass  die  Gelcilzcllen  slels 
Schwesterzellen  der  zu.u<'liori|4en  Siebröhrenulieder  sind  und 
mit  diesen  inniger  als  mit  den  anderen  benaclibafloii  (lewebe- 
elementen  durch  correspondirendc  Tüpfel  in  Vcriiin^iung  stehen. 

* 

Schon  aus  diesem  Umsiaiide  l^fc  sich  schliessen,  dass  die 
Function  der  Gcleitzeilen  mit  derjenigeD  der  SioIx  obceD  lUsaai- 
menhiingt.  Die  letzteren  betrachtet  inaii  wohl  allgemein  als  du) 
Leitungsbahnen  der  Eiweisssubslanzen  ;  andere  Ansichten  habe 
ich  in  meiner  Cucurbiiacecnarbeil  aufgefuhri^  worauf,  ich  wohl 
hier  verweisen  kann*).  Während  Wilbslh  gar  uichi  über  die 
Function  der  Geleilzellen  sieb  ausgesprochen  hat,  uiikshie  Bus- 
sow^*)  annehmen,  dass  in  ihnen  die  in  den  Siebröhren  eneug* 
(en  KiweissstolTe  zeitweilig  aufgespeichert  werden.  Audi 
Hassslandt***)  verlritt  die  Ansicht,  »dass  die  Geleilzelleu  in 
einer  noch  unbekannten  Weise  die  Siebröhren  in  ihrer  FunctioD 
unlerstttizcn««.  In  meiner  Abhandlung  über  die  Cueurbilaceeii 
habe  ich  mich  dahin  ausgesprochen,  dass  die  Geleitzellen  als  die 
Bildungstätten  der  in  den  Siebröhren  fortgeführten  Kiweisssub- 
slanzen  anzusehen  sind.  Neben  der  Inhaltslieschaffenheil  und 
der  Lagerung  der  fraglichen  Elemente  diente  mir  noch  beson- 
ders ilir('  überraschende  Aehnlicbkeit  mit  den  üebergangszellen 
als  Stütze  für  meine  Annahme.  Mit  diesem  Namen  belegte  icb 
langgestroc-kle,  weitlumige,  mit  feinkörnigem  Protoplasma  und 
grossem  Zellkern  ausgestattete  Zellen,  welche  in  den  feineren 
und  feinsten  Blattnerven  der  Cucurbitaceen  den  unteren  Siel>- 
theil  begleiten  und  in  den  blinden  Enden  schliesslich  gans  allein 


*)  I.  (  .         97.  Siebe  auch  11aiii:.hlakdt,  Püysiulogiscbe  PÜau£eitana- 

**)  1.  c.  Perforation  etc.  pag.  570. 
Phy9iologi«cbo  Anatomie  pag.  Sat. 
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bildeD.  Auch  diese  Zellen  glauble  ich  als  Bilduogslierde  der 
EiweisMubstanien  betrachlen  su  sollen. 

Dieselbe  Vermuihung  sprach  anoh  A.  Kogb*)  in  einer 
Arbeit  aus,  welche  erschien,  als  das  Manuscripl  der  mein igeu 
bereits  Eum  Druck  abgeschickt  war,  so  dass  ich  nur  in  einer 
nachträglichen  Anmerkung  auf  die  KocB*sche  Abhandlung  kun 
hinweisen  konnte.  Der  Genannte  hat  seine  Studien  an  Bryonia, 
Cucumis,  Cucurbita,  ficballium  und  einigen  anderen  Pflanzen 
gemacht  und  bei  allen  den  genannten  Cucurbitaceen  die  von 
mir  als  Uebergangszellen  beseicbneten  Elemente  aufgefunden. 
Er  nennt  sie  peripherische  Zellen  und  beschreibt,  wie  dieselben 
in  den  feinsten  Masehenbttndeln  den  aus  sehr  engliimigen  Ele- 
menten aufgebauten  tirileren  Sieblheil  umsHumen  und  in  den 
freien  Nervenenden  allein  ttbrig  bleiben.  Nach  Koch  treten  In 
die  letzten,  im  Inneren  des  Mesophylls  frei  endigenden  Ner- 
venbOndel  meist  keine  Siebrtfhren  mehr  ein,  so  dass  nur  die  ku 
Maschen  susammenschliessenden  GefHssbttndel  Siebrtfhren  nebst 
Geleitxellen  enthalten.  Die  letsteren  konnte  Koch  nicht  mehr 
mit  Bestimmtheit  in  dem  unteren  Siebtbeile  der.  feinsten 
Masehenbttndel  unterscheiden;  auch  die  dort  verlaufenden  Sieb- 
rtffaren  scheint  er  nicht  sicher  gesehen  zu  haben"**).  Diesen 
Angaben  gegenüber  muss  ich  meine  von  Neuem  wiederholten 
Beobachtungen  hervorheben ,  nach  welchen  auch  in  die  freien 
Nervenenden  sehr  englumige  Siebrohren  eintreten,  um  kurz  vor 
den  TracheYden  zwischen  den  Übrig  bleibenden  Uebergangszellen 
blind  zu  enden. 

Diese  beschreibt  Koch  in  voller  Uebereinstimmung  mit 
meinen  Befunden  als  weile,  in  der  Richtung  des  Bttndelverlau- 
fes  gestreckte  Zellen  mit  feinkörnigem,  schaumigem  Inhalte,  der 
sowohl  seinem  Äusseren  Ansehen  nach,  als  auch  nach  den  Fär- 
bungen, die  er  auf  Zusatz  von  Jod  oder  von  Zucker  und  Schwe- 
felsäure annimmt,  »dem  oft  beschriebenen  schleimigen  Inhalte 
derStengelaiobrtfbren  ähnlich  zusammengesetzt  zu  sein  scheint«. 
Femer  hebt  Kogh  hervor,  daas  sehr  häufig,  wir  möchten  ver- 
bessern immer,  ein  grosser  Zellkern  in  den  Uebergangszellen 
vorhanden  ist.  Weiterhin  berichtet  Koch,  dass  dieselben  »im 
«Sommer  mit  dichtem  Inhalt  erfüllt  sind,  in  sebwächUehen  FrUh- 

Uebcr  don  Verlauf  und  die  Kaüigun^eii  der  Sicbrulircn  ia  den 
Hliitlorri.   Bolauischc  Zeitung.  1884. 
•*}  Conr.  Bot.  Zeil.  I8S4.  pag.  410. 
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jahrsbltttlern  dagegen  und  in  vordunkelten  BUtlem  nur  wässe- 
rigen, subslanzarmen  Saft  umsoliliessen.  Aus  allen  diesen  Thal- 
sachen sieht  endlich  Kocn  den  Sohluss,  dass  auch  wahrsobein- 
lieh  in  den  Uebergangszcllcn,  ebenso  wie  in  den  Siebrtthren, 
EiweiflssubstansoD  erzeugt  werden.  Auf  einen  Vergleich  mit 
den  Geleitsellen  gebt  Kogb  nicht  ein.  Seine  Beobachtungen  über 
die  oberen  Siebtheile  der  feinere  und  feinsten  Nervenbündel 
werden  besser  Im  Zusammenhang  mit  unseren  neuen  Unter- 
suchungen besprochen. 

Eine  Frage  von  hoher  Bedeutung  hat  weder  Kogh*s,  noch 
meine  Arbeil  gelöst,  wir  haben  beide  den  Geleitsellen  lu  wenig 
Aufmerksamkeit  geschenkt.  Koch  erwilhnt  wohl  ausdrOcklich'^), 
dass  alle  Siebrtthren  der  Biälter  noch  Geleitselien  besitzen  und  mit 
diesen  durch  xahlreiche  Poren  verbunden  sind,  seine  publicirten 
Beobachtungen  dttrften  aber  kaum  die  Aufstellong  einer  solchen 
Regel  rechtfertigen.  Im  unteren  Siebtheile  der  feinsten  Maschen- 
bündel  konnte  ja  Kocn  die  Geleitsellen  nicht  mehr  sicher  er^ 
kennen**).  Ich  habe  das  Verhalten  derselben  in  den  feineren 
und  feinsten  Nerven  ganz  vemaehlttssigt.  Diese  Lttcke  «ussur 
füllen,  ist  die  Aufgabe  der  vorliegenden  Abhandlung.  Sie  hat 
die  Frage  zu  beantworten ,  ob  die  Geleitsellen  In  demselben 
Masse  sich  verkleinern,  wie  die  Siebrdhren  der  suooesstven 
Nervenzweige,  ob  das  Grössen verhliliniss  iwischen  beiden  das- 
selbe bleibt,  wie  im  Stamm  und  Blattstiel.  Sollte  es  gelingen 
nachzuweisen,  dass  die  Geleltzellen  in  den  feineren  Nerven  zu 
Uebergangszellen  sich  erweitem,  dann  würden  sich  auch  neue 
Wabrscheinlichkeitsgrttnde  ftlr  unsere  Ansicht  Ober  die  Bil- 
dungsstätten der  Elweisssubstansen  ergeben. 

Meine  Untersuchungen  habe  ich  an  68  verschiedenen  Dico- 
tylen  aus  47  Familien  ausgeführt;  milchende  Pflanzen,  deren 
Siebrohrensystem  ich  in  einer  neuen  Arl>eil  su  befaandelii  ge» 
denke,  wurden  nicht  berflcksichtigt.  Bei  allen  den  am  Schlüsse 
genannten  Formen  habe  ich  lunüchsl  die  Zusammensoltung  des 
Siebtheiles  im  Blattstiel,  wenn  das  Material  es  gestattete,  auch 
desjenigen  im  Stamm,  fernerhin  den  Bttndelbeu  des  Haupt-  und 
der  stärkeren  Seitennerven  auf  Quer-  und  Längsschnitten  stu-  ' 
dirt.  Hierauf  folgte  dann  die  Untersudmng  der  feineren  und* 
feinsten  Nerven,  welche  zunächst  auf  Querschnitten  durch  die 

*]  No.  4  (ior  Zusiimoienfa^ung. 
»♦)  I.  c.  pag.  «10. 
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Lamioa  iralnichlet  wurden.  Auf  diese  Weise  flberxetigte  ich 
mich  davon,  ob  Uebei^angszeUen  vorhanden  waren,  ob  die  Ner- 
venbündel bis  in  die  letzten  Verzweigungen  biooUateralen  Bau 
besessen,  ob  zuletzt  nur  noch  tracheale  £ieniente  ttbrig  und  die 
Siebtheile  vollkommen  gesehwunden  waren.  Zur  sicheren  Be- 
antwortung dieser  Frage  sind  aber  unbedingt  Schnitte  parallel 
der  Blattfläche,  FUlchenschnitte,  heranzuziehen.  Erst  an  diesen 
kann  neben  dem  Verlauf  der  feineren  Nerven  das  Vorhandensein 
und  die  Beschaffenheit  der  blinden  Enden  festgestellt  werden. 
Nur  ein  fleissiger  Vergleich  der  durch  Quer-  und  Flachenschnitte 
gewonnenen  Bilder  kann  zu  einer  richtigen  Vorstellung  von  dem 
Schicksal  der  SiebrOhren  und  ihrer  Geleitaellen  fuhren. 


L  Dttt»  aUgemeine  Vfrhait^n  der  Kleb-  und  Gofil|8thelle  in  dea 

f^len  Nenreneata» 

Keineswegs  darf  man,  wie  allgemein  üblich,  annehnien, 
dass  alle  blindton  Nervenenden  eines  Hialtes  i^Ieicharlig  gebaut 
sind,  dass  aus  einer  einzigen  Beol>  u-h tun ein  Schluss  auf  alle 
anderen  Falle  zulässig  ist.  Die  versi  hiodene  Zusammensetzung 
der  freien  Nervenenden  wird  durch  das  Verhaileo  der  Sieblheile 
bestimmi,  die  Gefdsstheile  sind  immer  bis  zum  Absebluss  des 
Bündels  vorhanden. 

Bei  den -meisten  der  von  mir  untersuchten  Dicotylen,  gleich- 
viel ob  dieselben  col laterale  oder  bicollaterale  Gel^ssbttndel  be- 
sitzen, kommen  regelmässig  zwei  Arten  freier  Nervenendigungen 
vor.  Einmal  kurze,  von  allen  parenchymiosen  Nerven  der  ver- 
schiedensten Ordnung  abzweigende  Aestchen^  welche  gewähn- 
Kch  nur  aus  einem  einzigen  Gliede  bestehen  und  zuweilen  nicht 
einmal  die  Länge  einer  TracheYde  erreichen.  Diese  Nebenenden, 
wie  ich  sie  nennen  rotfchte,  worden  wie  alle  parenchymiosen 
Nerven  von  einer  Parenchymscheide  umgeben  und  enthalten 
gewöhnlich  keinen  Siebtheil  mehr,  bestehen  also  nur  aus  Tra- 
cheiden  (Taf.  II.  Fig.  8).  Der  Querschnitt  durch  solche  BOndel- 
chen  würde  demnach  das  in  der  Fig.  9  Taf.  II  dargestellte  Bild 
gewähren.  Sehr  deutlich  treten  diese  Nebenenden  in  der  von 
Sacbs*)  gegel^nen  Abbildung  der  Nervatur  bei  Anihyllis  vul- 


♦)  Vorlesungen,  pag.  5». 
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neraria  hervor.  Die  andere  Art  der  bliaden  NerveDenden  wird 
ebenfalls  durch  die  citlrle  Fi^ur  veransehaulicht.  Man  sieht, 
dass  von  den  die  engsten  Haseben '  umschliessendon  Nerven 
längere  Aeste  abzweigm,  welche  bis  in  die  Mitte  des  vom  Meso- 
phyll erliBlIten  Raumes  vordringen  und  hier  blind  endigen. 
Schon  aus  dem  Gesagten  folgt,  dass  die  Hauptenden  gewöhnlich 
aus  mehreren  hinter  einander  liegenden  Gliedern  bestebeni  mit 
deren  f^ünge  die  der  einzelnen  GefüssbUndelelemenle  überein- 
stimmt. Den  Nebenenden  gogenfiber  zeichnen  sich  diese  Uaupt^ 
enden  schon  bei  schwacher  Vergrüsserung  dadurch  ans,  dass 
sie  nicht,  wie  die  erstcren,  unverzweigt  bleiben,  sondern  sich 
meistens  in  einen  Büschel  kurzer  divergirenderAestchen,  welche 
dann  blind  endigen,  auflttsen.  Die  Frage,  ub  die  hauptenden 
noch  einen  Siebthoil  enthalten  oder  nicht,  müssen  wir  fttr  die 
Pflanzen  mit  collateralon  und  diejcuigen  mit  bicolUiteralen  Ge- 
fässbttndeln  gesondert  bebandeln. 

Bei  zahlreichen  colialeralen  Dieolylen  führen  die  Ifaupi- 
enden an  ihrer  Basis  noch  einen  Siehlheil,  welcher  nach  auf- 
warls  nach  und  nach  aufhört,  so  tlass  das  letzte  oder  einige  «ler 
letzten  Glieder  nur  noch  aus  Irachealen  Elementen  beslel»»  ?». 
In  die  kurzen  blinden  Aeste,  welche  gewöhnlich  in  der  Milir 
der  Masciu!  von  dein  llauptende  ausstrahlen,  treten  Sieblheile 
meist  nicht  ein.  Als  Beispiele  fUr  dies  Verhalten  führen  wir  an: 
Evouymus,  Fraxinus,  Bihcs,  Bumex  und  viele  andere.  Ihnen 
steht  eine  Minderzahl  anderer  collateraler  Dieolylen  i;oiienül)er, 
deren  Hau|)tenden  auch  in  ihren  letzten  Verzweigungen  bis  mit 
zum  letzten  (ilietle  einen  Siehlheil  enthalten.  Hierher  gehören; 
Cprinllu».  I.Ncopsis,  Dahlia,  Sa\ifr.ii;a.  Ich  lege  auf  die  L'uler- 
sclicidimg  (ii('?5er  beiden  (H'uppen  kein  grosses  Gewiclil,  einmal, 
weil  Ausnahriten  seht  ti.iufig  vorkonnnen  und  die  Siei)theile  bald 
früher,  bald  erst  mit  den  Tracheiileu,  aber  niein.ils  spater  als 
diese  aullioi-en.  /wcilens  besonders  deshalb,  weil  in  beiden  Fäl- 
Icu  jedeufalis  bliud  eudigoude  Sieblheile  vorhanden  sind. 

Wenn  wir  berttcksichtigen,  dass  bei  allen  untersocbten  bi- 
oollateralen  Dicotylen  Siebtheile  in  den  Hauptenden  nachge- 
wiesen werden  konnten,  so  ergiebt  sich,  dass  unter  68  ver- 
schiedenen Dicotylen  nur  fünf  sich  fanden,  bei  denen  aller 
Wahrscheinlichkeit  nach  keine  freien  Siebtheilenden  mitten  im 
Mesophyll  vorhanden  sind.  Diese  Ausnahme  wnirde  bei  Aristo* 
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loebia,  Fagus,  Juglans,  Quereus*)  und  Buxus  fesigestelll.  Auf 
letalere  Pflanie  werde  ich  bei  der  Besprechung  von  AmscvoiiG^s 
Blattanalomie  surttokkomroen ;  die  anderen  vier  xeiebnen  sieli 
durch  eine  sehr  engiiMischige  Nervatar  ans,  welelie  nur  in 
Nebenencken  analjluft.  Die  feinen  BOndel,  welche  bei  anderen 
IKeoiylen  die  Hanptenden  bilden,  acfalieeaen  hier  noch  lu 
Maschen  snaammen. 

Die  Pflanien  mit  bicollateralen  Geftebttndeln  serfallen  in 
xwei  Gruppen,  welche  beide  darin  Oberehialininien,  dasa  die 
unteren  Stebtheile  in  den  Hauplenden  blind  auaUiufen,  welche 
sich  aber  durch  das  Verhalten  der  oberen  Siebthelle  gegenüber- 
stehen. In  dem  einen  Falle,  su  welchem  nor  die  Cucurbitaceen 
gehören^  sind  nicht  nur  die  feinsten  Maschenbttndel  noch  bicol* 
lateral  gebaut  (Taf.  I  Fig.  7  und  9),  sondern  auch  die  Hanpt- 
enden. lieber  ihre  oberen  Siebthelle  werden  wir  im  nOehaten 
Abschnitte  zu  sprechen  haben.  Alle  anderen  bicollateralen  Di- 
ootylen,  welche  ich  untersucht  habe,  folgen  der  von  Kocn  für 
Gentiana  lutea  und  Asciepias  ComutI  aufgesleliten  Regel**), 
nach  welcher  nur  die  von  farblosem  Nervenparenchym  umgebe- 
nen Geftsabtlndel  bicollateralen  Bau  besitien,  alle  anderen  da- 
gegen, welche  als  zartere  Nerven  das  Mesophyll  durchsiehen, 
dem  collateralen  Typus  angehören.  Demsufolge  haben  alle 
Rauptenden  nur  einen  (unteren)  Siebtheil,  welcher  sich  so 
wie  bei  den  collateralen.  Dicotylen  verhalt.  Im  Einseinen 
erleidet  die  Koca'sche  Regel,  wie  su  erwarten,  mancherlei  Aus- 
nahmen :  bald  ist  nur  der  Uauptnerv  bicollateral,  alle  anderen 
NervenbUndel  dagegen  sind  collateraV  gebaut  (Gestrum,  Lope- 
zia),  bald  erbllll  sich  der  obere  Siebtheil  bis  in  die  Seitennerven 
vierter  Ordnung,  welche  nicht  mehr  von  farblosem  Parencbym, 
sondern  von  grünem  Gewebe  umgeben  werden  (Lythrum,  No- 
iana,  Oenothera,  Physalis,  Taf.  1,  Fig.  19).  Bei  anderen  Sola- 
neen  dagegen  (Nioottana)  wird  die  KocH*sche  Regel  ungefähr 
eingehalten.  Ausnahmslos  gilt  aber  fttr  alle  bicollateralen  Dico- 
tylen der  zweiten  Gruppe,  dass  die  feinsten  Maschen  und  alle 
Hauptenden  coUateral  gebaute  GefUssbttndel  enthalten  (Taf.  1 
Fig.  20  und  84). 


*    Fxr  Quercii«s  vcrt^loiche  auch  A.  I  hank:  Ilm  Hi  iliii^  zur  Kennlniss 
der  (ii  iiissliüDdel ;  Botanische  Zeitung  4«6*.  pa^;.  ay'J— 40ü. 
I.  c.  Bol.  Zeitung  1SS4.  fwg.  4tt. 
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Schon  vor  einigen  Jahren  liat  UABBttiimiT*)  einen  solchen 
Wechsel  im  Bau  der  Nervenbündel  bei  den  Famen  gesdiildeft, 
bei  welchen  die  concentrischen  Gefössbttndel  alhnählich  in  der 
Irmina  in  collaterale  mit  bekannter  Orientirung  des  Sieb-  und 
GefiissUieiles  ttbergehen.  In  demselben  Sinne  verHadeni  sich 
auch  bei  Hippuris  die  von  dem  concentrisch  gebauten  Itillel* 
nerven  abzweigenden  Bttndel.  Auch  bei  dieser  Pflanse  bestehen 
die  zahlreichen  blinden  Nervenenden  (Hauptenden)  aus  einem 
GefiKsstheil  und  einem  unter  ihm  liegenden  Siebtheil,  welcher 
gewöhnlich  erst  mit  den  ersteren  aufhUrt.  Nelienenden  scheinen 
zu  fehlen. 

Obgleich  bei  den  meisten  Dicotylen  der  Gegensats  zwischen 
den  beiden  Formen  der  Nervenenden  scharf  hervortritt,  so  gtebt 
es  doch  auch  viele  andere,  bei  denen  die  Unterschiede  durch 
UebergHnge  verwischt  sind.  Bs  kommt  hier  und  da  vor,  dass 
in  ein  kurzes  Nebenende  ein  mehr  oder  weniger  vollsUlndiger 
Siebtheil  eintritt,  dass  ein  solcher  bald  frtther,  bald  spater  als 
die  oben  aufgestellten  Regeln  es  erwarten  lassen,  in  den  Haupte 
enden  aufhört.  Diese  bleiben  nicht  selten,  anstatt  sieh  in  einen 
Bttschel  kurzer  EndMste  aufzulösen,  einfach.  Wie  auch  immer 
im  Einzelnen  die  Verhültnisse  sich  gestalten  mögen,  Hauptenden 
und  Nebenenden  sind  immer  vorhanden  .und  beseicbnen  mit 
ihren  oben  geschilderten  Stmcturen  die  Grenzen,  swischen 
welchen  die  Abweichungen  sich  bewegen  können. 

IL  Ueker  die  BfehrOhien  uid  Cleleltzellen  in  den  Blattnerren  von 

.  Cnenriiita  nnd  SebaUiiua. 

Nachdem  wir  gesehen  haben,  dass  in  die  grosseren  Minden 
Nervenenden,  in  die  Hauptenden,  regelmässig  Siebtheile  ehk- 
treten,  um  hier  eher  oder  spKter  su  erloschen,  haben  wir  jetst  eine 
genauere  anatomische  Analyse  derselben  vorzunehmen.  Unser 
Hauptaugenmerk  richtet  sich  auf  das  VeHialten  der  SiebrOhren 
und  ihrer  Geleitzellen.  Es  konnte  ja  sehr  wohl  mOglich  sein,  dass 
der  aus  englumigen  Elementen  aufgebaute  Siebtheil  der  Haupt- 
enden  keine  SiebrOhren  mehr  enthielte  und  nur  noch  aus  lang- 
gestreckten Zellen  bestünde.  Andererseits  konnte  aber  auch  der 


*)  HA»Kii.AiiBr,  Ueber  collaterale  Gefitssbilodel  Im  Laube  der  Farne. 
'  Sitxungitber.  d.  Wiener  Acad.  84.  Bd.  IS8I. 
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Fall  vorliegen,  dass  die  SiebrOhren  der  feinsten  Nerven  so  selir 
verUeuiert  und  von  dem  Ausseiien  der  im  Stengel  verlaufenden 
10  sehr  abgewichen  wären,  dass  eine  Identifieirung  beider  un^ 
bereobllgl  erseheinen  mllsste.  Auoh  die  Geleitiellen  iLönnten 
sieh  derart  veiSnderi  haben,  dass  sie  von  eambiformartigen  Be- 
standtheiien  nicht  mehr  tu  unterscheiden  würen. 

Alle  diese  Schwierigkeiten  werden  wir  am  Sidiersten  Uber* 
winden,  wenn  wir  die  Veränderungen ,  welche  die  Siebtheile 
der  Gefilssbttndel  auf  ihrom  Wege  durch  alle  die  sucoessiven 
Nervenzweige  bis  zu  den  Hauptenden  erleiden,  Schritt  fUr 
Schritt  verfolgen.  Bs  dürfte  sieh  empfehlen,  eine  einzelne,  be- 
sonders ganstige  Pflanze  als  Beispiel  zu  beschreiben  und  dann 
eine  allgemeine  Uebersicht  über  die  anderen  untersuchten  Blat- 
ter folgen  zu  lassen.  Ich  wühle  Cucurbita,  nicht  etwa  weil  hier 
alleni.die  Verhtfltnisse  klar  zu  überschauen  sind,  sondern  um 
gleichzeitig  einen  Nachtrag  zu  meinen  Untersuchungen  über  das 
Siebrilbrensystem  der  Gucurbitaoeen  geben  zu  können. 

Die  folgende  Tabelle  und  die  Figuren  i — 8  Taf.  1,  welche 
die  den  Messungen  zu  Grunde  liegenden  Querschnitte  wieder- 
geben, veranschaulichen  das  Verhalten  der  SiebrOhren  und 
ihrer  Geleitzellen  in  den  unterm  Siebtheilen ;  die  oberen,  welche 
mancherlei  Besonderheiten  seigen,  sollen  am  Schlüsse  dieses 
Abschnittes  besprochen  werden.  Zu  der  Tabelle  habe  ich  noch 
folgende  Bemerkungen  zu  machen.  Neben  der  Verzweigungs- 
Ordnung,  welche  keineswegs  immer  iOr  die  Stttrke  der  Nerven 
beieichnend  ist,  habe  Ich  noch  den  Durohmesser  derselben 
senkrecht  zur  Blattfläehe  angegeben.  Derselbe  wurde  bei  den 
stärkeren,  als  mehr  oder  minder  kiültige  Bippen  vorspringen» 
den  Nerven  von  Epidermis  su  Epidermis  gemessen;  der  Umfang 
der  fisineren  und  feinsten  Geitebündel,  welebe  von  der  Palli- 
aadenschieht  bedeckt  werden,  ergiebt  sich  aiis  den  Figuren  6  bis 
8  Taf.  !•  Die  Zahlen  der  dritten  und  vierten  Lüngsreihe  sind 
Durchsohnittswerthe  aus  sehn,  bei  den  feineren  Nerven  aus  ftlnf 
Messungen,  die  Querschnitte  der  SiebrOhren  und  Geleitzellen 
wurden  als  Bechteeke  betrachtet.  Es  wird  vielleicht  Anstoss 
erregen,  dass  die  Volumenllnderungen  der  fraglichen  Gewebe 
demente  nur  aus  ihren  verschiedenen  QuerschniltsgrBssen  be- 
stimmt und  ihre  Uingenduiehmesser  gar  nicht  berücksichtigt 
wurden.  Die  Berechtigung  zu  einem  solchen  einbcheren  Vor- 
lahren  liegt  darin,  dass  in  den  feineren  und  feinsten  und  in 
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alleD  niittelslarkcn  N>rveii  die  Siebröhrenglieder  und  ihre  Geleil- 
zellen jijleichliin};,  Voluuienverschiedenheiten  also  nur  durch  die 
verschiedene  Weile  beider  bedingt  sind,  dass  in  den  sUirksleii 
Blaitrippen  die  Verhflllnissr  des  Siengels  sich  wiederholen,  in 
welchem  die  aus  kurzen  EleuieDten  aufgebauten  Geleilzell  reihen 
ja  auch  ung( Täiir  die  Länge  der  zagebtfrigen  Siebrtihrengliedor 
orreichen.  Endlich  mag  erwähnt  werden,  dass  alle  in  der 
Tabelle  aufgeführten  Zahlen  und  Zeichnungen  auf  Präparate  aus 
einem  und  demselben  Blatte  sieb  belieben. 
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Laasen  wir  zunächst  die  feineren  Nerven,  welche  farbloses 
Parenchym  nicht  mehr  enthalten  und  nicht  mehr  als  vorsprin- 
gendo  Hippen  sichtbar  sind ,  unberUeksichtigt  und  betrachten 
nur  die  für  die  Nerven  I — IV  gegebenen  Zahlen.  Aus  diesen 
und  den  Figuren  i — 4  Taf.  I  folgt  die  für  die  weitere  Betrach- 
tung ausserordentlich  wichtige  Hegel,  dass  mit  dem  Durchmesser 
der  Nerven  und  der  Starke  ihrer  Gefjisshündel  die  Weite  der 
Siebrtfhren  schneller  als  die  der  Geleitzelle  abnimmt«  So  kommt 
es ,  dass  die  Querschnittsgrüsse  der  ersteren  immer  mehr  sich 
der  der  letsiercn  nähert,  so  dass  schon  in  den  Nerven  >i(*rler 
Ordnung  ungefähr  Uimengleichheit  erreicht  wird.  In  den 
stärksten  Blattrippen  haben  dio  SiobrOhren  eine  8,5  mal,  in  den- 
Nerven  IV  nur  noch  eine  1,4  mal  so  grosse  Querschniltsiläcfae 
wie  die  zugehörigen  Geleitzellen.  Diese  haben  sich  auf  Ys,  jene 
auf  '/jr,  ihrer  ursprünglichen  Weite  verengert. 

Bei  der  Betrachtung  der  Figur  4  Taf.  I  wt^don  sich  viel- 
leicht Zweifel  darüber  erheben ,  ob  die  durch  dunkle  Umrisse 
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nusgezeichneten  leeren  Maschen  {si),  welche  wir  als  Quer- 
schnillo  der  stark  verengten  Siebrttbren  gedeutet  hüben,  wirk- 
lieb  solchen  entsprechen.  Auf  FJingssehoitten  durch  den  Nerv  II! 
lassen  sich  noch  deniliche  Siebplatten  mit  und  ohne  Gallusauf- 
lagertingen nachweisen ,  einseitige  Schleimansammlungen ,  so- 
gen. Sohlauchköpfe,  finden  sich  hier  ebenso  hHuHg,  wie  in  den 
weilen  Siebröhren  des  Siengels.  Bei  Nerv  IV  dagegen  gelingt 
es  auch  mit  starken  Systemen  nicht  mehr,  die  bekannte  Stradur 
der  Siebplatten  an  den  die  einzelnen  Siebröhrengliedcr  trennen- 
den Querwänden  zu  erkennen.  Hieraus  folgt  aber  noch  nicht, 
dass  diese  vollständig  geschlossen  sind,  es  ist  vielmehr  zu  ver- 
mulhen ,  dass  sie  von  ausserordentlich  feinen  Poren  durchsetzt 
werden,  welche  den  von  dttnnen  Protoplasmafilden  ausgefüllten 
Canäh-hon  in  den  Wandungen  anderer  Pflanzensellen  entspre- 
chen. Es  ist  mir  nicht  möglich  gewesen,  an  den  In  Rede  stehen- 
den Querwänden  solche  feine  Poren  nachzuweisen ,  ich  mttcfale 
aber  annehmen,  dass  sie  vorhanden  sind. 

Alle  anderen  Eigenschaften  der  engen,  von  uns  als  Sieb- 
rührenglieder  betrachteten  Zellen  sprechen  f(ir  diese  l>eutung. 
Sie  besitsen  im  ausgewachsenen  Zustande  niemals  einen  Zell- 
kern und  enthalten  ausser  wSssriger  PlQssigkeit  nicht  selten 
grtfssere  oder  kleinere  Mengen  des  bekannten  Siebrtfhren- 
scbleimes,  welcher  bald  einseitige  Ansammlungen  an  den 
scheinbar  geschlossenen  Querwänden  bildet,  bald  die  gante 
Zelle  prall  erfüllt.  Ein  protoplasmatischer  Wandbeleg  ist  ge- 
w<»hnlicb  nicht  mehr  zu  erkennen  und  höchstens  in  Susserster 
Feinheit  vorhanden.  Die  aus  reiner  Gellulose  bestehende  Mem- 
bran zeicliiK^t  sich  durch  den  fUr  die  Wandung  der  echten  Sieb- 
röhren eharakteristischen  Glanz  aus,  ich  versuchte  denselben  in 
den  Figuren  durch  die  dunklere  Fifrbung  der  Maschehumrisse 
ansudeaten.  Das  Mitgetheilte  dürfte  hinreichend  beweisen,  dass 
in  den  unteren  Siebtheilen  der  Nerven  4.  Ordnung  noch  Sieb- 
rtthren,  allerdings  ohne  deutliche  Siebplatten ,  regelmassig  vor- 
kommen. Diese  unvollkommenen  Siehröhren,  wie  ich  sie  nennen 
will,  verhalten  sich  zu  den  voilstündig  ausgebildeten  ebenso  wie 
die  TraeheYden  zu  den  Gewissen.  In  beiden  Pilllen  haben  wir 
analoge  Bildungen  vor  uns. 

Die  Geleitzellen  (ge),  welche  durch  ihren  Frotoplasmareich- 
thum  sich  leicht  von  dem  inhaltsarmen  Cambiform  (ca)  unterschei- 
den, haben  in  den  Nerven  IV  (Fig.  4)  ungetiihr  dieselbe  Weite 

llBth.>phyfi.  ClHM  im.  17 
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wie  die  zugehörigeD ,  unvckUkomiD6ii«n  Stebrtfhren,  mil  deren 
Gliedern  sie  gemeinsohaftlieh  aus  einer  Procambiumselie  des 
jungen  Nervenbündels  hervorgegangen  sind.  Diese  entwick- 
iungsgeschiohilictien  Besiebungen  treten  in  den  ausgewachsenen 
Nerven  IV  nicht  mehr  so  deutUeh  hervor,  wie  in  den  stärkeren 
Blattrippen  und  im  Stengel  und  «war  deshalb,  weil  die  beiden 
schon  anfangs  gleichgrossen  Thelle  der  Procambiumzelle  ^^Hh- 
rend  ihrer  UinbÜdung  zur  Geleitatelle  oder  tum  Siebrdhrengiiede 
ungeftihr  die  gleiche  Erweiterung  erfahren  und  deshalb  in  der 
Regel  ihre  Sehvvester/^llennatur  nur  undeutlich  sum  Ausdruck 
keuimt.  Wenn  sich  dagegen  ausnahmsweise  sehen  in  Nerv  IV 
eine  Geleitselle  so  ansehnlich  erweitert}  dass  wir  sie  als  lieber- 
gangnelle  su  beseiehnen  hUtten  (Fig.  4  links  $e)t  dann  erkennt 
man  mit  Bestimmtheit  die  gemeinsame  Abstammung  der  engen 
Siebi'Obro  und  ihrer  weiten  Geleitxellen  aus  einer  procambialeo 
Zelle.  Das  BUtl,  welches  sidi  uns  darbietet^  ist  das  Gegenstftck 
zu  dem  aus  tiein  Stengel  und  den  starken  Nerven  bekannten. 
Hier  erseheint  die  schmale  Geleitselle  gleichsam  aus  der  weiten 
Siebri^re  herausgeschnitten  (Fig.  4  Taf.  1)»  dort  seheintder  um- 
gekehrte Vorgang  stattgefunden  su  haben  (Fig.  4  links). 

In  den  feineren  Maschenbttndeln  (V — ^Vll),  welche  njeht 
mehr  von  farblosem  Mervenparenchyro,  sondern  von  einer  ehloro- 
phyllaruien  Parenchymscheide  umgel>en  werden  und  im  Meso- 
phyll verlaufen,  nimmt,  wie  aus  unserer  Tabelle  und  den  Figuren 
5 — 7  Taf.  1  ersichtlich ,  die  Weite  der  unTollkommenen  Sieb- 
rühren  {si)  immer  nooh  mehr  oder  weniger  ab.  Die  Geleitsellen 
dagegen  bleiben  zunächst  auf  iliren  im  Nerv  IV  erreichlen 
Dimensionen  iingefHhr  stehen  (Fig.  5)  und  erweitern  sich  in  den 
feinsten  liaschenbundeln  zu  betrUchtltehem  Umfang.  Die  von 
K(u:ii  als  peripherische  Zellen ,  von  mir  als  UehergangszelleB 
beKciclinelen  Elemente  sind  eben  weiter  nichts  als  die  erweiter- 
ten Geleitselien.  Anfangs  werden  nur  einige  von  diesen  in  der 
angegebenen  Weise  veründert  (Fif;;.  5  und  6)^  in  den  feinsten 
Maschenbttndeln  dagegen  haben  sich  alle  Geleilzeilen  zu  Ueber- 
gangszellen  erweitert  (Fif^.  7).  Nehmen  wir  die  Grossen  verhält- 
nisso  im  Nerv  I  als  Einheit  an,  so  berechnet  sich  das  Lumen  der 
Siebrüliron  im  Nerv  VII  auf  0,02,  das  der  GeleiUellen  auf  1,8. 
Der  Querdurchsehnittsinhalt  der  letzteren  hat  sich  nahezu  ver- 
doppelt, der  der  ersleren  um  das  50facbe  verkleinert  (Fig.  I 
und  7). 
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Aua  deD  ftir  die  Nerven  Y — ^VlI  anf^egebeneD  Werthen 
m^tehte  man  vieUeichi  folgern,  dass  In  den  letzten  Maschenbltn- 
ileln  wiederam  eine  geringe  Erwetlerung  des  Siebrdhrenlumens 
eintrilt,  ich  mItchCe  dagegen  die  eine  solche  Regel  andeutenden 
Zahlen  auf  individuelle  Schwankungen  zurackftthren.  Diese 
kommen,  wie  zu  erwarten,  nicht  gerade  selten  vor,  können  aber 
die  allgemeine  Giltigkeii  unserer  Resultate  nicht  erschttttem. 
Für  die  Nerven  IV  und  V  wurden  die  QuerschmtlsOtfchen  der 
Geleilzellen  ohne  Rücksicht  auf  die  schon  hier  vereinzelt  vor- 
kommenden Uebergangszellen  berechnet.  Hätte  ich  diese  be- 
rlicksichtigt,  dann  würde  sich  eine  kleinere,  durchschnittliche 
Verengerung  der  Geleitzellen  ergeben  haben.  Die  so  gewonne- 
aen  Zahlen  würden  aber  dem  regulAren  Verlaufe  des  Vorganges 
nicht  entsprechen»  denn  die  meisten  der  genannten  Zellen  haben 
im  Nerv  V  noch  keine  Erweiterung  erfahren. 

Das  Cambiform  iHsst  sich  bei  Cucurbita  auch  noch  in  den 
feinsten  Nerven  deutlich  von  den  Geleitzellen  unterscheiden. 
Gewühnlich  findet  man  in  den  unteren  Siebtheilen  der  letzten 
Haschenbttndel  nur  noch  eine  einzige  Cambiformzelle  (ca),  wel- 
che unter  der  TracheYde  (/)  liegt  und  mit  zwei  erweiterten  Ge- 
leitzellen die  einzige,  sehr  enge  Siebrühre  (si)  umschliesst 
(Fig.  7  Taf.  I).  Bs  kommt  auch  vor,  dass  das  Cambiform  ganz 
fehlt.  W  ir  werden  über  dasselbe  bei  der  Betrachtung  der  oberen 
Siebtheile  nochmals  zu  sprechen  haben. 

Die  unvollkommenen  Siebrühren ,  welche  in  allen  feineren 
und  feinsten  Maschenbttndeln  sich  vorfinden,  verhalten  sich,  ab- 
gesehen von  ihrem  engeren  Lumen,  genau  so  wie  die  oben  aus- 
führlich geschilderten ,  gleichnamigen  Elemente  in  den  Nerven 
vierter  Ordnung.  Alles,  was  wir  dort  für  die  Deutung  des  in 
Fig.  4  wiedergegebenen  Quersehnittsbildes  anülhrten ,  gilt  aus- 
nahmslos auch  für  die  Maschenbttndel  V — ^Vil.  Ebenso  lüsst  sich 
auch  für  diese  der  Nachweis  erbringen ,  dass  die  Geleitzellen, 
welche  hier  ebenso  lang  wie  die  zugehörigen  Siebrührenglieder 
sind,  mit  diesen  gemeinschaftlich  aus  einer  Procambiumzelle 
sich  entwickelt  haben.  Der  untere  Siebtheil  der  feinsten 
Maschennerven,  welcher  gewühnlich  neben  einer  einzigen  Sieb- 
rGhre  eine  Cambiform-  und  zwei  Geleitzellen  enthalt,  geht  in 
der  Regel  aus  einer  einzigen  Zeltreihe  des  jungen  Blattes  her- 
vor. Die  einzelnen,  langgestreckten  Glieder  derselben  zerfallen 
durch  eine  llorizontalwand  in  zwei  Über  einander  liegende 
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wie  die  z»  Caiidiilormzelle.  der  untere 

Gliedern  ^         ^  >/^^//^^icl>rühren|;liede  mit  seinen  (ic- 

jungen  'a/j  /ege  auf  die  Festsleliutiji  tiieser 

iun{48  ^'^f  'i>''^'f'*^'^f^^^^^  ßeziehunjien  besonderes  Gewieht, 
Ner  '^'',^!>^  S'"'*'!,/<s>t'a(leren  Kenntnissen  (ihei-  <l;«s  Sieh- 

Bl'  ^0*"."%'"  ^".ßLitierf  besonders  auch  der  1  .n  ull  ill<'r.  einen 

9  ^  '^^ti^ '''//,. r/jyloßenie  der  Siebröhren  iiiui  ihrer  (ü»lt*il- 

fyt'ii  »vrniogen.  Die  Ausführuni;  dieser  IkHi  achtun- 
^'ll'ii    ^''l^Mif  ^P^^^^^  Zeit  verschiei)en. 

^eii '''''.'^J't'int't^  Irülieren  Untersuchungen  der  ('lu  iirltilaeeen 
^^'l^.jjor  intch  nicht  zu  den  hier  vorgetraijeneu  kl  u  * n  An- 
jjf»  V(Miial(en  der  Siebroliren  in  der  Hl.ill- 

f^^f  ^ ^,,',/,inf;l,  die  unvollkiiHimeiien  Siebröhren  in  den  feineren 
'f'''^'''^  /jabe  ich,  ebenso  wie  Kocii ,   nit  lil   sorgfältit;  genut; 
W''"^-  J^**'* sagt*),  dass  in  den  \on  peripherischen 
(lJeberii.ini;.s/ellen)  unigel»enen ,  unleren  Siebtheilen  Her 
fc/nften  M.is»  liei»l>iliulol  walu^schciniich  noch  Siebriihren  vor- 
^j;,,i(i('n  sind,  dass  er  dieselben  aber  nicht  mit  Sit'herheil  i*r- 
fceiniea  koniile.    Auch  ihm  sind  alsct  die  engen,  durcli  stark 
i.f.irr/ende  Umrisse  ausgrzrichncten  Onf^rschnitle  der  un\nll- 
i^ofimieiuMi  Siehrohren  erüL;.ini;en.  Ferner  hat  Kocii,  ehensf»  wie 
ich,  <lie  wahre  \alur  der  peripherischen  Zellen  nieiil  erk.uinl: 
dass  sie  erweiterte  Geleitzellen  sind,  dürfte  durch  die  vorlie- 
gende Abhandlung  erwiesen  sein. 

iJic  unteren  Siebtheile  der  Ilaupienden  sollen  n k  h  kucu  s'*) 
Angaben  in  iler  Heitel  keine  Siebröhren  mehr  eiiihalti^n  und  nur 
noch  aus  peri|>herischen  Zellen  bestehen.  leii  habe  bereits  in 
meiner  CiieiirhiLaeeenai  beiL  licrvoraehoben  niul  .iiu  h  durch  eine 
Zeichnung  (1.  c.  Fig.  10  Taf.  V)  darL;eh>i:i ,  das?,  in  den  unteren 
Sieblheilen  der  feineren  Nerscnbündcl ,  wie  ich  dort  in  unge- 
hüriger  Weise  die  Hnuptenden  bezeichnet  habe,  freie  Sicl>- 
röhrenenden  an  soh  luMi  Stellen  vorhanden  sind,  an  welchen  <iie 
Üebergangszellen  allein  übrii:  bleilien***).  Da  die  ielzleri'n  da- 
mals meine  Aurmerksamkeil  in  erster  Linie  aul  >ieh  zouen  .  so 
habe  ich  eine  genauere  Unlersuchung  der  unvollkommen,  blind 
endigenden  Sicbröhien,  welche  ich  richtig  gesehen  und  gedeutet 

*}  Bol.  ZoiluiiR  1844.  psg.  44  a. 

**)  I.  c.  pag. 

*♦*)  Cucurbitaceen,  pag.  67  Anmerb. ;  Krkittrung  der  Kig  4  0  Taf.  V  auf 

pOg.  107. 
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li  ilir.  M  isauint.  Neue  Beobachtunj;»Mi  an  Ciicm'I)ita  und  Ec- 
balliuin  iiaben  lueine  frühere  Darstellung  grtissten  Theiis  t>esUi- 
ligt  und  in  oinisjcn  Punkton  heriehtict. 

Alle  iiauptenden  der  beiden  genannten  Cncurbitar  ocf)  bc- 
silzeu  an  der  Basis  noch  einen  vollslündii:« n  unleren  Siebitu  il, 
welcher  in  der  Regel  aus  einer  einzigen  Siel)röhre,  einigon,  izc- 
uuhrilich  zwei  zu  üeberi-'.inL'szellen  erwoilorfon  Gclcitzellou  und 
ciiUM-  all  deu  (u'fässtheil  atiui  c  nzendon  (;,md)ifornjzelle  besieht. 
Dieselbe  Zusaninu  nselzunii  l)«^ol)achlet  man  meistens  auch  an 
den  unteren  Sicl)llieil<Mi  i\vv  feinsten  MaschenbUndel  (Fig.  7 
Taf.  I),  von  denen  aus  die  iinvollkonmienen  Siebrohron  mit  ihren 
Geieilzellen  olino  DimonsionsUnderuni^on  in  die  ll  iiiph  iKlr m  i'\u- 
treten.  Niehl  orsl  in  (lies(M»,  sondern  sohnn  in  denjenigen  fei- 
neren Nerven,  welche  in  doin  assimilirondon  Gewebe  verlaufen, 
vollziehen  sich  die  YeritDderuDgen  der  Siebrübrcu  und  der  Ge- 
ieilzellen. 

Der  oben  geschilderte  Bau  des  unteren  SieblhoiN  s  i  rhidt 
sich  gewöhnlich  bis  mit  zum  vorletzten  Gliodo  dos  llaupi cniics 
oder,  falls  dasselbe  in  einen  Rdschel  eingiiedri^or  Acste  sicli  auf- 
löst, bis  zu  der  Ansatzstelle  der  h»lzloren.  Die  unvollkommene 
Siclinihre,  welche  bis  zuletzt  dio  beim  Nerv  IV  beschriebenen 
l  il;imis(  liaften  bowahrl ,  endet  blind  /.w  ischen  <len  allein  (ibrig 
bleibenden  Lebergangszellen  (l'ig.-lO  Taf.  1  dieser  AbhandliinL», 
Fii:.  10  Taf.  V  meiner  Cucurbitaceenarbeil).  Diese  biltion  allein 
deu  unleren  Sieblheil  des  letzten  Gliedes  oder  der  kurzen  Aesi- 
chen,  welche  von  dem  Hauplende  ausstrahlen.  Geleiiontiich 
treten  auch  in  diese  Siebrühreu  ein  und  nun  wiederholen  sich 
hier  die  soeben  gesehiiderlen  Verhältnisse.  Auch  dio  Gambi- 
forinzello.  welche  zuweilen  schon  von  Anfang  an  fehlt,  ist  in 
den  letzten  Gliedern  des  I!an|>tendes  verschwunden. 

Die  Nebein  nih  n,  welche  bei  allen  collaloralen  Dicotylen  nur 
noch  aus  Traeheiden  bestehen,  besitzen  bei  Cucurbita  und  Ke- 
Iwlliiini  .  denen  sieh  die  rmderen  Gii(Mir}>ilacoen  jedenfalls  an- 
selilii  s<(«n .  gewöhnlicli  i  in  'ii  iinvoUslamiigen  unteren  Siebtheil. 
In  (Iriisrlben  treten  Sieitr  h  ii  nicht  ein,  er  besteht  auf  dem 
Qucrsclinitl  aus  einer  oinziuen  oder  oniii:on  weniiren  Geber- 
gancszelleu.  Diese  sind  hier  ebenso  wie  in  den  letzten  siel>- 
rohrenfreien  Gliedern  der  naupteudon  als  Ati  doga  der  Geieil- 
zellen aufzufassen.  Man  kann  daher  nui  \  nl  irr  üerechtisung  den 
balz  auiälelleDy  dass  in  allen  blinden  iServeneudeo  der  Gucur- 
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hiUut'tiiblallt'r  zulolzl  mir  noch  stark  erweiterte  Geleilzellen 
(üebergangszoileii,  j)eriplierische  Zeilen)  <len  unteren  Siehfheil 
bilden.  Auch  diese  Thalsaehe  wird  bei  einer  BetriJchluni;  tilu  r 
die  Fhylosienie  des  SicbrolirensN Siemes  zu  berück&ichliyeu  sein. 

Die  oberen  Siebtheile.  Nach  Koch's  und  meinen  eigenen 
Unlersucluini^en  sind  aurli  die  feinslen  Nei  venbüiiilel .  welche 
noch  zu  Maschen  sieii  vi'rcinii;eu,  bicollateral  i^ebauL  ihr  oberer 
Sieblheil  Ix  sli'ht  izewühnlich  aus  einer  Siebröhre  nclist  Geleit- 
zelle und  aus  (i.iiiil'ilurüi.  Auf  das  U'lzlcrc  entfallen  zwei,  zu- 
weilen auch  mii  eine  Masche  des  Querschnittes  (Fig.  6 — 8). 
Bei  Kcballiuiu  erwcilcrn  sieh,  wie  Fig.  9  Taf.  l  zeigt,  die  Cain- 
bihu'iiizellen  nusscrurdenllich,  sie  bilden  einige  wenige  Chloro- 
iiküriH  r.  SU  dass  man,  wie  aucli  Kocii  gethan,  gewohnliehe 
Mesophyllzelleu  vor  sicli  zu  haben  glaubt.  Einzelheiten  über  die 
Anordnung  der  grossen  (lainbiforinzellen  wolle  man  bei  Koch*) 
nachlesen.  Ihre  Entwicklungsgeschichte  habe  ich  nicht  Itleken- 
iüs  verfolgt,  es  genügt  aber  schon  ein  \  «M  gleich  unserer  Figuren 
6 — 9.  um  zu  erkennen,  dass  bei  Lcballiuni  die  weiten  ehloro- 
phylhirincn  Zollen  im  obern  Siebtheile  der  feinsten  Masehen- 
bündel  als  Caml)ilürni  aufzufassen  sind.  IHe  Siebröhren,  welche 
oberhalb  der  Traeheiden  verlaufen ,  haben  sich  in  »len  feinen 
Nerven  nicht  so  bedeut<'nd  verengert,  wie  diejenigen  in  den 
nnleren  Siebt  heilen,  und  sind  ins  in  die  letzten  Maschenbündel 
durch  deutliche  Siebplatten  ausgezeichnet.  Auch  die  Geleit- 
zelleu  haben  sich  luii'  wenig  veninderl.  ihre  Quci-schnitlsgrösse 
ist  nahezu  dei  jeniuen  der  y.iigehörig<'n  Siebröhren  gleich,  typi- 
sche üebergangszelien  sind  nicht  entstanden  (Fig.  7  — Oj. 

Heber  die  oberen  Siebtheile  dci-  blinden  Emlen  spridil  sich 
Ko(  II  nicht  l>esliiiiiiit  ans.  er  sclieuiL  aber  anzunehmen,  dass  in 
diese  keine  Siebrohren  eintiiMen.  Auch  ich  habe  nuMuen  ersten 
Mittheilungen  über  diesen  (legenstand  nicht  die  gewilnscble 
Klarheil  ^cbcn  können,  da  ich  die  feinslen  MaschenbUiuiel  und 
die  blinden  Enden  nicht  mit  der  gehörigen  Sorgfalt  N(»n  ein- 
ander unterschied.  So  erklärt  es  sich,  dass  ich  für  die  olieren 
Siebtheile  der  Nervenendigungen  bald  Siebröhren  mit  Geleit- 
zellen angab,  bald  nur  noch  langgestreckte,  inhaltsarme  Zellen, 
welche  ich  bald  als  Vertreter  der  Siebröhren  ansah,  bald  als 
Heslti  solcher,  welche  während  der  Formung  des  Blattes  nortn«il 

•}  1.  c.  paji.hiQ  und  Fig. 4 — 8,  3  und  7. 
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«lUSgcbiUlel  und  in  KüikIImu  <j;e\Vf*s«'n  warm.  Nciio  Unlcr- 
.siH'hiniüon  halx'n  zu  dorn  Kesullafc  L:*'1iUirt.  dass  'v\  jillcn  ilaupt- 
untl  iNffu'nondoii  von  OucurbiU  uiui  Kcl)ulliuni  [iifinals  Sl(»h- 
rölinMi  irn  r>f"'ri-n  Su  luheile  vorkoninuMi.  I)(M*se[lit'  hörl  stets 
erst  mit  den  !  t  ichfKli n  auf  und  bf  ^irhi  in  der  Hcl:«'!  nur  noch 
HUS  oiner  *  iti/ij(  n,  iielu^^entlich  auch  aus  zwei  Ueilicn  lani?- 
t^eslreckter,  proloplasinaarmer  «nd  kernlosor  Zellen  fFif».  ü 
Taf  r,  welche  etwas  enj^er  als  die  hcnachharten  Traclwidon 
ninl  rheriso  lanti  wie  diese  sind.  Anflere  i'lh'inenle,  welclu'  man 
iiiii  den  (ieleitzellen  idcnlidciren  konnte,  fehlen  i:;inzli<-li. 
Schon  wej^en  dieses  Umstandos  können  iliese  eigenthllmlii  hfMi 
Zellen  nicht  als  Glieder  unvojlkonimoni  i  Si»d»?-o!u'en  .  mit  wel- 
chen sie  ja  sonst  viele  Aehnlichkeit  [iai»cn ,  ucdnutct  wci-don. 
Gleichwohl  milchte  ich  anncluncn,  dass  die  in  Ucde  stellenden 
Elemente  anahti;  den  SicUrohren  funclioiiii (  fi  und  die  Leitung 
der  eiweissarligen  Bausloffe  wahrend  der  Fornmiiii  des  Meso- 
j»li\Iles  bewirken.  .\acl>  vollendeter  Ausbildung  desselben  wird 
ihre  ThJlligkeit  wahrsclicinlich  sehr  al)L:esehwMrht.  da  sie  an  der 
l'Virtieilung  irui  Verarbeitiiniz  der  Assimilalionsproducte  sich 
nur  in  untertzeordneter  Weise  betlieiiigen  werden.  Da  mir  ein- 
gehende verijlcichcnde  ReobachtnnL'en  an  juntren  und  alten 
BlMltern  ans  iKniercr  Zeit  niehl  vorliegen ,  muss  ich  von  einer 
weiteren  Behandlung  dieser  Frage  abseben. 

m.  VergleiclieBde  BeolMelitmMfeD  fiber  die  SIeMlireB  nui  VitUiU 
Bellea  In  den  BUttmires  d«r  Dtwtjrlen« 

Kinice  wentue  der  iienauer  untersuchten Dicotylen  enthalten 
in  allen  blinden  Nervenenden  überhaupt  keine  Siebtheile  mehr. 
Diese  Pllanzen  Ouercus,  biLrlans.  Carpinus,  Aristolochia  und 
Buxus),  denen  sich  vielleicht  noch  andere  Laubbaume  mit  eng- 
maschiger Nervatur  anschliessen ,  besitzen  (h'njnnch  trar  keine 
hlinden  Siebrohrenenden  im  Mesophyll.  Ol)  solche  in  den  Hlatt- 
ziihnen  ,  ülxM-haupt  im  HIattrande  \orkonmien,  wurde  nicht 
untersucht.  .Vuch  scheint  mir  dem  l'ehhMi  freier  Siebrohren- 
enden keine  urosse  Bed»Mihmu  beizumessen  zu  sein,  da  das  viel 
häulii-'''r«»  Voi-kommen  dn  selben  die  fridier  bevnr/iiL'te  Annahme 
einer  ununterbrochenen  (arculationsbahn  für  den  Siebröhren- 
saft als  unrichtiii  erscheinen  lässt.  Bei  den  ftlnf  genannten 
Dicolylcu  cnthalleu  in  der  Kegel  die  feinsten  MascbeubUndei 
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noch  eiDoo  voHstdDdigen  SiebtbeU,  es  kommt  aber  bei  Juglaos 
oicbl  seifen  vor,  dass  auch  diese  schon  ausscbliesslicb  aus  Tra- 
cheYden  bestehen.  Auch  bei  den  uns  vorliegendon  Pflanxen 
nimmt  mit  der  Slttrke  der  Nerven  das  Lumen  der  Siebröhren 
schneller  als  das  ihrer  GeleiUellen  ab,  so  das?  in  den  letzten 
Maschenbttndeln  beide  ungefähr  gleich  weit  sind  ig.  45  Taf.  II). 
Es  kommt  hier  swar  nicht  inr  Bildung  von  Uebergangssellen, 
immerhin  erreichen  aber  auch  die  Geleittellen  der  feinsten 
Nerven  im  Vergleich  mit  den  zugehörigen  SiebrOhren  ihre 
gr4fS8le,  relative  Weite.  Die  letsteren  nehmen  alle  Eigenschaften 
der  im  vorigen  Abschnitte  ausfuhrlich  geschilderten  unvollkom- 
menen SiebrOhren  an.  Gttnstige  Untersuchungsobjecte  bieten 
Übrigens,  wie  ich  hervorheben  will,  die  eben  besprochenen 
Pflanzen  nicht  dar;  ohne  Kenntniss  der  CucurbitaceenblflUer 
würde  man  sich  in  dem  engmaschigen  Querschnitte  der  feineren 
Nervenbündel,  besonders  ihrer  Siebtheile,  kaum  surecht  finden 
können. 

In  den  Blättern  aller  anderen  Dicotylen  kommen  blinde 
SiebrOhrenenden  regelmässig  vor,  sie  liegen  in  den  von  uns  als 
Hauptonden  bezeichneten  Ausläufern  der  Nervatur.  Ausser 
diesen  hat  man  noch  Nebenenden  zu  unterscheiden,  weiche  viel 
kürzer  als  die  ersteren  sind  und  bei  allen  coUatoralen  Dicotylen 
nur  aus  TracheYden  bestehen.  Bei  den  bicollateralen  werden 
dieselben  gewöhnlich  von  einem  Rest  des  unteren  Siebtheiles  in 
Form  einer  oder  zweier  Uebergangszellen  begleitet,  welche, 
stark  erweitert,  gleichzeitig  mit  den  TradieTden  endigen  ;Nico- 
liana  Fig.  10  und  41  Taf.  II,  Physalis  Fig.  24  Taf.  I).  Der  obere 
Siebtheii ,  welcher  bei  Cucurbita  in  (Ulm  blinden  Enden  durch 
Reihen  lunggestreckter  und  protopiasroaarmer,  kernloser  Zellen 
vertreten  war,  fehlt  bei  den  anderen  bicollateralen  Pflanzen 
nicht  nur  in  allen  Haupt-  und  Nebenenden,  sondern  auch  schon 
in  den  feinsten  Maschenbttndeln.  Während  bei  den  Cucurbi- 
taceen, abgesehen  von  Abnormitäten  (Fig.  43  und  44  Taf.  1) 
immer  Reste  der  beiden  Siebtheile  in  den  Nebenenden  vorkom- 
men, führen  dieselben  liei  den  anderen  bicollateralen  Dicotylen 
nicht  selten  nur  noch  TracheYden  (Nicotiana  Fig.  8  und  9  Taf.  11). 
SolchenSchwankungen  im  anatomischen  Bau  der  blinden  Nerven- 
enden wird  man  sehr  oft  begegnen;  Uehergangsbildungen, 
welche  man  ebensowohl  als  Hauptenden  als  auch  als  Ndiienendeo 
bezeichnen  kännte,  werden  dagegen  selten  vorkommen.  Bei 
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eiuigiT  lufiilinmiz  i:elin|^l  es  immer  leicht,  diese  l)ei(loii  Arien 
der  bliiiden  I'>ntlit;uiit»en  von  einander  zu  uiUorsclit  iden.  Den 
im  ersten  Abschnitte  aiigelührlen  Merkmalen  fügen  wir  noch 
das  folgende,  aiissorordentlieb  Charakteristische  hm/ü:  die 
Ncbüücnden  oullialten  nieuiids  Siebröhren,  die  llauplonden  stets. 

Mit  Ansnahiiiü  der  Cucin  bitacoen  stimmen  alle  anderen 
collateralcn  uiiti  bicollateralen  Diiolv leii  in  dem  Verhallen  ihrer 
llauptendeu  tibercin.  Dieselben  sind  stets  collateral  gobaiii  und 
cnthallen  an  ihrer  Basis  noch  einen  vollständiiicn,  unlereu  Sicb- 
ihcil,  welcher  (1<hi  L'U'iclien  anatomischen  Bau,  wie  in  den  feiu- 
sleu  Maschenbüni It  ! [i  hnt.  rü.in  nnlerscJu  idct  Siebröhro»:  Geleit- 
Zellen  und  Cambiforni.  Dieses  findet  su  h  L'ewöhnlich  an  der 
Grenze  des  Gef^ss-  und  Siebtheiles,  schiei»l  sieh  aber  auch  nicht 
selten  zwischen  die  andern  Elemente  des  letzteren  ein.  Die 
Fissuren  20  und  24  Taf.  I,  2,  5,  ia,  10,  22,  26,  30—32  Taf.  II, 
welche  wahrscheinlich  insgesammt  Querselmitle  durch  die  fein- 
sten Maschenbündel  darstellen,  nuMj^n  /nr  Veranschaulichunjj 
der  fdlgeuden  Darstellungen  dienen.  Die  iJau[)lendeu  l[)ielen  an 
ihrer  Basis  ein  gleiches  (Juersehnittsbild  dar,  die  Grössen ver- 
hflltnisse  der  Siebröhren  und  <n  h  lizellen  sind  in  beiden  Fällen 
die  i^leichen.  Diese  llebereinsliinniunf;  kann  man  natürlich  nur 
durch  sorL'faliiiics  Studium  von  Lüntissehnillen  durch  die  Haiipl- 
en<len  cikfriiien ,  da  man  an  QuerschniHen  niemals  sieher  er- 
mitteln kann,  ob  sie  einem  solchen  oder  eiiuün  feinsten  Maschen- 
bUndel  angehören.  Ich  verweise  deshalb  ;iuf  die  in  den  Figuren 
\'6  und  tfi  Taf.  I  7,  <2  und  i9  Taf.  II  abj^ebtidelcn  Längsschnitte 
durch  die  hieltlln  ile  der  T1au[>tenden.  OiJ^^''sehnitte  durch  die- 
selben hal)en  s  It  lleieht  auch  einigen  der  oben  eilirten  Fic;uren 
als  Vorlage  gedient ,  da  ich  aber  diese  Frage  nicht  sicher  ent- 
scheiden konnte,  so  bei  i  achtete  ich  dieselben  durchwegs  ab 
Bilder  (juerdurchschnittener  feinster  iMasehennerven. 

Da  die  Cambiformzellen  oft  dieselbe  Weite  besil7<'n.  wie 
die  Geleitzellen,  so  fidh  es  zuweilen  recht  schwer,  auf  dem 
Nerven(]uers('hnitt  f»eiii*  /n  unlersc  h»  iden.  wenn  in  demselben 
gerade  ilne  Zellkerne  freigelegt  sind.  Hat  man  eine  andere 
Stelle  L't  U  illen,  dann  winl  ein  izenaues  Studium  die  (ieleü/'  llcn 
durch  ihren  Protoplasmareichthum  meist  von  dem  iohallijariiieu 
Cambiform  unters<'lieiden  lehren.  Am  besten  kann  nuui  <lie 
b»  uh  II  /t'IIenarlen  durch  .lodfiirbung  erkennen,  die  Grlt  ii /i  IK  n. 
welche  immer  kleioore  oder  {grössere  Mengen  des  bekaunleu 
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SielirtilHcnsrliilfiines  enlfinIt<Mi .  nclmH«n  cinr  viel  (lunklcrv  iitxi 
inUMisiven»  FMrlninii  an  als  die  (..mil>il(»i  inzellen.  Zu  clor  Kr- 
kenminc  dieser  kann  aucli  dov  l'instanil  l)p{trai;en.  <lass  m«  bei 
iiuinclieii  IMlatuen  kloino  Kiyslalle  aus  k.ilkoxalal  (Pliysciiis, 
Fif^.  2U  l  ai.  1)  oilcM*  (.lilüro(>l)yllkörner  iSaxifrat;a .  Fig.  2  Tjif.  \l\ 
onlluillen.  In  rinii^cd  i'älien  ist  os  mir  nicht  goluniien  ,  dui» 
(!ainl)ilorai  von  titMi  (ieicil/.ellon  zu  unterscheiden,  da  die  lel/- 
lertui  nicht  ininier  so  diclil  mit  Protuplasniu  erftlllt  sind,  wie 
bei  (hicurbila.  Dicsp  Bonierkuni:  bezieht  sich  auf  Cerinthe  und 
l,\i.t>()sis  (Fit;.  15  Taf.  II),  Gentiaiui  und  Menyanthes  (I  ii;.  3< 
Taf.  II),  Nicoliana  {Fig.  24  Taf.  I,  Fig.  7  und  4  0  Taf.  II).  Huniex 
(Fig.  29  und  30  Taf.  \\\  und  Saponaria.  Die  in  Fig.  4  0  Inf.  II 
abgebildeten,  proloplasnuii  eichen  Zellen  aus  dem  unteren  Sir'!>- 
theile  eines  Nelienendes  von  Niroliana  mcichte  i«-h  schon  dos- 
halb ftlr  erwi'iUTle  Gelei(/(^II(Mi  haIl<Mi,  weil  tiieseiht^i  bei  «len 
anderen  untersuchlen  Solaneen  (Fiiysalis,  Solanum,  I  \ritiiii  und 
Nicandra)  deutlieh  zu  erkennen  und  von  dem  (lanihilonn  zu 
untersciHMden  waren.  Aus  dieseui  Grunde  wird  man  aui-h  «lie 
mit  ifc  hezeic  Imelen  Zellen  der  Fig.  7  Tat.  11  als  Goleitzellen  an- 
zuselu  n  halien.  Die  in  Fic.  5i  Taf.  I  abgebildeten  weiten  Zellen 
[cy]  wen!  II  \\i>h\  ebenfalls  zum  Theil  als  Gelcitzellen  tu  l»e- 
tradilen  sein,  wie  Fig.  20  Taf.  1  (Physnlis)  wahrscheinlich  inaeht. 
Für  die  genannten  Asperifoliaceen  und  Genlianeen,  sowie  lür 
Saponaria  und  Uumex.  wird  wohl  eine  nochmalige  Unlersueh- 
uniz,  welche  ich  jetzt  nicht  ausführen  kann  .  eine  sichere  Unler- 
srheidunii  des  Canibifornis  und  dov  Geleitzclien  erni?li:lichen. 
Bei  einii^en  amiern  Pllanxen  mit  sein*  engmaschigem  Bün<lel- 
f|uersehniii  k.mn  man  ebenfalls  die  beiden  Zellenarten  nicht  nni 
BestminillK'ii  II  II  Ijweisen .  z.  H.  bei  Corylus  (Fig.  44  Taf.  II)  und 
Aesculus.  Die  nu>isten  der  am  Schlüsse  der  Arbeit  aufgezahlten 
IMlauzen  enthalten  in  den  feinsten  Maschenl»ündeln  und  den 
Hauplenden  sicher  uiiterselieidhare  (ieleil-  und Cambüoi  nizellen. 
Mit  vollen»  Heeht  winl  man  aus  diesen  Beoli;tchtungen  den  Ana- 
logiesehluss  ziehen  kounc!).  dass  auch  dort,  wo  eine  soiehr 
Unterscheidung  vorläufig  nicht  mötrlich  war,  Gelcitzellen  und 
neben  ihnen  vielleicht  auch  (lambilormzellen  vorhauiitn  smd. 
Die  letzleren  fehlen  recelmllssig  in  den  feinsten  iNervenbUndcln 
mancher  lUlanzen,  z.  B.  Lvunymus,  Fraxinus.  Niemals  haben 
sich  dagegen  sichere  Anhaltspunkte  dafür  ergeben .  dass  <lie 
Güieitzeilen  früher  als  die  Siebrührcn  verschwinden  und  dass 
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diese  allein  mit  dem  Canibiform  die  Siefolheile  der  feiiislen 
Masehenhimdel  und  llauptenden  xuaamnienseiMn.  Als  besoD- 
ders  geeij^nei  xu  einer  Gontrole  meiner  Millheilungen  empfehle 
icli :  Üahlia,  Evonymiis  (Fig.  4  and  5  Taf.  Ii),  Fraxinus  (Fig.  31 
Taf.ll),  Pbysalls  (Fig.  45,  46  und  20  Taf.  1],  Kanuneulus  (Fig. 22 
Taf.  II)  und  Syringa. 

Die  für  Cucurbita  aufgealelUe  Regel ,  daas  mit  dem  Durcb- 
messer  der  Nervenbündel  auch  der  ihrer  Siebrtfhren  und  Go- 
ieitsellen  abnimmt ,  dasa  aber  die  ersteren  viel  schneller  sich 
verengern  als  die  letateren,  gilt  anch  ausnahmslos  fttr  alle  ande- 
ren biool lateralen  und  alle  collateralen  Dicotylen.  Die  ent^eo 
und  durch  dunklere  Umrisse  hervorlrelenden  Maschen  {si)  in 
den  mehrfach  cllirten  Figuren  sind  die  Querschnitte  der  sUirk 
verengten,  wivoUkommenen  Siebrtf hren,  welche,  wie  bei  (Cucur- 
bita, durch  gläniende  Wandungen  und  durch  das  Fehlen  deut- 
licher Siebplatten  ausgexeichnet  sind  (Fig.  14  und  23  T»f.  I, 
Fig.  7,  12  und  29  Taf.  H).  Der  Inhalt  besteht  vorwiegend  aus 
wässriger  Flüssigkeit ,  welcher  verschieden  grosse  Mengen  von 
Schleim  beigemengt  sind.  Derselbe  häuft  sich  nicht  selten  in 
Form  von  Schlauchklfpfen  an  (Pig.  23  Taf.  i)  und  ftlllt  ninnchmal 
die  Glieder  einzelner  SiebrObren  vollstUndig  aus.  Zellkerne 
wurden  niemals,  Protoplasma  wurde  nur  spurenwcise  beob- 
achtet. 

Im  Einklang  mit  der  oben  angeführten  Regel  herrscht  in 
den  feinsten  Maschenbündeln  und  den  llauptenden  nieist  lAinicn- 
gleichheit  zwischen  den  Siebröhren  und  ihren  Gclcitrellcn.  Ja 
bei  vielen  Pflanzen  vergrössern  sich  die  lelzlern  in  den  feinslcn 
Nerven  wieder  und  überschreiten  wie  bei  Cucurbita  ihre  iui 
Stengel  erreichten  Dimensionen.  Wie  vorauszusehen,  kommen 
alle  erdenklichen  Zwischenstufen  vor,  zwischen  solchen  Dico- 
tylen, bei  denen  die  Geleitzeilen  der  zartesten  Blaltnerven  un- 
gefähr die  Weite  der  zugehörigen  Siebrohren  besitzen,  mul  sol- 
chen, bei  denen  dieselben  GrössenverhUitnisse  bestehen,  wie 
hei  Cucurbita.  Auch  individuelle  Schwankungen  sind  in  ein 
und  demselben  Blatte  zu  beobachten,  doch  bewegen  sich  diesel- 
ben innerhalb  enger  Schranken,  so  dass  wenigstens  f(li-  die 
Speeles  eine  nahezu  constante  Grösse  der  Siebröhren  und  ihrer 
Geleitzellen  sich  ergiebt.  Ob  für  ganze  Galtungen  eine  solche 
Regel  gilt,  kann  ich  aus  meinen  Beobachtungen,  welche  iiuiiicr 
nur  eine  Speeles  berücksichtigen)  nicht  ersehen.   Ich  möchte 
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aber  anDehineo,  dass  sich  alle  Angehörigen  ejner  Gallun^  gleich 
verhallen;  kann  ich  doeh  sogar  aus  einigen  ErfahruDgea  darauf 
schliesseOf  dass  in  ganzen  Familien  die  Geleitzellen  der  leUlen 
Nervenzweige  eine  nahezu  oonslante  GrOsse  einhalten.  Neben 
den  Cucurbitaceen!  von  denen  ich  bei  4  6  Gattungen Uebergangs- 
zellcn  beobachtet  habe,  nenne  Ich  die  Oenothereen  und  die  So- 
laneen.  Von  jenen  habe  ich  3,  von  diesen  5  Gattungen  unter- 
sucht, bei  allen  hatten  sieh  die  Geleitsellen  zu  typischen  lieber- 
gungszellen  (Cucurbita)  erweitert.  Dasselbe  Verhalten  wurde 
bei  folgenden  Pflanzen  festgestellt:  Cestrum,  Comus,  Dahlia, 
Evonymus  (Fig.  5  Taf.  11) ,  Fraxinus  (Fig.  34  Taf.U),  Plantago 
(Fig.  \  %  und  43  Taf.  II)  und  Syringa.  Ihnen  stehen  aJs  anderes 
Extrem  jene  Formen  gegenüber,  bei  denen  die  Geleitsellen  un- 
gefähr das  gleiche  Lumen  wie  die  Siebröhren  besitzen.  Hierher 
würde  Vitis  und  unter  Hinweis  auf  die  frühere  Auseinander- 
setzung Gorylus  zu  rechnen  sein.  Die  grosse  Mehrsahl  der 
untersuchten  Dicotylen  steht  zwischen  diesen  beiden  Grenz- 
fatlen ,  so  dass  in  allgemeinster  Fassung  folgender  Satz  ausge- 
sprochen werden  kann :  In  den  feineren  und  feinsten  Nerven- 
bündeln der  Diootylenbltftter  sind  die  Geleitzellen  weiter  als 
ihre  Siebröbren,  in  allen  anderen  Organen  der  Pflanze  findet 
das  Gegenthetl  statt;  vom  Blattstiel  aus  lasst  sich  in  den  ver- 
schiedenen, immer  schwächer  werdenden  Nervenzweigen  die 
Umkehr  des  Verhältnisses  Schritt  für  Schritt  verfolgen.  Zur 
Veranschaulichung  und  Begründung  des  Gesagten  sei  auf  die 
Figuren  4 7— SO  Taf.l  (PhysalisJ,  3—5  Taf.  II  (Evonymus)  und 
4  und  S  Taf.  II  (Saxifraga)  verwiesen. 

Wir  haben  uns  noch  mit  dem  Siebtheil  der  Hauptenden  zu 
beschäftigen  und  zu  zeigen ,  wie  seine  einzelnen  Elemente  auf- 
hören. Bei  einigen  Pflanzen  (Plantago,  Solaneen,  Asperifolia- 
ceen,  Saxifraga)  werden  die  TraoheYden  bis  zuletzt  von  einem 
vollständigen  Siebtbeile  begleitet.  Das  freie  Ende  des  lotsten 
Siebröbrengliedes  grenzt  entweder  unmittelbar  an  das  zur 
Parenchymscheide  zusammenschliessende  Mesophyll  [Fig.  16 
Taf.  i,  Fig.  4  SS  Taf.  11)  oder  wird  von  den  noch  vorhandenen 
Canibilbrm-  und  Geleitzellen  umsdilossen  (Fig.  7  Taf.  11).  Das 
Verhalten  dieser  beiden  ZeUenarten  brauche  ich  wohl  unter 
Hinweis  auf  die  bereits  cltirten  Zeichnungen  und  auf  Fig.  45 
Taf.  I,  sowie  auf  die  Tafelerklärung  nicht  näher  zu  besprechen. 
Bei  anderen  Pflanzen ,  namentlich  bicollateralen ,  hört  die  Sieb- 
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rühre,  wie  bei  Ciicurhita,  bereits  im  vorlelzUn  Gliode  des 
Hnuptendes  auf,  derSieblheil  des  letzten  besteht  dann  nur  noch 
aus  Geleilzellen,  zwisehen  welchen  hie  und  da  sehwtM'  davon 
unlerschcidbares  Cambifonii  vorkomrnl.  Solir  liautij^  erlischt 
der  isanze  Siebtheil  gleichzeitig;  schon  im  vorlel/.ten  oder  drill- 
letzten  Glie<Ic,  so  dass  dann  nur  noch  Trachi  ulen  übrij;  l)leiben. 
In  anderen  Fällen  wiederum  .Schwindel  im  drillletzten  Gliede 
de»  llauptcndcs  nur  die  Siebröhre,  im  nächsten  schwinden  die 
Geleilzellen,  so  dass  auch  hier  das  letzte  nur  noch  tracheale 
Elemente  enthüll.  Das  Cambiform  fehlt,  wie  schon  erwiihnt,  in 
vielen  Hauptenden  von  Anfang  an ,  in  anderen  hürt  es  bald 
früher,  bald  .später  auf.  Die  vorstehende  Schilderung  bezieht 
sich  auf  unverzweigte  llauptenden  und  auf  die  längeren  Aest- 
chen  der  verzweigten.  In  die  kürzeren,  welche  milden  längeren 
zusammen  den  Ab.schluss  des  verzweigten  Hauptendes  bilden, 
treten  gewöhnlich  keine  Siebrohren  mehr  ein,  die  kurzen  Aeste 
verhalten  sich  wie  Nel»enenden ;  sie  bestehen  l>ald  nur  aus 
Tracheiden,  bald  aus  diesen  und  Geleitzellcn  (Fig.  (i  Taf.  II). 

Ebenso  wie  die  letzteren  in  den  feinsten  Nerven  eine  für 
jede  Species  nahezu  constanle  Weite  erreichen,  ebenso  herrscht 
auch  in  Bezug  auf  die  zuletzt  besprochenen  Verhältnisse  eine 
unverkennbare  Regelmässigkcit,  wenngleich  zahlreiche  Al>- 
weichungen  vorkommen.  Deshalb  sehe  ich  auch  von  einer 
weiteren  Aufzählung  einzelner  Bci.spiele  ab.  Gleichviel  wie  und 
wo  die  Siebröhren  der  llauptenden  aufhören,  <ler  hochwichtige 
Salz,  dass  in  den  BlällcM'n  der  meisten  Dicotylen  blind  endigende 
Siebröhren  in  gro.sser  Zahl  regelujässig  vorkommen,  wird  immer 
uiui  injmer  wieder  bestätigt. 

Gegenüber  der  gleich  näher  zu  bcspreclicndcn  Ani:.d)e 
ARRSCiiotr/s*) ,  dass  bei  Hex  aquifolium,  Tili.i  parvifolia  und 
Buxus  sempervirens  isolir  le  Siebriiiiren  von  den  leinen  Nerven- 
bündeln aus  zwischen  die  Zellen  des  Mesophylles  vordringen 
und  hier  Itlind  endigen,  ist  besonders  hervor/iilielxMi ,  dass  bei 
allen  unhM'suchlen  Dicol\len  <lie  Siehriilii  en  niemals  die  J  ra- 
cheTden  verlassen  und  entweder  mit  ihnen  oder  noch  Irdlier  auf- 
hören. Auch  bei  den  eben  genannten,  von  Akkschoig  bespro- 
chenen Pflanzen  habe  ich  niemals  eine  Au.snahnie  von  dieser 


*  Jemforandc  unr1rr<:rikniiit'ai  ofvor hlndt^ts  niintouti.  Mionesskrtfl  ut- 
gifveo  af  koogl.  fyüiograliska  sallskapct  i  Luud. 
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Regel  beobachten  können.  Da  die  Angaben  eines  so  geschätzten 
Botanikers,  wie  Amsgiioug,  vielleicht  in  weiteren  Kreisen  Zweifel 
an  der  Zuverlässigkeit  meiner  Beobachtungen  aufkoinaien  lassen 
werden }  so  sehe  ich  mich  gen()lhigt,  ausltlhrlich  auf  die  Ver- 
hältnisse einzugehen,  welche  Arsschoug  irre  geftthri  haben. 
Ueber  seine  Arbeit  konnte  ich  bereits  früher  Dank  der  Freund- 
lichkeit des  Herrn  Dr.  Jönssoit  In  Lund,  kurz  referiren.  Die 
Widersprüche,  welche  zwischen  meinen  neuen  Untersuchungen 
und  AsEScBOiTfi's  Angaben  hervortraten,  veranlassten  mich,  mich 
mit  der  schwedischen  Sprache  vertraut  zu  machen,  so  dass  ich 
mir  eine  genauere  Kenntniss  des  mehrgenannten  Buches  ver- 
schalTen  konnte.  Ich  lasse  einige  kritische  Bemerkungen  Ober 
dasselbe  mit  kleinerem  Druck  folgen ,  beschränke  mieb  aber 
selbstverständlich  auf  die  Abschnitte  über  die  blinden  Enden 
der  Siebrdbren. 

I .  Ihr  a^if^ium.  Ammiiooo  sagt**) :  «Die  im  Inneren  der  Maschen 

(MKlendon  Nerven  hcstoheii  nicht  alte,  wie  Hanstkin  und  in:  Barv  anftebeii, 
aus  SpiiallrachpHlen,  sniHicni  einige  von  iiincn,  welche  ^ar  keln<»  Trafhe- 
idcn  enlhallen,  werden  hus  dunnwundigeni  langgestreckten  Kiisl/ellen  auf- 
gebaut. Die  aus  Bastsellen  bcsleheoden  Nervenenden  (Taf.  V  t-'ig.  4}  sind 
viel  schwerer  als  die  anderen  zu  finden  und  treten  erst  deulltch  henror, 
tvenn  das  Priipnrnl  durchsichtig  gemacht  und  mit  Chlurzinkjod  KeHirbt 
WOriloii  isl.  Wie  wfil  Siotirühff'ii  oder  juidcre  Elenienle  <les  Weir  hhastes 
diese  Nervenendi'U  Itoj^U'ilfii,  habe  leli  niciil  iiiil  voller (i»*\visslieit  erkennen 
künnen.  Itisweilcn  haben  solche  Kleuienlc  die  Ha^>Uellen  begleitet,  über  in 
einem  anderen  Kalle  schienen  die  letsleren  völlig  isolirt  zu  sein.  Doch  ist 
es  müglich,  dass  auch  in  diesem  Falle  Weiehbaslelemente,  allenlliigB  ver- 
deckt von  den  Basizellen,  zu  finden  gewesen  wären.  Mdgiicherweise  können 
sie  auch  beim  Anferligcn  dos  Priipnrnlos  ;d»gescheiioi  l  worden  sein." 

Die  Nervenenden,  welche  Ahi  schoih.  hier  beschreibt,  habe  ick  nicht 
wiederfinden  können,  sie  kommen  gewiss  nur  ausnahmsweise  vor  und  be- 
rühren unsere  Frage  nur  nebenbei.  Ich  mtkshte  mir  das  sonderbare  Vor- 
kommnis«, vorausgesel/J ,  d.'i<;s  Arrschoik}  die  TracheidcD  durch  den  SeliaiU 
nicht  weggerissen  hat,  tlurc  Ii  die  Annahme  erklären,  dass  das  ^anze,  weich- 
bastfreie  Hündcichen  ein  aus  Iracheiden  bestehendes  erselzl,  dass  anstatt 
der  ieUleren  einmal  Öklercuchymfasern  (Basizellen]  entstanden  sind.  Solche 
tracheidonfreie,  nur  aus  langgeslreeklen,  dünnwandigen  Zclleb  bestehende 
ßUndelenden  kttnnen  aber  noch  in  anderer  Weise  tu  Stande  konuneo,  wie 
ich  bei  Gcntinna  genauer  verfolgt  habe.  Bei  dieser  l'flanze  bestehea  die 
Parenchym.schoidcn  der  Nerven  aus  langgestt  t  (  klen  ,  chlorophv  Härmen 
Zellen,  wie  Fig.  18  Taf.  II  zeigt.  Dieselbe  veran>cli;ujlicht  auch  .das  cigen- 
thüiulichc  Verhallen  der  i'arenchymscheide  [p],  weiche  sich  noch  um  ein 


♦)  Cucurbitaceen  pag.  65. 
'^^i  1. 0.  pag.  S5  u.  S6. 


üigitized  by  Google 


StdMS!«  VBBM  Die  SlEnÖMRlR  SBII  DrCOTTLBHBLATm.  271 


Clied  weiter  in  das  Lückenparencliyin  forlselzt.  nachdem  die  Trncheiden  (f) 
und  (I  imil  iilierhnupl  ulle  (ießisshündi'totcmenlc  auf^rhörl  liahen.  Würdo 
111.1(1  eiiieiJ  Kiat!hciis«^h!iil(,  welcher  ein  solches  SclH'i«}erioiide  enlhiill,  in 
der  voD  Akkscuuug  .')iigeget>enen  Weise  erst  mit  Kali  duivhsichtig  inachea 
und  nach  Bebandlnng  mit  Chloninkjod  bei  starker  VerRrüsaerung  »Mdmeii, 
so  würde  man  ein  dem  von  AaatcnoiiG  gegebenen  Bilde  sehr  ihnliciies  er- 
halten. Dass  unsere  Fig.  18  Taf.  II  nicht  einen  schiefen  S<!hnilt  darstellt, 
ersieht  rnnn  niis  (Jen  Figuren  17  und  19  T  ^f  II,  weh  he  ilas  Schwinden  der 
Traciieulen  und  die  Erhaltung  der  Parench^ inscheide  auch  im  Querschnitt 
zur  Anschauung  bringen. 

Docb  kehren  wir  au  Ilei  aurfick  und  hören  wir  weiter,  was  Aaascaotro 
über  die  Sichrühreii  sagt*):  »Itegi^n  ist  es  mir  nicht  vollstttndig  gelungi^n 
zu  rntsch»  i.lcti,  (ib  Sieliröliren  oder  andere  Weichhasteleinenle  isolirt  auf- 
treten künneti,  ohn<*  von  trt'etid  wolfhen  ni'f  issluitMlflcli'tnptifen  hegleilrl 
zu  sein.  Auf  dem  Tangential.schnilt.  iincli  na«  lulcii)  dcisflbe  mi(  Kali  durt^h- 
Mitig  gemaehl  und  mit  Ciilorainlijo<i  gefärbt  worden  iai,  halie  ich  sie  (die 
Siebröhren)  immer  in  Gesellaehaflt  von  Baslaellen  gefanden.  Aller  wenn 
man  den  Tangentials<dmitt  durch  Kochen  in  Kalilauge  macerirt,  niil  der 
l^rlipnrirfn  lel  zei7.U|>n  und  dann  mit  Chlorzinkjod  gefdrlit  hat,  dann  wird 
man  liiitlcii,  (Inss  hi»' und  dn  nnsserordenilich  schmale.  hlant:»'f«rbi«"  Z«'llen, 
welciie.  nach  liirciii  lidiallc  zu  schliessen  und  abgesehen  von  iiin>r  gering<«n 
DIflerensirung.  am  meisten  den  Siebrtfhren  Mbneln,  vom  CiefÜssbUndelatamm 
abaweigen  und  in  das  Schwammparenchym  eindringen)  wie  kurx  aoch 
intmer  ihre  freien  Enden  sein  mögen.  Ihre  ganze  Stellung  und  die  der  um- 
sfelienden  Zellen  l)ewcist,  dass  diese  freien  Enden  nicht  durch  die  i*röparir- 
nadcl  lu8goris»eD  und  aus  den  fiefassbündein  lierausgelxigen  wurde»  iHUd 
und  das»  aomil  auch  Siebröbren  blinde  Enden  bilden  künnen.« 

Die  Beobachtung  ist  richtig,  die  Deutung  aber  gttnxHeh  verfehlt  Alle 
Nervenbündel  werden  bei  lle\  von  einem  ihrem  Durchmesser  entsprechen- 
th-w  f<('l('gc  von  SklertMif  Ii ytiif.isci  rj  ln'gleilcl,  \v<-I(  J>»»  jin  dfr  Unterseite  des 
Si. Min  lies  liPijen.  Su-  ItCNtls^en  stark  vcnilirk ic,  glänzende  und  unverholzle 
Wandungen ,  welche  ein  sehr  engen  LiiiiK  n  umschliesscn  (j  f  io  Fig.  SO 
Taf.  II).  Wie  Fig.  %i  Taf.  II  seigl,  verlaaaen  hie  und  da  einaelne  dieser 
Sklerenchymfasern  ihre  Nervenbündel  und  dringen  sich  windend  und 
krümmend  in  das  LUckenparenehym  vor,  woseli)st  sie  blind  endigen. 
Durch  Kochen  in  Kalilauge  quellen  die  MenibrannMi  »lieser  Sklerenrhym- 
fa.scrn  derartig  auf,  dass  das  vorher  schon  enge  ZclUunien  vollständig  ver- 
schwindet. Setzt  man  nun  Chloi-ziukjod  zu,  so  werden  sich  allerdings  diese 
schmalen,  aufgequoHenen  Fasern  in  tote  blau  flirben.  Ich  aweifle  keinen 
Augenblick- dann,  dass  Arcschou»  dieselben  Vorkommnisse  und  keine  an- 
deren vor  Augei»  "'»-ftabl  hat.  Die  von  ihn»  beschriebenen  nur  aus  Rnst- 
z<«1l«'n  l)estehenden  i-  nden  sind  keinesfnlls  mit  den  von  uns  geschilderten 
isfiiirten  8klerenohyndasern  zu  identiliciren,  wie  sclton  ein  Vorgleich  der 
Kig.  4  Taf.  V  bei  Aaiscnoue  mU  unserer  Fig.il  Taf.  11  beweistw  Um  die  von 
dem  Genannten  entdeckten ,  aber  flilscbilch  als  Abrühren  gedeutelen 
Sklerenchymfasern,  welche  von  den  Nervenbündeln  abzweigend  vereinzelt 
iu  das  Mesophyll  vordringen,  aufxulinden,  bedaK  es  gar  keiner  Aufhellung 
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iMvl  l  arl>uni:;  der  Schnitte.  Fertigt  mnn  dieselben  aus  Alkoholmaterial  an« 
^*>  erkennt  man  sororl  den  wahren  Sachverhalt. 

Die  unvollkommenen  SlobrOhrcn  der  feineren  Nerven  verhalten  sich 
bei  Ilex  so  wie  bei  der  Mehrzahl  der  obeo  besprocheneD  PflaDxen.  Wie  bei 
diesen  beobachtet  ni;m  liliiid  auslaufende  Siebrohren  in  den  Hauptenden. 
Der  Qucrsflinit  duirli  ein  solches  wiinle  ungeführ  das  in  Fij;.  40  Tnf.  II 
wiedcrgepclii'üe  liiid  sewJihron.  Die  (ieieitzellcn  ^ge' ,  welche  sicli  Icichl 
von  dem  Cambifurum  [ca]  unterscheiden  lassen,  sind  ungefähr  noch  einmal 
SO  weil  als  die  zugehörigen,  unvollkommeoen  Siebröhren  die  von  una 
aufgefundene  Regel  erleidel  also  auch  hier  keine  Ausnahme.  Der  Siebiheil 
der  Hauptenden  hört  immer  früher  auf,  als  der  Gefüsstheil,  zuletzt  bleiben 
hier,  wie  !>ei  sein  anderen  Pflanzen,  nur  noch  Tracheiden  uhrif!;. 

Arf.schoi  0  htil  (ii<  Ml M)llkommeneu  Siebröhren  gar  nicht  von  den  anderen 
Elementen  seines  \N  cichbastes  xu  unterscheiden  vermocht,  auch  würden 
jene  nach  Maceralion  mit  Kali  ttberlMiupt  nicht  mehr  su  sehen  gewesen  sein. 

BeiOlen  europnea  *)  hat  AassGBOUG ebenfalls  im  LückenparendiN  m  lang-* 
Rcslreckle  Zellen  :ivif;4t'fiiiiilcn.  w  olche  er  hier  richtig  als  Sklerrtu  lix  mf.isrrn 
tleulet,  aber  nicht  ]\\s  zu  ilm  in  Ansatz  an  ein  Nervenbündel  hat  ver(oli;i'n 
künucu.  Aheschoug  hebt  ausdrücklich  hervor,  dass  diese  l-ascrn  sich  eben- 
falls mit  GhloRlnkjod  blau  ttrben  und  dadurch  die  Erkennung  blinder 
Siebröhrenendon  auaaerordentlich  orscliweren.  Um  so  unverständlicher 
w  ird  mir  die  Unbefangenheit,  mit  welcher  Arbscroug  bei  Ilcx  über  diese 
Zweifel  hinweusohl.  Jedciifalls  M  r  hall  sich  Olea  europaea,  welche  ich  nicht 
untersucht  habe,  genau  so  wie  Jli>\  ;  wahrscheinlich  werden  sich  noch  viele 
lederartige  Blatter,  deren  Nerven  gewöhnlich  starke  Sklercnchyiubclege 
besiUten,  hier  ansehliessen. 

9.  7i/ta.  Aheschoug  hat  T.  parvifolla  untersucht,  mir  war  nur  T.  pla- 
iyphylla  zur  Hand,  eine  Uebereinstimmung  beider  Sjiocies  kann  w  nhl  vor- 
Htisi;esetzl  werden.  Hliudc  Enden  findet  man  hol  der  ^rossbUittcrigen  Linde 
picht  sehr  bUuGg  vor,  die  feinsten  Nerven  bilden  sehr  enge  Maschen,  deren 
Geflissbtind«!  in  der  Regel  noch  einen  volIstMndigeD  Siebtheil  eniiialten 
(Fig.  S6  Taf.  II).  Nicht  selten  hOrt  derselbe  und  nach  ihm  auch  der  aus  sehr 
engen  und  schwer  erkennbaren  Tracheiden  zusammengesetzte  GefUsstheii 
auf,  noch  che  der  Anschluss  an  ein  anderes  Bündel  erreicht  ist.  V'on  dem 
jetzt  als  llauplciMlf  zu  bczoichnenden  Norvenaste  bleiben  aber  gewcihnlich 
langgestreckte,  inhullsarme  oder  leere  und  weite  Zellen  übrig,  welche  den- 
selben bis  zum  nlichsten  Nerven  fortsetsen  und  sich  hier  an  die  Paren* 
chymscheide  ansehliessen  (Fig.  ig  Taf.  II).  In  einem  solchen  Falle  kommen 
noch  vollständige  Maschen  zu  Stande,  welche  aber  von  ungleichwerthigen 
Bün<le!n  begrenzt  werden.  Dti»^  eine  von  ihnen  ist  ein  Ifnuplontlo  welches 
sich  nur  durch  eine  Ueilie  der  oben  geschilderten  Zellen  bis  zum  nächsten 
Nerven  fortsetzt.  Uebrigcus  kommen  auch  Uauplonden  ohne  diese  Eigen- 
tbttmliehkeit  vor,  sie  verhalten  sich  dann  so,  wie  bei  den  anderen  Dico> 
lylon.  Ausserdem  beol*  !  I  i  >t  man  aber  auch  solche,  welche  sich  nach 
dem  Erlösclicii  do  Sii  I  -  und  GefiiN^lhoilrs  nnch  eine  Strecke  weit  dorch 
die  in  l'ig,  i8  Taf.  II  ab;;ebildet(M)  /eilen  lortsrlzen  ,  ohne  aber  bis  zur 
Vereinigung  mit  einem  anderen  Nerven  zu  gelangen.  Fig.  27  Taf.  II  zeigt 
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den  Quorsebnitt  diireb  ein  fBinftos  Nervenbttndel»  welehw  keine  Siebtheile 
mehr  enÜiMlt  nnd  oor  noch  aus  IVeehe'jden  ond  einer  weiten,  dielcwandigen 
Zelle  isf)  besteht.  Die  letzloro  entspricht  den  in  Fig.  28  Taf.  II  abgebildeten, 
ebonfHlls  mit  v/'l»f'/cirhnelen  KI'MMt'iiten.wrlclK'  ilieFortsolzung  desMaschen- 
bündelsbiklen.  Jedenfallssiiid  (iieso  lntij;{j;e.st reckten,  inliult.siirnien  und  stets 
kernlosen  Zellen  auäPi  ocaiubiumeleuienteu  hervor^^egan^eü.  Mua  wird  sie  zu 
den  Sklerencbymraaem  zu  rechnen  beben.  Ihre  bald  mehr,  bald  weniger 
verdickten  nnd  wahracheinlich  tüpfelfreien  Wände  sind  bald  verholzt,  bald 
unverändert.  .So  reigte  die  in  V\p..  Taf.  II  link.s  pelepcne  Zelle  deutliche 
Vi'rholzung,  während  die  nndcre,  welche  an  die  I'areuchymscheide  eines 
^u^kereo  Nerven  sich  anschliesst,  diese  Eigenschaft  nicht  besass.  Mit  dem 
Hinweis,  daaa  die  eben  besprochenen  Elemente  grosse  Aebniichkeit  mit 
jenen  haben,  welche  bei  den  Gncurbitaceen  den  oberen  Siebtheil  der  blin> 
den  Enden  allein  noch  bilden  Fig.  11  Taf.  I),  wende  ich  mich  zu  den  An- 
gaben Arkschoitg's.  Derselbe  sagt*  "Sie  (die  blinden  Enden)  bestehen 
nicht  allein  aus  Spiraltracheiden,  sundern  auch  aus  anderen  iiefassbUndel- 
elemenlen.  Ein  Theil  der  feinsten,  aber  dessenungeachtet  noch  anastumu- 
sirenden  Aeste  seheinI  nnr  ans  zarten,  schmalen  nnd  ziMnlich  langen  Zellen 
zu  bestehen ,  welche  nach  der  Aufhellung  der  Schnitte  (durch  Kali)  mit 
Chlorzinkjod  eine  intensiv  blaue  Farbe  annehmen  und  vermuthlich  eine 
wenig  difTerenzirte  Form  von  Siehröhren  darstellen.  Diese  Zellen  liesilzen 
abgerundete  i£nden  und  liegen  in  einer  Reihe  so  liinler  einander,  dass  das 
Ende  der  einen  sich  anf  das  der  anderen  hlnaofschtebl«  (unsere  Fig.  18 
Taf. !]}.  üDieseZellen  nnterscheiden  sich  von  den  Bastzellen  der  tracbei'den- 
haltigi  rt  ('.efässbündel  dadurch,  dass  die  Bastzelleo  kttrzer  und  weiter  sind, 
verdickte  Membranen  haben  und  sirft  mit  ihren  zugespitzten  Enden  über 
einatuier  legen.  Solche  bis  aut  eine  .SiebrOhren reihe  reduclrte  Dtindel 
werden  von  üiuer  Slrangscheide  umgeben,  ich  habe  auch  blinde  fciUden 
solcher  Geflissbttndel  gefunden,  dann  hatten  die  Zellen  sehr  unebene  Mem- 
branen und  ein  bald  weiteres,  bald  engeres  Lnmen.  Bine  Strangsciieide 
war  dann  nicht  mebrvortianden,  sie  greniten  unmittelbar  an  das  Schwamm- 
parenchym.« 

Obgleich  Abescuoug  Zeichnungen,  welche  am  leichtesten  eine  Urien- 
Urung  etmOglicben  würden,  nicht  giebt,  so  unterliegt  es  doch  keinem 
Zweifel,  dass  die  in  unterer  Pig.SSTaf.U  abgebildeten  Zellen  {s  f)  und 
keine  anderen  gemeint  sind.  Da  auch  bei  Tili  i  mit  der  Stärke  der  Nerven 

i]»^  l  ume?!  der  Siebröhren  abnimjn»  -n  werden  dieselben  in  den  feinsten 
.Vtasciieiiburuleiu  und  in  den  llaupleiuien  nicht  mehr  die  ansehiilK  lie  Weite 
der  in  Fig.  i8  Tat. II  abgebildelen  Zellen  besitzen,  und  wenn  sie  doch  so  weil 
wiren,  dann  mUssten  sieh  jedenlalls  denlllche  Siebplalten  erhalten  haben. 
Die  unvollk<»mnienen  Siebrtfhren  der  letzten  Nervenbündel  sind  bei  Tilia 
80  beschaCfen,  wie  hei  allen  andern  Dicotylen  (Flg.  2(J  Taf.  Iii.  f',t  limi  die 
AREsCHOUc'scbe  Deutung  der  die  Hauplenden  fortset/.endeu  6klercuchym- 
fosern  spricht  auch  noch  der  Umstand,  dass  niemals  Goleitxelieu  iu  ihrer 
Gesellscbafl  voikommen«  NVheren  Aubdünss  über  die  Fun<^n  der  In 
Hede  aleheuden  Elemente  wird  man  nur  von  einem  Stadium  jugendlicher 
Blitter  SU  erwarten  haben. 
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3.  Buxm$empertHteus.  ARRSciioirc  bemerkl Folgendes*]:  «Blinde Enden 
(h?s  Xylenvos  ntizulrelTen,  ist  mir  bei  clicsor  Pflanze  nit  fii  t'i  iilikkt  Dapecfn 
sin«!  freie  Kiuleii  nus  lnnL'jfslreckteii  Weichbaslelciueiile»  ,  wel«  ft<^  »ro»7 
iiirer  geringen  Dilleicuziiuiig  als  Sicbröbren  zu  betracblen  sein  iiuiiicu, 
keineswegs  selten.  Auf  TaogenlialschniUen ,  welche  durch  Kali  auJiiebellt 
und  mit  Chtoniak]od  gefilrbt  wurden ,  findet  man  oft  einulne  stark  blau 
gefärbte  Siebröhren,  welche  auch  von  stärkeren  Nerven  ahzwoipen  k{>nnen 
und  mit  denselben  wir  andere  HrH)flt'Izwcipe  einen  sehr  spil/  ii  Winkof 
bilden.  Diese  Siebrohreu  »iiid  von  keiner  i^tranpscheide  uni^eljeii  iiuii 
scblüngeln  sich  in  das  Schwammparonchym  hinein.  Dann  uu«i  wann  Uaiw 
ich  gesehen,  wie  die  Spitie  einer  solchen  Siebr(»hre  quer  von  einer  SchwanoB* 
INirenchymzclle  begrenit  wurde,  welche  sich  umgebogen  halle  und  di^ 
Spitzo  der  Siebröhre  umschloss.« 

Auch  diese  Verhältnisse  werden  ohne  Zeichnungen  ge>c!nlil«Ti  So 
weil  ist  Areschoi  g  beizuslimmcu ,  dass  Trachoideucnden  bei  liuxus  voil- 
stttudig  fehlen.  Die  blinden  Nwveaenden ,  welche  in  grosser  Menge  vor^ 
kommen,  enthalten  keine  SIebIheile  mehr  und  bestehen  nur  noch  nus  bald 
verholzten,  bald  unverholzten  Sklercnchymfilsem  (Fig.  23  und  SSTaf.  II;, 
welche  hier  dir  Functinn  der Trnt  !i '»(den  übernommen  hnben.  Wie  beknnnt 
ist  schun  vuii  verscliiodcnen  Sniei»  liarauf  hingewiesen  wonlen ,  dass  die 
mechanischen  Zellen,  Schwükuemch »  UasUelleu,  in  manchen  Pllaozen  l>ei 
der  Leitung  des  Wassers  wesentlich  betheiligt  sind.  Bei  Buxns  dürfte  diese 
Vermuthung  zur  vollen  Gewissbeil  werden.  Trecheale  Elemente  treten 
nienjals  in  die  blinden  Nervenenden  ein  und  diese  gerade  hat  man  immer 
als  wi<  l)iiL't>  I.eilungsbahnon  Hcs  Vordun8tunj;ss\nssrTs  {zcdeulel.  Dassi'lbe 
muss  bei  Uuxuj»  also  nolhwciidig  seinen  Weg  durch  Skloreochyuiiasern 
nehmen ,  welche  fttr  die  kleinen  und  lederharten  Blätter  wohl  schwerlieb 
eine  specifisch^roechanische  Bedeutung  haben  werden.  . 

Eben  diese  sklerenchymatischen  Elemente  sind  es,  welche  Asescboi  c 
als  \v<>m"  «üfTcrpfi/ir tc  Stebröhron  aufg«'fnssl  hat.  Unsere  Fte.  44  Taf.  II 
slinual  mit  simiut  He>v  hreibuni;  vollkommen  uberein,  wir  sehen  die  i>(>- 
lirten  Sklercnchymtasern  {s  fj,  welche  sich,  ohne  von  Parcncbyu)»cheideu 
umgeben  su  sein ,  swischen  das  Lfickenfiarenchym  eindringen.  Auch  von 
slUrkeren  Nerven  xweigen  sehr  hSnfig  solche  einselne  Fasern  ab.  Auch 
wenn  dieselben,  was  keineswegs  immer  der  Fall  ist,  verholzt  sind,  werden 
sie  sich  doch  nach  Behandlung  niil  Kali  und  Chlorztnkjod  blau  (;efci^i^l 
hat)eu,  so  dass  auch  diese  Angabe  AHtscuuUG  S  durchaus  nicht  gegen  unsere 
Deotnng  seiner  BeobacbluogeD  spricht.  Wir  haben  bei  Buxus  dieselbea 
Verhiltnisae  vor  uns,  welche  wir  Ittr  Oes  geschilderl  haben ;  hier  wie  dort 
dringen  einzelne  Sklerenchymfasern  von  den  Nerven  abzweigend  In  das 
Lückenparenrhym  vor.  Wfüirend  aber  bei  Hex  in  allen  Bündeln  noch 
trachcale  Klenieute  vorliantien  sind,  welche  zahlroichc  blinde  Nervenen<U'ii 
ganz  allein  bilden ,  bestehen  diese  l>ei  Buxus  am  uus  Sklerenchymfa.>ienj, 
welche  mii  der  anatomiscbeo  Lagerung  der  Tracheiden  auch  deren  Pune- 
tion  fibemommen  haben. 

Blinde  Siobröhrenenden  giebt  es,  wie  schon  früher  erwühnl,  bei  Ruitus 
nicht;  in  den  feinen  und  feinsten  Maschenbündeln  kommen  unvollkommene 
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Si6l>rttl»<Mk  mit  ungetthr  gleichwtiten  Gel^lielUii  regelralissig  vor.  In* 
dieser  Bexiebnng  folgt  Buxus  der  oft  erwXJioten  Regel. 

4.  Bei  anderen  Dicotylcn  bchaiulell  Arkkcikx  u  die  uns  interessirende 
Ft';('-r*'  nicht  mit  derselben  AusführlichkiMi  n\  hfM  iIimi  »'hon  besprorhenen. 
>i»  bemerkt  er  unlet  wiederholter  llervoi  helmiiK  »it*r  L  iitL-i-HUchunghäcliwie- 
rigkcitcn,  das»s  er  bei  Populus  balsainifera,  Ilf  liuiilliUA  luberosus,  Saxifrugu 
sermentoea  und  zahlreichen  anderen  Pflanzen  itetne  Iiiare  Einsicht  in  da» 
Verlniten  der  blinden  Enden  erlangen  konnte,  ßei  Plantago  maritima*) 
sollen  diesvtbeo,  wie  bei  Seduro,  vollständig  fehlen.  Für  die  orslrre  Gat- 
lung  haben  mir  in«'iric  l]ntorsuchun?;en  an  PI  nuijor  und  uvata  das  ent- 
gt^eagesctzte  KcbuUat  geliefert,  bei  Sedum  tnaximutn  und  S.  reflexiun 
konnte  ich,  wie  nach  di  Barv's*]  Angabe  zu  erwarten  war»  blinde  Enden 
nicht  aiiflinden. 

Zur  Kritik  der  vr^  AMSCnooa  veröffentlichten  Beobachtungen  mttchte 
ich  mir  noch  folgende  Bemerkungen  erlauben.  Zunächst  ();irf  m^n  rurbt 
vergessen,  dass  vor  acht  Jahren,  als  die  Arbeit  zum  grossten  Thcil»-  mi- 
stand,  die  als  Weichbast  zusammeugefassten  biebröhreo,  Geleit-  und 
Cambilönnxellen  noch  nicht  streng  onterschieden  worden  waren,  dass  seit 
Jener  Zeil  nnsem  Kenntnisse  Über  die  SiebrObren  sich  mannigfach  erweitert 
haben.  So  werden  wir  auch  jetzt  ein  ganz  anderes  Bild  der  unvollkomme- 
nen Siebrühren,  wol' ho  it)  den  feineren  RIattnerven  vorkommen,  uns  ent- 
werfen können,  als  Ahks«  iioig.  Er  scheint  angenommen  zu  haben,  das«» 
nur  die  Siebplattcn  undeutlich  werden,  daäs  aber  die  Weite  der  Siebröhren 
nicht  entsprechend  abnimmt.  Wir  legen  aber  gerade  anf  die  Verengerung 
des  Lumens  mit  gleichzeitiger  Rcdoction  der  Siebplatten  besonderes  Ge- 
wicht. Reduclioii  bedeutet  hier  aber  nur,  dass  wir  mit  un?«ren  optischen 
Hilfsiiiilteln  t  inc  besondere  Structur  in  den  Querwanden  nicht  mehr  er- 
kennen kuuucu  ;  das  Fehlen  einer  solchen  ,  welche  die  der  Siobplalteu  im 
Kleinen  wiederholt,  soll  damit  keineswegs  behauptet  werden.  Ueber  die 
Bcsehalfenlieit  seiner  reducirten  und  wenig  dilTereniirten  Siebrtfhren  vnd 
öber  die  Gründe,  welche  seine  Ansicht  unterettttien,  spricht  aich  Aaiscnove 
überhaupt  gar  nicht  mit  Bestimmtheit  aus. 

Zu  diesem  einen  Vorwurfe,  welcher  dem  tienannlen  nicht  erspart  wei- 
den kann,  gesellen  sich  aber  noch  zwei  andere,  schwerer  wiegende  hinzu. 
Aaiscfloo«  bat  nar  Prlparate  untersucht,  welche  er  nach  der  Havstriw- 
sehen  Methode  aufgehellt  und  dann  mitCfalorzinkjod  gefärbt  hatte.  Handell 
es  sich  nur  um  die  Verfolfiunt:  des  Nervenverlaufes,  soweit  derselbe  f\urrh 
die  Tracheideii  angezeigt  wird,  so  leistet  das  erwähnte  Verfahren  treiriicho 
Dienste.  Für  das  Studium  der  zarten  und  durch  Rcagcntien  leicht  zerstör- 
baren  Siebtbeile  Iditia  Anscnooe  doch  wohl  eine  weniger  rohe  Methode 
anbqdm  kiinaen«  Ausserden  unterUsat  er  es  voHslindig,  seine  aus- 
schliesslich  an  Flächenschnitten  (Tangentialschnitten)  gewonnenen  Resul- 
tate an  Querschnitten  r.u  controlircn.  Diese  geben  oft  die  beste  Auskunft 
Uli«r  den  anatomischen  Bau  der  feineren  und  feinsten  Nervenbündel  und 
sind  zur  Ldsung  der  von  Akeschoug  behandelteu  Fragen  ebenso  UQentt>ehr'> 
lieh  wie  die  Flilchensebnitle. 

*)  I.  C.  \ni<i.  78. 
•*]  Vergleichende  Anatomie,  pag.  3<6. 
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IV.  Ueiuerkuugt'u  Uber  die  i  uucilou  der  Skbröhreu,  der  Geleit- 

lellea  mul  des  Crablforae«* 

Wie  es  keinem  Zweifel  unterliegt^  dass  jede  mil  lebendem 
Protoplasma  und  Zellkern  ausgestattete  Zelle ,  welchem  Organ 
der  Fllanze  sie  auch  immer  angehören  möge ,  Eiweiss  erzeugen 
kniin,  so  wird  auch  die  Annahme  gerechtfertigt  erscheinen,  dass 
hei  allen  hüher  diflcrenzirten  Gewächsen  besondere  Bihlungs- 
stätlen  für  ciweissartige  Körper  vorhanden  sind  *)  und  dass  vor- 
nehinlif-h  in  dni  Blättern  eine  ausgiebige  Erzeugung  solcher 
Stoße  slattHndot  * '] .  Hierher  fuhrt  der  Transpirationsstrom 
grosse  Mengen  mineralischer  Substanzen ,  hier  liefert  die  assi- 
milatorische Tliätigkeit  der  Chlorophyll  haltigen  Zellen  stickstoff- 
freie, organische  Materialien,  welche  mit  den  aus  dem  Boden 
aufgenommenen  anorganischen  Salzen  jedenfalls  zu  Eiweiss  sich 
vereinigen.  Diesei*  Frocess  könnte  sich  gleich  in  den  assimili- 
renden  Geweben  vollziehen,  die  erzeugten  Kohlehydrate  könn- 
ton gleich  am  Orte  ihrer  Entstehung  mit  den  zugefUhrten 
Mineralsubslanzcn  zusammentreien.  Dann  mUsste  man  bie  und 
da  in  den  Mesophylliielieu  wenn  auch  nur  kleine  Mengen  jenes 
glänzenden  Sclileimes  linden,  welcher  in  den  Siebrtfhren  fortge- 
leitet und  gegenwärtig  allgemein  als  Ern&hrungseiweiss  ange- 
sehen wird.  Ich  entsinne  micii  nicht,  einem  solchen  Falle  be- 
gegnet zu  sein. 

Ein  viel  uowichlicorer  Einwurf  i;ogen  die  Voraussetzung, 
dass  in  den  assimiiirenden  Zellen  selbst  Eiweiss  cr/<M!^t  werde, 
lUsst  sich  aber  aus  der  Anordnung  der  dasselbe  fortleilenden 
Organe,  der  Siebröhren,  entnehmen.  Diese  verlassen ,  wie  be- 
kannt,  niemals  die  Nervenbündel  und  dringen  nliMuals  zwischen 
die  Zellen  des  Lückcnparenchymos  und  der  Pallisadenschicht 
ein,  wie  es  nach  Habkrlanot's  Beobachtungen  die  Mildiroliren 
thun***)*  Man  konnte  allerdings  behaupten,  dass  die  Eiweiss- 
stoffe  von  ihren  BilduDgsstfllten ,  den  grünen  Zellen  aus  bis  an 
die  Siebröhren  vordrangen  und  diesen  durch  die  Geleilzellen, 
welche  gewissermassen  nur  als  Sammelstellen  functionirten, 


Pfeffer,  Physiulogic  I,  pag.  i45;  Sacw,  Vorlesangeo  |kag.t9i. 

•*j  Pf  KFFi  R,  Physiologie  l,  pn».  i45. 

*^*]  Zur  i)ii>siol(i(^isrlM  ri  Suatuiuie  der  Milchröhren.  Silzungsber.  d. 
WieiUM- Akademie.  87.  Bd.  iHü'i. 
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zugeHUiTi  NNünleii.  Selbst  wenn  man  annelinien  wollte,  duss 
f'ii)«'  iritliL  (ürisfiiireTulo  Modiücation  des  l^iwoisses  in  den 
chlorophv  llhallij^rii  /eilen  entsttlnde.  so  wtlnle  docbimniei-  noeh 
zu  l>e(lenken  sein,  dass  di**  AssiTinl.UioiislIiiiliskeil,  fflr  dertMi 
uiejestörf en  lM)rlgai){.; ,  wie  1Uiii  hi.aM)t  mit  Hecht  herhoHiel)l*}, 
eine  iiiüylu  lisl  iMselje  Al)leilung  der  Assimilationsproduete  von 
j-rossem  Vorlhcil  ist,  nicht  nur  durch  die  zeitweiliiie  Anhiiufun^ 
der  Eiweisssiibslanzen .  sniulern  schon  durcli  ilueii  Bilduniis- 
proeess  wesenllieh  her;d)L;edr<l<'kt  werden  würde.  Bei  dein 
Stiuide  unserer  Keunluisse  Insscn  >'n'}\  zwintiende  llewfM^r  ijciicu 
die  Annahme  einer  Eiweisser/  ii^inm  im  Mesoph\n  u.ir  nicht 
hcihriniicn :  es  muss  dem  Urllieli  jciles  Einzelnen  Uherlnsseii 
bleiben ,  ob  er  der  von  uns  bekämpllen  oder  der  von  uns  v<'r- 
Iretenen  Ansicht  Ulu'rdie  BildungsstUtlen  der  Kiweisssubsl;mz<'r» 
den  Vor/UL'  L'obcn  wird.  Die  folgenden  Auseinanderset zunj^^en 
sollen  nur  eine  Klarung  dos  Problemen  herbei fUbron ,  seine 
Lösung  nur  vorbereiten. 

Wir  haben  Lresehen ,  dass  m  dcfi  feineren  und  feinsten 
Nerven  aller  I)icol\leu  die  Siebröhren  sich  sliirker  vereni:en, 
als  die  zugehörigen  (lelcitzellen.  welche  in  allen  Fullen  die  Weile 
der  epsleren  erreichen,  in  vielen  sojznr  überschreiten.  Bei  zahl- 
reichen l*flnnzeTi  !rpsit/en  sie  schliesslich  soij;ar  einen  grösseren 
Durchmesser  als  in»  Slainnie.  Alle  diesr  Tli;Msaclien  lassen  er- 
kennen ,  dass  die  Geleitzellen  in  der  Hlallianiina  iiiosseren  An- 
s|)rllchen  zu  i^onUizen  haben,  als  in  ;tllen  anderen  Organen  der 
Ptianzo.  Teber  die  .speciHsche  Function  der  genannten  Zellen 
werden  uns  daher  die  feineren  und  feinsten  Nerven  des  Blattes 
die  beste  Auskunft  tieben.  Schon  aus  der  Laiie  der  erweiterten 
Geleitzellen,  welche  wir  in  den  ÜebergaTVJszcllen  wiedererkannt 
baben ,  foli;t .  dass  ihnen  durch  die  Parcnchymscheidc  lii  osso 
Mengen  von  Assimilationsprodnclen  ,  welche  sieh  nach  unserer 
Annahme  noch  nicht  mit  stickslofThallii^er  Sid)slanz  v(>reinit:t 
haben,  zugeführt  werden.  Wenn  diese  unveriindert  aus  den 
Geleitzellen  wieder  auslriüen,  dann  mUssle  man  doch  öfter 
SlUrkekörner  in  den  letzteren  beobncliten.  Sehen  wir  von  dem 
abnormen  Falle,  welchen  ich  früher**)  beschrieben  habe  ab,  so 
bleibt  nur  eio  einziges  Beispiel  Übrig,  nUmlich  Gestrum  Foeppigii. 


*)  Physiolog.  Pflanzenanatomie  pag.  1$4. 
**)  Gueorbitaceeo,  p.  46, 100. 
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In  <len  Blallent  dieser  Pflanze  eiiüi.ili  uugefübr  die  Hälfte  aller 
der  stark  erweiterten  (icleitKeiton  Stärkekörner,  bei  allen  ande- 
ren Dic'otylen  fehlen  diesell)c'n,  wie  aus  Russow's,  Wilukui's*] 
und  inoinen  eigenen  Heobuchlungen  hervorgehl. 

l'iH  iiiich  davon  zu  tiberzeugen,  dass  auch  zu  den  versehie- 
dcnslcü  Tageszeiten  k(Mii  Arnvlum  iu  den  üebet >;aüi;bzeilcii  <uif- 
(ritl,  habe  ich  folgenden  Weg  eingeschlagen.  Von  einem  Acker, 
aui  welchen»  zithireicbe  Kürbi.spikiii/cn  üiillivirl  wurdi  ii,  «ml- 
nahni  ich  am  ili.  August  1884  von  moii^ens  9  l»ibtd)ends  10  Uhr 
stündlich  eine  BlaU|)iol>o ,  am  August  geschah  dasselbe  von 
früh  ^/jt)  Ijks  1 1  Uhr.  Die  einzelnen  Blattslücke  wurden  sofort 
nach  ihrer  Abtrennung  von  der  rilauze  in  absoluten  Alkohol  ge- 
bracht und  im  .lanuar  dieses  Jahres  untersucht.  Widirond  der 
Stärkegehalt  der  Mesophyllzcilen  iu  der  von  Sachs**)  an  ^ciiebenen 
\Veis(?  wechselte,  erwiesen  sich  die  Geleitzellen  ganz  uiiahliringig 
davon,  stets  stärkefrei.  Nicht  ein  einziges  Auivlunikum  habe  ich 
in  den  vielen  Hunderten,  welche  ich  durchmusterte,  iin^riroiren. 
Eine  auffälhtje,  über  das  Maass  indi\ idueller  Schwankungen 
hinausgehende  Verschiedenheit  des  Geleitzellinlialles  konnte 
überhaupt  nicht  festgestellt  werden.  I  nun  er  wareo  die  ge- 
nannlcn  Elemente  der  Nervensiebtheilc  von  einem  leinkdrnii^t'ii, 
schaumigen  rrotoplasm.t  uuL  Zellkern  erfüllt,  immer  brachte 
Jod  jene  goldgelbe,  auf  reichen  . Eiweissgehalt  hindeutende 
Färbung  hervor.  Schleim,  welcher  dem  bekanatcu  Inli.ilie  der 
Siebröhren  entspricht,  wurde  sowolil  h  üli  7  Uhr  als  Nachmittag 
i  Uhr,  also  /u  /( iten  beobachtet,  welche  ungefähr  die  Extreme 
für  die  SUu  kt  sin  iciierung  in  den  Blättern  bezeichnen. 

Die  ausserordentlich  wichtige  Thatsache,  da^s  uienials. 
weder  am  Tage  noch  in  der  Nacht  Amylum  in  den  Geleitzellen 
vorkonuut,  liissl  vormulhen,  dass  diesellmn  üitei  haupt  nicht  als 
\N  iiuicrungsbahnen  der  slicksloflTreicn  Assiuiilaiionsproducle 
anzusehen  sind.  Dieselben  kiituilen  allerdings  als  Zucker  fort- 
geführt werden.  Li  kU  i  kdiinlc  ich  bis  zum  Abschluss  des 
Mauuscriptes  kein  uiinsiii^cs.  lebendes  Material  erlangen,  an 
welchem  diese  Fratze  .sich  hätte  entscheiden  lassen.  Da  der 
Zucker  gewöhnlich  in  saftreichen  und  prutoplasinaarmeD  ZeUea 

**)  Die  Anguhen  <ier  genannten  Autoren  sind  in  der  Binleitung  xu  der 

vorliegenden  Ahhaiullung  besprochen. 

**)  Asginiilalioiisthätigkeit  der  filättor.  Ari»eiUiu  des  botanischen  In- 
stitutes Wurzbur^  \\\,  \.  1884. 
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sich  iindct,  so  ist  schon  von  vornherein  zu  orsvnrtt  n.  dass  er  in 
den  GcleitzeMen  des  Blallos  nicht  vorkuiniiien  wird.  Diese  An- 
nahme,  welche  huHeiitlich  durch  üritersuchung  im  uäclisten 
Öoniuier  sich  !)e\v;ihrheiten  wird,  wolle  man  mir  iiestallen. 

Die  schon  früher  von  mir  ausiiesproehene  Ansicht '),  dass  in 
den  Geleilzellen  die  in  den  Siebröincii  lui if^elUhrten  Kisweiss- 
substanzen  erzeugt  werden,  w'ird  ausser  durch  die  bereits  mit- 
gelheilten  noch  durch  folgende  Thatsachen  unt(»rstUlzt.  In  den 
stfirke-  und  chlorophyllfreien  (icleilzellen  findet  man  slels  einen 
{grossen,  schon  aust:ebildett-n  Zellkern,  dessen  HethoiliirunL;  an 
der  Ki Weissbildung  zwar  nicht  tTw  iesen,  aber  mit  vieler  VV;t!ir- 
scheinlichkeit  anzunehmen  isl ;  das  dichte,  schaumigeProli  f)!  isma 
enlhnlt,  vvi(  ^eine  Kiirbunj;  mit  Jodprüparaten ,  seine  Äutspei- 
cherunc!  Amllidilau  beweist,  kleinere  oder  grössere  Mengen 
von  Siebrohl  enschleim  ,  welcher  zuweilen  sogar  in  grösseren 
Tropfen  sich  ansanunell  (Fig.  12  Taf.  I  bei  s);  die  Geleitzellen 
grenzen  immer  an  einer  Seite  «n  eine  Siebröhre  an  und  stehen 
mit  dersedwn  .  wenigstens  inj  Stamm  und  Blallsliel ,  durch 
Tüpfel  oder  suiiar  Poren  in  enger  Verbindung.  In  den  feine- 
ren Nerven  habe  ich  diese  Eipenthtlmlichkeit  nicht  beobachtet, 
wahrscheinlich  wird  sich  aber  auch  hier  eine  solche  Communi- 
cation  nut  Hilfe  derHissow  schen**)  Quelluugsmetliode  nachwei- 
sen lassen.  Zu  Gunsten  der  eben  besprochenen  Ansicht  über  die 
Function  der  Geleitzellen  lilsst  sich  auch  die  Angabe  Kocn  s  au- 
lühren,  dass  die  peripherischen ZellenfunsereUeberganuszellen; , 
also  die  erweiterten  Geleitzellen  in  Blättern,  deren  Assimihi- 
lionsthätiukeit  durch  ungünstige  äussere  Bedingungen  herab- 
gedrückt ist,  nur  wässriges  Proio[»lasma  und  keinen  Schleim 
mehr  enthalten.  Es  werden  eben  nur  kleine  Mengen  von  Kohle- 
hydraten ,  welche  zur  Bildung  von  Eiweiss  verwendet  werden 
können,  pirMhicirt. 

Das  l-auibiforni.  welches  stets  neben  dun  Siebröhren  als 
Leituogsbahn  der  eiweissartigcn  Nahi materialien  genantit  wird, 
ist  unserer  Ansicht  nach  an  dem  I  l  ansporte  dieser  Stoffe  nur 
in  untergeordnetem  Grade,  vielleicht  gar  nicht  betheiligt.  Seil 
der  Aufstellung  jener  Hypothese  hat  sich  crgeboD,  dass  das  Gani- 


*)  Cucarbitaceen,  p;ig.  99. 

**)  Sitzungsber.  d.  Dorpat'  i  Xnlurf.  GesellBeli.  iBBS,  psg.  565. 
Bot.  Zeitung.  1SS4.  pag.  4U. 
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biform  im  SiDoe  db  Bäkt's*)  au8  xwei  wohl  charakterisiiteD 
Zellformen  besteht,  aus  den  Geleitsellen  und  aus  langgesireek- 
ten,-proloplasmaannen  Zellen,  welche  deutlich  von  den  ersteren 
zu  unterscheiden  und  allein  noch  als  Gambiform  zu  bezeichneD 
sind.  In  jedem  kräftigen  Siebtheilo  einer  dicoiylen  Pflanze  wird 
man  immer  die  drei  Elemente  desselben:  die  Siebrtthren ,  die 
Geleitzellen  und  das  Gambiform  in  der  Regel  schon  auf  dem 
Querschnitt,  sicher  auf  dem  Ungaschnltt  zu  unterscheiden  ver- 
ni(»gon  (Taf.  IFig.  1—3,  Fig.  47—19,  Fig.  82;  Taf.  U  Fig.  1 
und  3)« 

Diese  Aenderung  unserer  Kenntnisse  ttber  die  anatomische 
Zusammensetzung  der  Stebtheile  bringt  aber  auch  nothwendig 
eine  Umgestaltung  unserer  Ansichten  tlber  den  Slofilransport 
mit  sieh.  Gerade  die  eiweissreichen  Geleitzellon  haben ,  als  man 
sie  schlechthin  zum  Gambiform  rechnete,  Veranlassung  gegcI>cD, 
das  letztere  als  Leitungsbahn  für  Emtthrungseiweiss  anzusehen. 
In  derThat  passen  die  Beschreibungen  des  Gambiformes,  welche 
man  in  der  Literatur  vor6ndet,  viel  besser  auf  die  Geleitzellen, 
als  auf  die  anderen,  langgestreckten  Zellen,  welche  mit  diesen 
und  den  Siebrtihren  zusammen  die  Siebtheile  aufbauen.  So  sa.^i 
nzBAtY**]:  •DerLttnge  nach  verfolgt,  bilden  die  CambifDrmzellen 
zwischen  den  Siebrtfhren  diesen  parallele  Reihen.  Sie  sind  ein- 
zeln betrachtet  in  der  Regel  kttrser,  selten  so  lang  wie  die  Sieb- 
rOhrenglieder.  Sowohl  nach  der  Anordnung  auf  dem  Querschnitt 
als  bei  Verfolgung  in  der  Längsrichtung  hat  es  viellach  den  An- 
schein, als  ob  die  Gambiformzellen  mit  den  SiebrOhrengliedeni 
aus  einer  Mutterzelle  entstünden,  derart,  dass  sich  diese  der 
Länge  nach  theilt  in  eine  zum  SiebrtfhrengUed  werdende  Toch- 
terzelle  und  eine  andere,  welche  entweder  ungetheilt  zur  Gam- 
biformzelle  oder  durch  Querwände  in  mehrere  diesei-  geibeili 
wird.  Die  Gambiformzellen  haben  zarte,  unverholzle  Gellulose- 
wände  und  feinkörnigen  Protoplasmaktfrper  mitlangsgestrecktem 
Zellkern  .1  Die  Geleitzellen  hatten  nicht  treffender  beschrieben 
werden  können.  Scheidet  man  diese  aus  dem  Gambiform  aus,  so 
kann  man  mit  diesem  Namen  nur  die  langgestreckten  und  proto- 
plasmaarmen Zellen  (Fig.  SS  Taf.  I)  bezeichnen ,  in  welche  sieh 
die  bei  der  Formung  der  Siebrifhre  und  ihrer  Geleitzellen  ttbrig 


)  Vergleichende  Aaauxuiu  pag.  387,  aä8,  5S8. 
)  1.  c.  pag,  337. 
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bit  ilicuden  caml)ialen  Zellen  verwandeln.  In  diesen  iiudi  ii  sehr 
ült  spatere  Queiilieiluniien  sliill,  so  dass  man  dann,  analog  den 
i^elaeherlenFaserzelleii ']  vuu  ^tifacherlcnCaiitbifoniizelleii  reden 
könnte. 

Dieses  (lainl)iforni  in  incinoin  Sinn  führt  j*ehr  hilufif^  Stärke, 
bei  den  Solaneeii  kleiiu  krystallc  aus  Kalkoxalal  und  ist  an  der 
Leitung  des  Eiwei8S<'s,  .lucli  nicht  des  loiclUer  diosuiirendon, 
wie  lUuKRi.A^rn  will**),  waln  >tlieinlich  gar  nicht  hetheilii;!.  Man 
darf  eben  nicht  vergessen,  d.iss  das  Canihiforni,  welches  früher 
alä  Wanderungsbahn  der  Kiweisssul>ülanzen  gedeutet  wurde, 
nicht  dem  entspricht,  welches  wir  heute  neben  den  Siebröhren 
and  Geleitzellen  unterscheiden.  Es  scheint  sogar,  dass  man 
früher  unser  Canibiform,  dessen  Elemente  vielfach  ungefähr 
dieselbe  Weite  besitzen  wie  die  Siebröhren  iTaf.  11  1  ii;.  17)  als 
solche  betrachtete  und  nur  die  Gcleitzcllcu  als  Cainl)iforra 
unterschied.  Ich  mochte  annehmen,  dass  die  von  uns  ujil 
diesen  Namen  belegten  Zellen  keine  .iudcrc  Function  verrich- 
ten, als  die  das  Gefassbündel  zuniiclist  umgebenden  rarencliym- 
zellen,  dass  sie  also  besonders  die  zur  Kiwoissbildung  erforder- 
lichen Substanzen  den  Geleitzellen  zufuhren  und  <lio  Abfälle 
dieses  Processes ,  z.  B.  oxalsaure  Salze  aus  diesen  aulnelimen. 
Die  geringen  Mengen  von  Protoplasma,  das  Fehion  de^s  glänzen- 
den Schleimes,  welcher  als  wanderndes  i.iueiss  allgemein  ge- 
deutet wird,  machen  es  durchaus  unwahrscheinlich,  dass  die 
Canibiformzellen  neben  den  viel  hesser  eingerichteten  Sieb- 
rithren  an  der  Leitung  des  Kivveisses  Theil  nehmen.  Die  Gcloit- 
zellen,  auf  welche  man  vielleicht  die  für  das  alte  Canjl>ilorn» 
aufgeslelUe  Hypothese  übertragen  möchte,  bilden  gewöhnlieh 
gar  keine  ununterbrochenen  Liingsrcihen  und  durften  schon  aus 
diesem  Grunde  für  die  Fortführung  plastischer  Stoffe  nicht  ge- 
eignet sein. 

Resultate. 

1 .  Mit  dem  Durchmesser  der  Blatlnerven  nimmt  auch  die 
Weite  ihrer  Siebröhren  und  Geleilzellen  ab,  die  ersteren  ver- 
engern sich  aber  schneller  als  die  Iclzleren. 


*)  DE  BABf ,  Vergleichende  Annfoniie  pag.  499. 
*)  Pbysioiogiscbe  Anatomie  pag.  349. 
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i.  In  den  f<Mii('r('ii  und  feinsten  MascitetihUndcIn  siiul  die 
Goleilzellen  mindrsferis  ebenso  weit,  in  den  meisten  Füllen 
weiter  als  die  /u!;*  lioritien  Siebröhren.  Bei  zahlreictien  Dico- 
tylen,  besonders  l>ei  solchen  mit  bicollateralen  GefässbUndeln, 
haben  die  Geleitzellen  der  feinston  Maschennerven  soizar  einen 
grösseren  Durehrnesser  als  im  Blatlsliei  und  Stengel.  Die  peri- 
pherischen Zellen  Kocu's,  ineine  Ijebergangszellen,  sind  diese 
stark  erweiterten  Geleitzelien  und  werden  fernerhin  nur  noch 
als  solche  zu  bezeichnen  sein. 

3.  Bei  allen  collateralen  und  bicollateralen  Üicolyien,  mit 
einziger  Ausnahme  der  Cucurbitaceen,  hiiui  die  feinsten  Maschen- 
bUndel  collateral  gebaut.  In  dem  unter  dem  GeHisstheile  Hegen- 
den Siebtheile  kommen  neben  den  weiten  Geleilzellen  und  dem 
bald  leichter,  bald  schwerer  davon  unterscbeidbaren  Cauibifonn 
unvollkommene  Siebröhreu  regelmUssig  vor. 

4.  Die  unvollkommenen  Siebröhren  sind  sehr  euj^  und  be- 
sitzen nicht  mehr  deutliche  Siebplatten.  Sie  enthalten  nur  einen 
dürftigen  Protoplasmabeleg,  welcher  nicht  selten  f;anz  fehlt  und 
niemals  einen  Zellkern.  Schleim  kommt  bald  in  gi*össerrr,  bald 
in  jjerini^erer  Menpe  vor,  ist  aber  in  sehr  vielen  unvollkoninu  iu  n 
Siebrull l  en  nicht  zu  beobachten.  Dieselben  werden  dann  nur 
von  WiLssi  iger  Flü.ssigkeit  erfüllt. 

5.  Unter  den  blinden  Nervenenden  derBlaltlamina  sind  zwei 
Arten  zu  unterscheiden  :  die  Nebenenden  und  die  Hauplenden. 

6.  Die  Nebenenden  enthalten  niemals  Siebröhren  und  be- 
stehen bei  allen  colkiUMMlen  Dic^tvlen  nur  noch  ;m!s  Tracheiden. 
Unter  den  bicollateralen  haben  nui"  d\c  (mk  u i  l)ii.iceon  bicolla- 
terale  Nebenenden ,  deren  unterer  Sicl  tlu  il  durch  eine  Reihe 
stark  erweiterter  Geleitzellen  ,  deren  uberer  Siebtbeil  durch 
langgestreckte,  proloplnsinaanne  und  kernlose  Zellen  dargestellt 
wird.  Alle  anderen  bicollateralen  Dicotylen  schliessen  sich  in 
Bezug  auf  die  Nebenenden  den  collateralen  an.  Nicht  seilen  tritt 
aber  hier  zu  den  TracheYden  eine  Ueihc  erweiterter  GeleiUeilen 
als  Rest  des  unteren  (üusserenl  Siebtheiles  hinzu. 

7.  Die  Hauptenden  sänuntlicher  rollaieraler  und  bicol la- 
teraler Dicotylen  führen  stets  einen  vollständigen  unteren 
Siebtheil,  welcher  so  zusammengesetzt  ist,  wie  in  den  feinsten 
Maschcnl)Undeln  ,  und  kurz  vor  oder  mit  den  Traihcideii,  nie- 
mals spliter  als  diese,  aidiioii.  In  allen  llauptenden  liegen  ali»o 
blinde  Endi^ungen  von  unvoiikuuiuienen  Siebröhreu. 
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8.  Die  Anp^hon  AHKsrm.t  (;'s .  d.iss  bei  ficx,  Tili;i  niid 
Buxus  isolirlc,  liliiid  ('FidciHie  Sicitrolircn  zwischen  die  Zelk'ii 
dtis  Lilc  kcnparcnchyiiis  vordringen,  unabbtingig  von  der  Nerva- 
tur, sind  unrichtig:  Es  liegt  eine  Verwechselung  mit  Skleren- 
cb)m fasern  vor. 

9.  Bei  Buxus  bestehen  die  blindon  Enden  nur  aus  Sklcren- 
rhymfasern,  welche  hier  die  Fuueüou  der  Traeheiden  (iber- 
nonmien  haben  und  wahrscheinlich  als  wasserleitende  Elemente 
anzusehen  sind. 

10.  Bei  Buxus,  Quereus,  .lufilans  und  Arislolochia  giebl  es 
keine  blinden  Sicbröhrencndcn  in  der  Lamina,  Uauplendcn 
fehlen. 

H.  Die  Siebtheile  aller  untersuchten  Dicotylon  enthalten 
immer  Siebröhren,  Geleilzcllen  und  (wunhitorm. 

<2.  Das  Cambiform  ,  zu  welciieni  früher  die  rteleitzellen 
gerechnet  wurden,  ist  an  der  Leitiinji  des  Eiweisses  nicht  oder 
nur  nebenbei  betheiligt,  seine  Uauptleislun}«  besieht  walir- 
schein  lieh  darin ,  die  Materialien  zur  Eiweisserzeugung  herbei- 
zuschaflen . 

13.  Als  specifische  Bildungsherdc  der  Eiweisssubstanzen 
sind  die  Geleitzellen  anzusehen.  Ihre  Vci  isserunt?  in  den 
feinsten  Nerven  des  HIatles  spricht  dafür,  dass  hier  der  Uaupt- 
sitz  der  Eiweissbercitung  ist. 

14.  Die  ausgebildeten  Siebröhren  ru  iitiien  nicht  Theil  an 
der  ErzeuLiung  der  eiweissartigen  Bausiotie,  sind  aber  die  spe- 
cilischen  Leitungsbahnen  derselben. 

15.  Diese  Besultate  gelten  füi-  alle  in  dem  nachfolgenden 
Vcrzeichniss  aufcjeführten  Pflanzen  nn*t  den  durch  die  bcigege- 
benen  RemerkuMiien  bedingten  Einschränkungen. 

Leipzig,  im  April  1885. 


Verseichniss  der  untersuchten  Pflanzen. 


1 .  Aegopodium  Podagrarin  I.. 
4.  Aesculus  Hippocastaiiutn  L. 

3.  AristoJockia  Siphu  L  Uerit. 

4.  BdUi  vulgaris  f  Moqu. 

5.  Buxvs  sempervirens  L. 

6.  Calcyanthus  floridus  L. 

7.  Cnmf'üin  -nponirn  ].. 

S.  Ceriotbe  aspera  Kutb, 


9.  Ceslrum  Pocppigii  •  Seudl. 

10.  Clarckta  pulchella  *  Pursb. 
41.  Cornus  sanguioea  L. 

11.  Corylus  Avellana  L. 
48.  Cucurpila  Pepo  *  L. 

14.  Cyfisus  Laburnum  L. 

15.  Dahliii  varirthills  Dcsf. 

16.  Diervillea  rosea  UnUI. 
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17*  Digitalis  purpurea  L, 

48.  Drosera  rolundifolia  ■]-  L. 

49.  EcbaUinm  Kliiliv  ium  *  A.  Rieb. 
30.  Evoru  Ullis  ourojiarus  L. 

24.  b'agu!»  silvalicu  [L  rubra]  L. 
SS.  Fraxinus  excelsior  L. 
S3.  Gcntiana  Cniciala  *  L. 
t4.  Hetlero  Hclix  L. 
SS.  llcrnolrtim  Sphnndylium  L. 
fi6.  iiippuris  vulgaris  Ii. 
27.  Uydrangia  Uortunsia  DC. 
S8.  Ilex  AqutfoUum  L. 
99.  Joglans  regia  L. 

30.  Loprzin  rnrcmosii  *  Cav. 

Lycium  llaccitlum  *  (Vell.) 
dS.  Lycopsis  arvcnsis  L. 
SS.  Lythrüm  Sallcaria  *  L. 
34.  Kanyanthes  triCollata  L. 
85.  Mirabilis  Jalapa  \.. 

36,  Nicandra  physaloidcs  •  Gttr(n. 

37.  Nicotiana  Tabacum  *  L, 
SU.  Nuluna  aUiplicifolia  *  Hort. 

39.  Oenothera  fnitlcosa  *  L. 

40.  Passiflora  coerulea  L. 


44.  Phaseolus  graadiflonis  W. 

42.  PtiNsalis  Allsekengi  *  L. 
48.  Plantagü  major  L.  (und  ovala 
Korsk.) 

44.  Fu|mluh  trcmula  L. 

45.  Prunus  avium  L.  (culliv.). 
48.  Quercus  ftobur  L. 

47.  Ranunculus  acris  L. 

48.  Rhomnus  Calharlicus  L, 

49.  Ril)es  rubrum  L. 

50.  Rubtts  idaeus  L. 
84.  Ramex  Acetosa  L. 

52.  Saponaria  oißcinatis  L. 

53.  Saxifraga  granulula  L. 

54.  Seduni  Tclcphium  L.  (und  re- 

flexum  L.) 

55.  Solairaai  tuberosum  *  L. 

56.  Sparmannia  africana  U  61. 

57.  Syriuga  vulgaris  L. 

58.  ThunbtM  j^ia  alala  •;•  Boj. 

59.  Tilia  plat\phylla  Scop. 

60.  Tropaeuluin  majus  L. 

64.  Vaccioium  MyrUHus  L. 

65.  VItis  vinifera  L. 


Die  mit  einem  *  versehenen  Pflansen  besitsen  bioollaterale  Gettsa- 

bündol.  Ein  7  bedeutet,  dass  die  Pllanze  nur  auf  dns  Verhallen  der  Geleit - 
Zellen  und  .Siebröhren  in  den  r«Mnsfcn  Maschenbündeln  untersucht  wurde, 
dass  dagegen  die  Hauptenden  niclil  i^i  iiauer  zu  analysiren  waren.  Sonst 
wurden  alladie  genanulen  Pflaumen  nach  der  in  der  Einleitung  geschilder- 
ten Methode  studirt. 


lürUImiig  der  Figorau 

(Die  eiogeklammerlen  Ziffern  geben  die  Vergrteserung  an.) 

ca  =  Cambifornif  t »  TrachelTde,  g»  =  GeleUxelle»  Sklerenchym- 

faser,  8(  b  Siebröhre,  cg^ss  Cambiform  und  Goleitsellen,  welche  nicht  von 

einander  zu  unlorsrheidcn  sind.  Die  Sichi  öhrcn  wurden  leor  oinppzoii'bnrt. 
in  den  Geleitzellcn  wurdr  flci  Inhalt  möglichst  dicht  einfiel iac;i  11  zum 
Untcrscbiod  von  dem  Camhilorm ,  bei  welchem  der  Natur  gemäss  nur  cm 
schwacher  Wandl)eleg  angegeben  wurde. 


Tafel  I. 

big.  4.  Cucurbita.  Querschnitt  durch  den  äusseren  Siebtbei)  des  stärksten 
GefUssbÜndels  im  Nerv  I  (vergl.  die  Tabelle  auf  pag.  256).  (675.) 

Fig.  2.  Cucurbita.  Querschnitt  durch  den  unteren  (äusseren)  Sieblheil  des 
einzigen  GefiissbOndels  in  Nerv  IL  (676i) 
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Fig.  9.  Cucurbita.  QuerschniU  durch  den  unteren  Sieblheil  des  Nerv  III. 
(•75.) 

Fig.  4.  Cucurbita.  Querschnitt  durch  den  ganzen  unteren  Sichtheil  des 
Gefässbündels  in  Nerv  IV.  Dio  an  dem  linken  Rande  des  Bildes 
{icletifue  (icleitzeMe  (ge;  hat  sich  bereite  ansehnlich  erweitert 
uud  ibt  zur  lubergangszeilü  (penpheriscbo  Zelle  A.  kucu's)  ge- 
worden. (675.) 

F^.  5.  Cucurbita.  Qnecäcbnitt  durch  den  ganien  unteitB  Siebtbeil  des 

Nerv  V.  Rechts  und  links  schliesst  sogleich  LUckenparcnchyni 
an  (los  NervenlauHlc!  an.   Dagegen  wird  dasselbe  noch  nicht 
von  der  PaiiisaUun:»chiciit  überzogen,    lieber  und  unter  dem 
Bündel  liegt  noch  farbioses  Nervenparenchym.  (675.) 
Flg.  6.  Cncorbita.  Onenchnitt  durch  das  ganze  GelUssbttndei  des  Nerv  VI. 

Dasselbe  wird  ringsum  vom  Mesophyll  umschlos.sen.  Oberhalb 
des  Bündels  liegt  die  Pallisaden'^rtücht,  das  Lückenparenchym 
hat  eine  Parenchymscheide  gebildet.  l*arbl<»es  Nerveupareo- 
chym  fehlt.  (670./ 

Flg.  7.  Cacurbila.  Qaerschnilt  durch  das  ganie  GefttasUlodeJ  eines  Nerv 
VII.  Im  untoren  Siebtheil  ist  nur  noch  eine  sehr  enge,  unvoll- 
kommene Siebrohre  {si)  mit  zwei  zu  Uebergiintrs/i  lli  n  i  r\Ht'it('r- 
ten  Oeleitzellcn  und  eine  einzige  CünilMfdrfnzelK'  viuliandou 
Die  Siebrohrc  des  oberen  6iebtheiies  liul  sich  niclit  so  sUirk  \  ( r- 
engt,  wie  die  des  untoren,  die  Geleitzelle  ist  eng  geblieben.  [61!%.} 

Fig.  8.  Cucurbita.  Querschnitt  durch  das  ganze  Gefllssbttndel  eines  Nerv 
VII.  Die  Siebrdbre  des  unteren  Siebtheiles  ist  hier  ausser- 
gewöhnlich  weit.  (675.)  Diese  uiul  die  vorige  Figur,  welche  den 
Bau  der  feinsten  Maschennerven  darstellen,  veranschntiüclirn 
auch  die  Zusammensetzung  des  unteren  Siebtheiles  der  üaupl- 
enden,  der  obere  enthält  bei  diesen  keine  Siebröhren  mehr. 

Fig.  9.  Ecbaliium.  Querschnitt  durch  ein  ganzes  feinstes  Ifaschenbflndel. 

Die  Cambiformzellen  des  oberen,  eine  Siebröiirc  nebst  deleit- 
zelle  enthaltenden  Siebthoilcs  zeichnen  sich  durch  ilure  GrOsse 
und  durch  Chlorophyllkürner  (r/i;  aus.  {87.". 

Fig.  10.  Ecbaliium.  Fliichenschnitl  durch  die  beiden  iclzlun  (ilicdcr  eines 
Haoptendes,  der  Schnitt  Ist  durch  den  unleren  Siebtheil  geführt 
worden.  Die  nnvolllEomuiene  Siebrtthre  («i)  httrt  mit  ange- 
schwollenem Ende  im  vorletzten  Gliede  auf,  das  letzte  enthült 
im  unteren  Siebtheil  nur  noch  Geleitzellen  (Uobergangszellen). 
Die  Endanschwoliung  der  Siebröhre  ist  keinesfalls  typisch,  ge- 
wöhnlich besitzt  das  letzte  Glied -überall  ein  gleiches  Lumen. 
(«».) 

1% 4 4 .  Cucurbita .  Flächenschnitt  durch  den  oberen  Siditheil  eines  Netwu^ 

cndes.  Derselbe  besteht  nur  noch  aus  einer  Längsreihe  langge- 
streckt* r-,  protoplasmaarmer  imd  kernloser  ZeHen.  An«  h  in  den 
Hauptenden  bilden  diese  Elemente  allein  den  oberen  Öieblbeil. 
(«75.) 

l^ig.  It.  Cucurbita.  Erweiterte  Geleitzelie  (Uebcrgangszclle)  aus  dem  unte- 
ren Siebiheile  eines  feineren  Nerven.  Bei  s  hat  sich  ein  grössere 
Menge  SiebrOhrenschleinip  welcher  jedenfalls  in  der  Geleitselle 
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fnlsl.indcn  ist,  angcsnmmoll.  Des  Präparat  wurde  von  einem 
Ulaitfra^nientc  angeferli^t ,  weh  hes  am  16.  AufiusMSs;  früh 
7  Uhr  vun  der  Pflanze  abgertchiuUen  und  sogleich  iu  absoluten 
Alkohol  gebracht  worden  war.  (S78.) 

Kij{.  U  u.  U.  CoearbiUi.  Zwei  abnorm  gebenla  blinde  Enden.  Diese 
beiden  Zeichnungen  wurden  nur  dwVoHstlindigkeit  halber  auf- 
genommen; sind  für  die  »llgemeinen  Reeultate  der  vor- 
siehenden Arbt'il  büdeututigslos. 

Fig.  45.  Physaltö.  Flächenscbnitt  durch  da»  letzte  Glied  eines  Hauptendcü. 

Bin  Vergleleli  mit  Fig.  SO  sei«»»  daea  der  Schnitt  ttber  der  Sieb- 
rOhre  geruiirt  wurde  und  zwei  neben  einander  liegende,  erwei- 
terte Gelettrollerj  traf.  (<)75 

Fig.  16  l*hysali?<.  Das  der  vurigen  Tigur  zu  Grunde  iic}:endc  Präparat  von 
der  anderen  (unteren)  Seite  geselieB.  Es  wurde  eine  blind  endi- 
gende unvollkoouneneSlebrtthre  mitCambilbnnsellmi  freigelegt. 
Die  lelsteren  enlhallen  kleine  Kryalaile  von  osnlaanrem  Kellt. 
Die  Figur  zeigt  sehr  deutlich  die  Beschaflenheil  der  unvollkooi' 
mencn  Siebröhre  und  ihren  An^chliiss  an  das  l  uckenparenchyoi. 
Dif  Tracheiden  horten  gleichzeitig  mit  dem  unteren  und  ein* 
zigen  Siebliieilc  des  collateralen  llauptendeü  auf.  (675.) 

Fig.  17.  Pfaysalto.  Qoenchnitt  durch  den  iaSBoren  Siebtheil  des  Geiisi- 
bttndelringes  im  Stengel.  Die  Siebrtfhren  («i),  deren  Inhalt  hier 
nusnahni8Weiäe  angedeutet  wurde ,  sind  ebenso  weit  wie  die 
Citinbiformzi-Ilon  iu  .  Diese  enftialten  nur  einen  scIunnctiliLii'n 
Proloplasuiabelcg  und  viele  kleine  krystalle  aus  Kalkoxalat 
wahrend  das  Gambiform  leicht  von  den  GelellMlIen  ni  unter- 
aclieiden  ist,  bedarf  es  immer  einer  genaueren  Prtthing,  wenn 
man  dasselbe  zwisclien  den  Siebrohren  erkennen  will.  Ver- 
wechselungen sind  N'irhl  möglich ond  werden  wohl frähoT aocb 
oft  vorgekommen  sein.  (675.) 

Fig.  18.  Physalis.  Querschnitt  durch  den  ganzen  uuteren  Siebtheil  des 
Geftiebilndels  eines  Nerven  dritter  oder  vierter  Ordnung.  Der- 
selbe enthält  noch  ferblosesNervenparanchym.  IMe  Geleltzellen 
sind  unjicfUhr  ebenso  weit,  einige  sogar  weiter  als  die  stark 
verengten  Siebrühren,  von  welchen  sieb  da6  Camhiform  ouo- 
mehr  leicht  unterscheiden  iusst.  (675.) 

Flg.  19.  Physalis.  Querschnitt  durch  das  ganze,  bicoUatersle  GeftssbUndel 
eines  Nerven  vierter  oder  ffttnftor  Onlnung.  Dasselbe  wird  von 
der  PaMisadensohicbt  uberzogen  und  von  einer  Parencbym- 
schelde  umgehen.  Farbloses  Nervcnparonchym  ist  nicht  mehr 
vorhamlen.  Die  Geleitrcllrn  des  oberen  Siehtlioiles  sind  klein 
geblieben,  die  des  unlereu  dagegen  zu  Lebergangszciicn  au^e- 
SGbwollen.  (67».) 

Fig.  10.  Physalis.  Querschnitt  dnrch  ein  ganses  feinstes  llsschenbttndel. 

Dasselbe  ist  coUateral  gebaut,  der  obere  Siebtheil  erhält  sich  bei 
Physalis  nur  bis  in  solche  Nerven ,  wie  in  Fig.  lü.  Das  Gambi- 
form {ca}  mit  seinen  Oxalalkryslällcben  ist  leicht  von  den  Ge- 
leitzellen zu  unterscheiden.  Das  Bild  veranschaulicht  zugMeb 
don  Querscbniii  durch  die  Basis  eines  Hauptendes.  (67S.} 
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Flg.il.  niyMli«.  Querschnitl  durcb  ein  NebcnenUe  mit  oiner  Tracbeide 
und  fwei  GeJeitoellen.  1d  anderen  Nebenenden  fehlen  die  lels» 

teren,  dann  sind  nur  noch  trachealc  Etemeote  übrig.  (675..I 
Fig.  91.   Physalis.    Tangentialschnitt  durch  den  Üusseren  Siehthtul  des 
Bünd«^liinges  im  Stengel.    Die  Ueleilzellen  haben  «lif  },'lt.'ichi« 
Lunge  wie  die  Siebrübrenglieder.  Das  CamLilui  tn  iriU  als  dritter 
Beslandthell  des  Siebtheiles  deuUicli  hervor.  (375.) 
Fig.  Ii.  PhyMlis.  Unvollkommene  Slebrtflure  mit  Schlauchkopf»  begleitet 
vou  liryslallhaltigon  CambiformsEellen.  Längsschnllt  aus  einem 
feinsten  Mfischenhüudel.  itiTS.) 
V'tg.  i4.   Nicoliann.   ^uunictiuiU  üurcti  ein  iiijiizt's  cul laterales ,  feinstes 
Maseben bundcl.   Das  Camblfurm  und  die  üeleitzellcn  waren 
hier  nlehl  deatltch  zu  unlerscbeiden.  Ein  Vergleich  mit  Fig.  SO 
wird  die  richtige  Dtatang  de»  Bildet  ermtfgliohen.  (675.) 

Tafel  II. 

Fif[.  4.  j^BKifraga.  Qturschnltt  durch  den  Siebtheil  eines  Blattoiietbündel.'i. 

Zwischen  den  weiten  Cambiformiellen  liegen  Gruppen  eng- 

lurniger  Elemnnte,  welche  hei  genauerer  Untersuchung  als  Sieb' 
röhren  und  Goioilzollt  n  suh  unterscheiden  lassen.  (675.) 

hg.  i.  iHixifraga.  Querschnill  durch  ein  ganzes  feinstes  Maschunbündet 
oder  durch  ein  Uauptendc.  Ein  Theil  der  Cambiformzellen  hat 
Ghlorophyllktfmer  gebildel.  Die  Geleitiellen  sind  weiter  als  dii* 
zugehtfrigeo  Siebrdhren.  (675.) 

^•g.  8.  Kvonymus   O'ierschnilt  dun  h  fien  Siebtheil  der  MItlelnervbasis. 

Den  Canibilormzellen  enlsprecheu  die  weitesten  Maschen.  Die 
Geleilzeilen  grenzen  hier  gewuhnlicb  an  die  KrystalldruscD  cnt- 
hallenden  Markstrablaellen  (m)  an.  Niemals  wurde  beobachtet, 
dasa  die  lelBlena  mit  den  Siebrtfhren  in  Bertthrang  stehen.  (675.) 

Fig.  4.  Evonymus.  Querschnitt  durch  das  ganze  Gef^ssbUndel  eines  fei- 
neren Nerven.  Die  Cnnjbiformzellen  kommen  nur  noch  zwi- 
schen dem  Gefai>s~  utui  <leni  Sieblbeil  vor.  Üie.ser  eulhitll  «jehr 
verengerte  Siebröhren  und  weite  GeletUeilen.  Nervenparon- 
chym  ist  nicht  mehr  vorbanden,  die  Halliaadenschlcht  bedeckt 
das  von  einer  Parenchymscheide  umgebene  Bttadel.  (675.) 

''•I.  ö.  Bvonymus.  OuersehniU  durch  ein  ganzes,  feinstes  Mnschenbündel. 

Der  Siebtheil  enthält  kein  Cambifurm  und  besteht  aus  zwei  Sieb- 
rOhren  mit  drei  stark  .erweiterten  Geleitzellen  (Uebergangs- 
lallen).  Ein  fihoüches  BUd  würde  ein  Querschnitt  durch  die 
Basis  eines  Hauplendes  gewthreo.  (679.) 
6.  Bvonymus.  Querschnitt  durch  einen  kurzen  Endast  eines  ver- 
zweigten Hauptendes.  SiebrOhren  fehlen,  Geleitiellen  noch  vor- 
handen. (675.) 

Fig.  7.  Nicotiana.  Flächenschnilt  durch  das  letzte  Glied  eines  Uauptendes, 
Siebtheil.  Die  einsige  unvollkommene  SIebrOhre  httrt  mit  den 
Geleitiellea  auf  und  schiebt  sieb  zwischen  diese,  ein.  Die  mit 
09  bezeichneten  Zellen  wirr!  man  wohl  als  Geleitzellen  aufzu- 
fassen hallen,  doch  könnten  sie  auch  Cambiform  darstellen. 
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BinTbeil  eioer  das  letzte  SiebrdhrcMigliod  licdcckendeu  Z«  !k 
wurde  mit  eingezeichnet,  clor  andere  Tbeil  wer  durch  des 
Messer  weggerissen  worden.  (GTS.j 
Flg.  8.  NicuUuua.  Nebeaende,  nur  au»  TraciieidcD  bestehend.  Fluchen- 
sohuilt.  (675.) 

Fig.  9.  Nicotiam.  Queracluiitt  durch  ein  Nebeneude  ohne  Siebtbeilrwl. 

(675.) 

Fig.  40.  Nicotiana.  Flfichenschnitl  durch  ein  Nebenemlo  ,  den  aus  erwei- 
terten Gelettzcllen  bestehenden  unteren  und  einzigen  Siebthoil 
zeigend.  Siebröhren  treten  in  die  Nebenenden  nicht  ein.  (675.) 

Fig.  H.  Nicotiana.  Das  Prttparat  der  vorigen  Figur  von  der  anderen 
(oberen)  Seite  gesehen*  Die  Tracbeiden  entsprechen  in  ilirer 
Form  und  Lage  den  in  der  Fig.  4  0  abgebUdeten  GeleiUelleo. 
Man  veri.'!.  nuch  Fig.  a<  T;)f.  I.  (675.) 

Fig.  it,  IManlugü  major.  Flttcheuschniu  durch  das  letzte  Glied  eines  Uaupl- 
endes.  Die  unvoltkonineiie  Slebrttbre  hat  sieb  bis  tarn  Ab- 
schluss  des  ganzen  Sfebtbeiles  und  des  GefiiBstiieiles  erhallen. 
ge  dilt  rte  bestimmt  eine  Geleitselle  sein,  bei  <^  konnte  aber  audi 
Ciinibiform  vorliegen.  (675.) 

Fig.  43.  FlaiUagu  major.  Querschnitt  durch  ein  ganzes  feiui^lei»  Museiien- 
bUndel  oder  durch  die  Uasis  eines  Hauplendes.  Eine  Cambi- 
fonnzelle  ea  ist  sicher  zu  erltwnen.  {6T6.) 

Fig.  44.  Corylus.  Querschnitt  durch  ein  feinstes  Maschetduindol  ojor 
durch  ein  Hau|)tende.  In  dem  engmaschigen  SiebHieii.  welcher, 
wie  ein  Anaiogiest^hluss  wahrscheinlich  macht,  nocli  Siebrohren 
enthält,  lassen  sicii  diese,  die  Geleitzellen  und  das  Cambiforro 
nicht  mehr  von  einander  unterscheiden.  (675.) 

Fig.  III.  Querout.  Qneisohnitt  durch  ein  feinstes  llaschenbilndel.  Der 
.schwer  analysirbare  Siebtheii  enthält  noch  SIebrühreo  mit  Ge- 
leilzelleii  (!it»  eiNlcren  treten  noch  am  scIiUif'-ten  hervor. 
Haupleiuleii  gieijl  es  bei  Querens  nicht,  die  Nebeueoden  be- 
stehen stets  nur  aus  Tracheideu.  (675.J 

Fig.  16.  Lycopsis.  Qnerachnitt  durch  ein  letstes  Maschenbttndel  edereia 
Hauptende.  Die  Zelle  ge  ist  wahrscheinlich  eine  Geleitzelle,  die 
anderen  mit  ca  bezeichneten  Maschen  entsprechen  dem  Camhi- 
forni,  welches  hier,  wie  bei  Physalis,  kleine  Kalkoxalatkrystalle 
enthält.  (675.) 

Fig.  47.  Gentiaoa.  Querschnitt  durch  das  vorletzte  Glied  eines  Hauptendes 
oder  durch  ein  Nebenende.  Von  einer  Parencbymseheide  um- 
schlossen besteht  das  Nervenbttndel  nur  noch  ans  einer  Tra* 

cheiden reihe.  (675.) 

Fig.  <8.  Gentiana.  Fischenschnitt  durcli  ein  Hnijplende  geführt.  Die 
Parenchymscheide  p  setzt  sich  nocii  um  ein  Glied  über  den 
Bndpunkfder  Trache'iden  fort.  Nttheres  im  Teste.  (478.) 

Fig.  49.  GenUana.  Querschnitt  durch  die  Fortsetzung,  der  Parenchym- 
scheide. (675.) 

Fig.  iO.  -Hex.  Querschnitt  durch  ein  feinsi"s  Maschenbündel  mit  ««elir 
engen  unvoUlscjnwDenen  Siebrotiren  und  doppelt  so  weiten  Geleit- 
zellen. Das  Cambituin)  ist  von  diesen  leicht  zu  unterscbeideo. 
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Unterhalb  des  Siebt  heiles  ein  ßeteg  av»  onverholiteii  Skleren- 

chymfa'iprn  sf  .  675). 
Fig.  i4.  Hex.  Em  Sluck  des  NervenoeUes  mü  isolirten  Sklercnchymfaseru 
{sf;,  welche  von  den  Gefässbündeln  aus  in  das  Mesophyll  ein- 
dringen. Diese  mit  ChlorEinlijod  eich  blau  fltriModen  Fasern 
sind  von  Arbscogug  als  Siebrtfbren  gedeutet  worden.  NKheres 
im  Text.  (70.) 

Fig.  3i.  Ranunculus.  Querschnitt  durch  ein  feinstes  Maschenbündcl  oder 
durch  die  Basis  eines  Haupteades).  Die  für  den  Stengelsiebtheil 
chHiukteristische  Thcilungsweise  der  die  (jeleitzellen  und  die 
SiebrGhrenglieder  erzeugenden  Procambiiimaellen  bat  sieb  bis 
in  dieses  larte  Nervenbündel  erhallen.  (<?5.) 

Fig.  üS.  Buxus.  Durch  Maceration  isoürte  SklerencbymliBser  aus  den  blin- 
den Ausläufern  der  Nervatur.  (675.) 

Fig.  ii.  BuAUi).  Flächenschnitt  durch  ein  nur  aus  Sklerenchymfasern  be- 
steheudes  blindes  Nervenende.  Einzelne  der  genannten  Ele- 
mente dringen  zwischen  die  Zellen  des  LUckenpsrenchymes  ein. 
Tracheüden  kommen  in  diesen  Enden  gar  nicht  vor,  die  Wasser- 
leitung wird  von  den  Sklerenchymfasem  besorgt.  Näheres  ttber 
Areschoug's  Angaben  im  Tev  »75.) 

Irig.  M.  Buxus.  Querschnitt  durch  ein  ^klcienchymfaserbüDüel.  Trachei- 
den  und  Sieblhoil  fehlen.  ,675.) 

Fig.  f6.  Tilia.  Querschnitt  durch  den  Sicbihcil  eines  feinsten  Maschen- 
bttndels.  Die  Unterscheidung  der  Geleitzellen  und  des  Csmbi- 
formes  bietet  einige  Schwierigkeit  and  llisst  sich  nicht  für  alle 
Masehen  des  Querschnittes  darcbfübren.  (675.) 

Pig,  %1,  Tili«.  Querschnitt  durch  ein  feinstes  Maschenbundel,  dessen  Sieb- 
theil bereits  aufgehört  hat.  An  <ein«'  Stelle  ist  finc  Sklerenchx  ni- 
faser  getreten.  Die  Tracbeiden  sind  ziemlich  dUnnwaudig,  nher 
trotzdem  auf  FlKchenscbnillen  sicher  zu  erkennen.  (675.) 

Fig.  ts.  Tilia.  Fittcheaschnitt  durch  den  Rest  eines  feinsten  Blasehen- 
bttndels,  Ton  welchem  nur  eine  Lttngsreihe  lan^estreckter» 

kernloser  und  protoplasmaarmer  oder  leerer  Zellen  übrig  ge- 
blieben ist.  Diese  schliessl  sich  an  die  Parenchyni-;rhot()<'  j> 
eines  stärkeren  Mascficnbiindols  an.  Nälieres  im  TeAte  bei  der 
Besprechung  von  AHbscHouu's  Blatlanatomie.  (675.) 

Fig.  i9.  Rumex.  Fiächonschnitt  durch  die  beiden  vorletzten  Glieder  eines 
Haoptendes;  derSiebtbeil  freigelegt.  Die  unvollkommene  Sieb- 
röhre mit  zwei  scheinbar  geschlossenen  Querwatidcii.  Die 
2eV.ru  ;ir  sind  jedenfalls  (ieleitzellen.  Ihre  Unterscheidung  vom 
Cumbtlunu  konnte  nicht  mit  Sicherheit  durchgeführt  werden, 
wie  auch  die  folgende  Figur  zeigt,  (675.) 

Fig.  30.  Rumex.  Querschnitt  durch  ein  feinstes  Maschenbundel  oder 
dnreb  die  Basis  eines  Hauptendes.  Gambiform  und  GeleilMlIen 
sind  sicherlich  vorhanden,  aber  nicht  mit  Bestimmtheit  zu 

untersclieiden.  Die  mit  je  bezeichneten  Zellen  Sind  wahrschein- 
lich erweiterte  Geleitzellen.  (675.) 


Uiyitized  by  Google 


280  br.  A.  Fischer,  cbkr  diu  SteBRuiiRK»  der  Dicutilexblatter. 


Fig.  II.  FrasiDiis.  Qttencbiiitl  dweh  ein  feinstes  MasebenbilDdel  (oder 
ein  Itouplende).  Cambilonn  fohlt,  zu  ^jeder  der  beiden  stark  ver- 
engten unvoDkomroenen  Siebröhren  gebtfri  Je  eine  erweiterte 

Geleilzello  i  i  ht  /gangsxelle,  .  (675.) 
Fig.  8i.  Menyanthes.  üuerscbnitt  durch  ein  Hauptende  oder  ein  feinstes 
Mascbenbttndel.  Cambifenn  and  Geleitiellen  nicht  sn  unter- 
scheiden, aber  wahrscheinüch  voihanden.  (•IS.) 
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•  SITZUNG  AM  I.JUNI  1885. 

Joseph  Gierster,  Ueber  die  OVt/o/s  .v  7,«j  Gruppr  der  }Jodular- 
gleichungen  für  den  Trans/ ormalionsyraä  q**,  (Vorgelegt  von 
F.  klein.) 

In  meiner  Arbeit:  »Die  Untergruppen  der  Galoissciien 
Gruppe  der  Modulargleichungen  für  den  Fall  eines  primzahllj^üu 
Transformationsgrades«,  Math.  Annalen  Bd.  XVIII,  habe  ich  die 
Aufgabe  behandelt,  die  in  der  bezeichneten  Gruppe  enthaltenen 
Untergruppen  sämmtlich  aufzustellen  und  in  Bezug  auf  ihre 
Gleichberechtigung  zu  classificiren.  Es  schien  mir  nun  zur  Er- 
ledigung gewisser  nicht  unwichtiger  Fragen  in  der  Theorie  der 
elliptischen  Modul functionen  wünschenswerth,  auch  die  Ga- 
lois'schen  Gruppen  der  Modulargleichungen  für  zusammen- 
gesetzte Transfbrmationsgrade  in  dieser  Hinsicht  eingehend  zu 
Studiren.  Ich  habe  diese  Untersuchung  vorläufig  für  Potenzen 
von  Primzahlen  >  S  durchgeführt.  Auf  diese  bezieht  sich  die 
folgende  Mittheilung  und  es  sei  daher  unter  q  immer  eine  Prim- 
zahl >  2  verstanden.  Die  Potenzen  von  2  selbst  können  ebenso 
erledigt  werden.  Jedoch  stellt  sich  ihre  gesonderte  Behandlung 
wegen  des  vielfach  abweichenden  Verhaltens  der  entsprechen- 
den Gruppen  als  sweekrottssig  heraus. 

I. 

Deflaitwi  der  0rapp«. 

Zur  Dt'finilion  der  betrachteten  Gruppe  r>G-<  kann  man 
verschiedene  Darstellungsfornien  wählen.  In  ihrer  reellen  Ge- 
stalt besieht  dieselbe  aus  aliea  Substitutionen 

(I )  S  =  f  [c,,  Ii,  y,  d)  S  mod.  q", 
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WO  Of,  ^,     6  gaoze  Zahlen  der  Uelerrmuante: 
(2)  ad^ßymi  mod,  ^ 

sind,  wobei  jedoch  die  SubstitulloneD  f  (a,  fl,        und  f  (—  a, 
—  ßf  '^y^  —  d)  als  identisch  aufsufassen  sind.  Zu  jeder  Sub- 
sUtotion  ^(«,  ß^  y^  d)^  welche  nicht  s  cti  mod.  9  ist,  gebort  di« 
'  cftaroitlemliSGAe  Grtfsse 

(3) 

Es  sei  ferner 

gesetit  und  sur  eindeuiigen  Bestimmung  des  Zeichens  ^  be- 
stimmt  ,  dass  ti  diejenige  von  den  2  Wurseln  der  Gongnieoi 

(5)  «»  s  <  -f-  ^  mod.  9* 

bedeute,  welche  positiv  und  <  ^  9**  ist. 

An  die  Seile  dieser  Darstellungsform  der  Gruppe  treten 
die  imaginären  Gestalten  derselben.  Diese  sind  ebenfalls  durch 
die  Congruenzen  (1)  und  (2)  dcßnirt;  nur  sind  die  Grössen 
a,  ß,  6  im  Allgemeinen  imagintfre  im  Galois'scben  Sinne. 
£s  ist  nttmiicb 

ß  ^  b     cVN  r  =  b  —  cVN 

SU  setsen,  wo     ein  fester,  übrigens  beliebig  xu  wühlender 

quadratischer  Nichtrest  von  q  ist  und  VN  eine  GrOsse  bedeatei, 
welche  der  Gongruenx 

tc*  s  iV  mod.  ^ 

genttgt.  *  Hingegen  sind  o,  6,  c,  d  wieder  irgend  welche  gine 
Zahlen  mod.  q^,  die  sttmtlich  die  Bedingung  (2)  erfüllen  mtlsseD, 
welche  sich  jetzt  in  folgender  Form  schreibt: 

(2')  (jt  _  5«  ^  (^i  _  ^)     =  i  mod.  7". 

Die  Betrachtung  dieser  imaginären  Gestalten  der  Gruppe  ist 
nicht  nur  in  vielfacher  Hinsicht  sehr  zweckmässig,  sondern  hei 
manchen  Fragen  dem  Wesen  der  Sache  nach  überhaupt  nicbl 
xu  vermeiden. 


1)  Eine  Ausnahme  findet  nur  statt,  weon  u  m     ^     g  0  mod.  9* 
ist.    £  bat  dann  die  Periode  i. 
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Die  Gruppe  G  enthalt  tlic  ausgezeichneten  Untergruppen 
£,  ii,,  •  •  •  welche  bez.  alle  Subslilutionen  enthalten,  die 

'  möd.  q,  inod.  g*,  •  •  •  mod.  g**"*  zur  Identität  u)  coDgruent  sind. 
Die  Substitutionen  von  E,^  sind  demnach  durch 

(6)  ^  vq^,  Qq^^  Q)r 

dargestellt,  Fflr  Jede  flolcbe  SabstitatioD,  welche  nicht  lugleich 
in  E^**  enthalten  ist,  lUr  welche  also  nidU  /tBya^ai^  med.  q 
isiy  hat  man  die  charakterisHiehe  Grftsie 

(7)  II  ^  fi^      vQ  mod. 

Als  Ordnung  der  Grappe  G  ergiebt  sich  leicht  die  Zahl 
^  ~  ^  fl**"*,  als  Ordnung  von  Eg  ^»O»""^). 

Die  cydischen  Qrnppea. 

4,  Fttr  9  >  3  hat  man  3  Arten  von  Substitutionen  von  Cr, 
die  Dieht  luglelch  der  Grappe  E  angehören,  su  untersdieiden. 
Für  diese  Arien  ist  besiehungsweise : 

^»Omod.,.    (1)-  +  ».  ii)'-*- 

Die  Subslilutionen  der  ersten  Art  (/I  =  01  haben  säninitlich  die 
Periode  q**;  sie  ordnen  sich  also  zu  cyclischen  Gruppen  der 
Ordnung  zusammen.  Ist  S  ^  cp  fa,  v,  q)  eine  solche  Sub- 
stitution (so  dass  also  ^a/i*-Hj^^  =  0  mod.  q,  hingegen 
nicht  /i  s  V  a  ^  s  0  mod.  q  ist),  so  sind  alle  Potenzen  von  6i 
dargestellt  durch 

(8)  S^'f  =  ff  ^'SS  »'S,  qS) 

f  =  1,  2,  ^. 

Ebenso  sind  die  Substitutionen  der  zweiten  Art        =  ^  ^} 

in  Cycien  der  Ordnung        5'*'"S  je»©  der  dritten  Art  in  Cycien 

der  Ordnung        q"'**  enthalten.    Auch  hier  sind  die  Sub- 

stilulionen  der  uämlichen  cyclischen  Gruppe  durch  Gleichung 
(8)  dargestellt,  nur  dass  f  nicht  mehr  alle  Werthe  mod.  q"  be- 
schreibt, sondern  jedesmal  nur  diejenigen,  ftlr  welche  die  Con- 
gnicDZ 

20» 
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u*  m  \  4-       mod.  9* 


reelle  Losungen  u  bau 

Ist  9  B  3,  so  sondern  sieb  von  den  Substitutionen  der 
ersten  Art  diejenigen  ab,  fttr  welche  ^S  —  3  mod.  9  ist. 
Wahrend  fttr  die  Übriges  SubstHutionen  JT  =  0  mod.  3  das- 
selbe gilt,  was  fttr  9  >  3  gesagt  isi,  geigen  die  eben  bezeich- 
neten ein  anderes  Verhalten.  Es  vereinigen  flieh  nämlicb  die- 
jenigen, litr  wel(^ 

^9)   ^  s  -  f  -4-     .  a«-***  med.  3»,    t,^^  mod.  3 

ist,  zu  cyclischeii  Gi  uj)})en  der  Ordnunsi  Diese  Cyclen  sind 
nicht  in  höheren  Cyclen  al.«^  ruier^i  appeu  enthalten.  Uebrigeiis 
sind  die  Siibstitutioneo  eines  solchen  Cyclus  der  Ordnung  3*1 
wieder  dureh  cf  '//f,  vB.  Q  ^(Gleichunp  (811  dargestellt,  allein 
I  muss  dabei  aut  die  Werlhe  0,  ^,  —  \  luod.  a*»"*"*"*  beschrankt 
bleiben. 

Ausserdem  sieht  man»  dass  für  g  =  3  Subsiiiuiionen  der 


Bie  Snbstitattonen  5  w  ^  (/<,  dar  Gruppe  welehe 
nicht  zugleich  in  Jü^^^  enihalten  sind,  so  dass  nioht  gleiehieillf 
/«S^S^sO  mod.  q  ist,  haben  sttmmtlich  die  Periode  q^=<f'^. 
Sie  bilden  Cyclen  (p       v^^  q^ij.  der  Ordnung  q^, 

2.  Die  Classification-  der  cycUschen  Gruppen  kann  auf 
Grund  der  folä;enden  Satze  leicht  erledigt  werden. 

a)  Süllen  i  Substitutionen  Sx:  f  «.  ji,  y,  6)  und  S'^  f{a,  if. 
'/\  ä  mit  den  charakteristischen  Grössen  J  und  J\  vvelclic 
der  Gruppe  (i,  nicht  nher  der  Gruppe  £  angebören^  gleich- 
berechtigt sein,  so  niuss 


sein.  Diese  Bedingung  reicht  für  med.  q  auch  faiOt 

dagegen  muss  im  Falle  JmO  med.  q  noeb  eine  derGfOsseo 
[et  +  d)  —  (a  +  dj  y  denselben  quadratischen  Charakter 
-»•4  oder  —1  mod.f  haben,  wie  (a-i-d')jCf'  oder  — (a'-»-^|y'. 

b)  Ebenso  sind  %  Substitutionen  (p  (jti,    q]^  und  q>{ft,  v  ^ 
der  Gruppe  Ej.^  welche  nieht  zugleicb  der  E.^^^  angehttren, 
gleichberecbiigi,  wenn 

entweder  u)  /I  =  ju'  -i-  »/^  =  //  ~  u  -  vq  mod.  (f^"^, 
JI^O  mod.  (y,  oder      JI^U  mod.  JIsO  mod.g 


(40) 


•äBkdi  niod.  ^ 
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ist  und  gleichzeitig  eine  der  Grössen  v,  —  p'  denselben 
qu.idralischen  Charakter  4-1  oder  — \  mod.  q  hat,  wie  *' 
oder  —  Q. 

Man  erbUll  folgende  Resultate : 
ist  9  >  3,  «0  eiKi^r  die  Gruppe  G 

«)  (9  +  {jleiehbmMyte  G^"  /),  ^/«O  wod. 

« >  GaUunyen  von  ^ll—  C^'»  (/',  c)  /«r  e  »  4 , 2,  •  - 

r)  ^9*""'  gi^ichberechUgte  G^^-.^    (y)  -  4; 
3)  1^  g*n-i  gunckberichtigte  G^         (f)  »  -  4. 

Hier  bedeutet  Cf^  eine  cycliaohe  Gruppe  der  Ordnung  o, 
ferner  ist  j  =  1  oder  2  zti  setzen,  je  nachdem  g  s  3  oder 
a  4  mod.  4  ist.    Ist  9  a  3  mod.  4,  so  ist  fttr  die  eine  von 

den  8  Gattungen  {ß)  das  Legendre'sche  Zeiehen        s  h-  4, 

für  die  andere  —  1.  Ist  hingegen  q  =  h  mod.  4,  so  sind  die  4 
Gattungen  {ß]  durch  die  Werthe  des  »Charakters« 

(^)  '    oder  *  mod.i? 

OBtersehieden,  wobei  die  angelMlogten  Indices  O  bedeuten; 
desf  der  Werth  0  med.  q  fBr  die  betreffende  Grosse  ansin* 
sehliessen  ist,  soll  der  angegebene  Charakter  einen  Sinn  haben. 

Ist  q  $0  smd  die  Cjf^i  (y)  sowie  diejenigen  von  den 
Cffclen  0)  toegfndassen^  für  loekke  ^  a  —  8  med,  9  ist*  Da- 
gegen treten  dann  folgende  Cyclen  neu  hinzu: 

e)  2  Gattungen  von  4  •  B'*»""'  ffi eichberechtigten  T,', 
^  =  -  i  +    .  3"-'*'  mod.  3", 

Charakter       ;    e  =  2,  3,  ,    n  —  < . 

i)  4  •  3*»**  gleichberechtigte  T, ,   ^  a  —  f  mod.  3». 

Fttr  die  in  Bf  enthaltenen  Gyden  der  Ordnung  9**'^  erhslt  man, 
wenn  man  n^r^a  setxt  und  die  genannten  Cyclen  kurz  mit 
<r  beieichnet,  folgendes  (auch  fOr  9  «  3  gültige)  Resultat. 

Die  Gruppe      (t  =s  I,  2,  •  •     n  — «  i)  enlhüU: 
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a]  [q  ^  \)  q^"^  gleichherechtiyte  a  (Ij  f     il  =  0  mod.  f; 

ß)  %j  Gattungen  von        ^ff*«-«  gleiMerechtigten  a  (/', «), 

Jl  s  s^q^^*  mod.  q^ ,  €  «=  1,  2,  .  • a  —  <);  Chaiakier 

||j  ,  wenn  qm^  mod.  4 ;         «   orfer  »wd. 

^9"- «(///),  (f)--<. 

Die  Cyclen  von  E  sind  (wenige  Ausnahmen  fttr  9  s  3  ab- 
gerechnet] Untergruppen  der  Cyclen  von  jene  von  Unter- 
gruppen der  Cyclen  von  E  n.  s.  U  Allgemein  ist  ein  Cyclosa 
von  £f  in  9*  Cyclen  a  ^  I  von  £^^|  enthalten. 

OL 

Die  Gruppen  (a,  </)  and  (a,  a'j. 

Von  grosser  Wichtigkeit  ist  jetsi  die  Aufstellung  der  Ualer-  | 
gruppen  von  E,  Von  diesen  Gruppen  werden  indes  hier  nor 
diejenigen  studirt,  welche  mit  der  ^i.«  entweder  eine  cycK- 
sche  Gruppe  Gg  oder  eine  (aus  q  \  Gq  bestehende)  Gruppe 
G'g*  gemeinsam  haltien.  Die  übrigen  Gruppen  enthalten  die 
ganze  E^^,  gehören  daher  eigentlich  ehiem  kleineren  Modul 
als  9*  an.  1 

I .  Eine  Grundlage  für  diese  Untersuchung  bilden  die  fol- 
genden Sfltse,  weicht  den  eigentliehen  Kern  der  Arbeit  aus^ 
machen : 

a)  Die  Untergruppen  von  £*,  t&e^cAe  nur  4  Gg  von  E,^^^  enlhalr 
(691,  sind  Cyden,  , 

b)  Die  Untergruppen  vonE,  welche  nur  1  G^g*  von       enthalten,  ^ 
können  sämmtlich  durch  je  2  Substitutionen  *)  U^<p  {p,  y^fjif 
und  Ü'b  <p      v\  q']^'  erzeugt  werden,  für  weldie  nicht 
die  Bedingung 

(t1)  ^  :  p  :  ti  Sfi':  v  \  q  mod.  q  | 


1     $elb$tverstündlicb  ist  angenommen  ,    dass  nicht  gleicbzeilig 
ftS  ySQS  0  oder  /4  S    S  ^'  5  0  mod.  q  ist. 
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exiitiri.  Die  SubitUutiwim  CPC^'V(a;»0,l,  •  q'^'^-i; 
y  «B  0,  hy  •  •  4)  iinä  dann  särnmüü^  wm  emanä^ 

ver$f^ieden  und  bUdm  aUe  SubiHlutwnen  der  erseu^ten 
Gruppe.  LeiMfere  hat  aUo  die  Ordnung  wenn  (fmh— ^ 
und  ifwm  n       geeetMt  wird. 

Es  MilIeD  cUese  Gruppen  der  OrdniiDg  9^"*^  kara  mit  (o,  a) 

beseicbnel  werden. 
e)  Zwei  Sidutüulionen  ü  <p  (fij  v,  (Ttm  tp  v\  q)^- 
(naiek  dm  Angaben  von  (C)  angenrnmen)  bUden  immer  eine 
Gruppe  (a,  a) ,  wenn  t  +  t'  ^  n ,  aiio  a  a'  ^  n  ist 
Ist  hingegen  %  4*  %  <,  n,  o^o  n  —  r  »  «  w  6  ame  positive 
gan»e  Zahl,  $0  ist  dies  dann  und  nur  dann  der  FtUl,  wenn 

(12)        S  ^  T*—  n  *  It=  fi  '  -h  v"(f'  S  0  mod. 

ist.  Hierbei  hat  man : 

(13)  r-,t,.'+is4^',  ir-p«+v«,  ir«^'»  +  »V; 

ft^S—JL^   v^fivfty,  ^»^/i-^|t(. 

Iq  einer  leicht  zu  erkennenden  einfachen  Beziehung  zu  den 
SubstitutiooeD  io  =  (p  '^i.  v,  (j]^  und  ui'^  <p  ^  y',  ^  jy-,  stehen 
die  quadratischen  1  (u  rutn  : 

(14}  ^w*  —  2  /<w     >'  mod.  q°  ;    ^'w*  —  2  /t'w  —  v'  mod.  qf*''. 

Es  ist  nun  II  die  Discriminante  der  ersten  Form,  IT  die  der 
swelten,  wahrend  2  T  die  simultane  Invariante  der  beiden  For^ 
men  darstellt/  Daher  bleiben  diese  9  Grossen  erhalten,  wenn 
man  die  Cf,  ü'  in  Besog  auf  die  Substitutionen  von  G  trans- 
fonniri. 

d)  Bilden  tp  (fi,  if,  ^  9  (^'»  9  )r  ^  Gruppe  a'), 
i£7o6«t  0*  und  ij  sm  a'^  a  gesetzt  sein  soff,  so  sind  tUle 
Substitutionen  dieser  («r,  </]  diircft 

(45)       (p  (x^i  +  acf'-»-  y  vq'^,    j  (>'  //e7'')r' 

(jeyehen,  wo  X  alle  Hesle  mod,  (f\  y  alle  HeUe  mod,  q"  be- 

schreibt. 

Diese  eben  tür  die  Gruppe  i:  aufjj^eslellten  Hesuliale  lassen 
sich  für  ^>3  ohne  Abiinderung  auf  die  (iruppe  /• ')  übertnigen, 
welche  dadurch  entsteht,  dass  man  zu  £  noch  die  Substitution 

4)  Diese  Gruppe  F  ist  keineswegs  ausgezeichnete  Intcigiuppe  vun 
Gt  vielmelir  ist  sie  mit  f  -k  4  Gruppen  gleichberechtigt. 
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ic»'afi>  4-  4  mod.  binzuDiromt.  Dies  isl  jedoch  für  9  =  3 
Dicht  mehr  der  Fall.  Der  Grand  hiervon  liegt  wieder  in  der 
schon  oben  besprochenen  Ansnahmestellang  der  Gyclen  und 
r*,.  Im  Falle  9  a*  3  gelten  die  oben  angegebenen  Sätze  nur  fur 
jene  Untergruppen  von  F,  welche  keinen  Gyclus  bez.  T,' 
enthalten.  Die  Gruppen  mit  einer  solclien  cyciischen  Gruppe 
sind  besonders  zu  behandeln. 

8.  Von  besonderem  Interesso  sind  onter  den  Gmppeii 
{Of  a)  wider  diejenigen,  für  welche  a^a  ist,  wcAohe  alao 
mit  {a,  a]  su  beieichnen  sind.  Diese  stehen  in  einer  bemer- 
kenswerthen  Betiehong  in  den  cyclischen  Gnippen,  welche  sieh 
in  folgendem  Satte  ausspricht : 

Die  SubsfänHonen  von  G,  wMie  die  Grttppe  (a,  a]  s 
[q>  ißr  q)i  j  (f  (/*'.  V,  in  sieh  transfermiren ,  tranS" 
formiren  ssugleidi  den  Cycltts  U"^  (p  {f/',  v",  q")^  in  sich  tmd 
umgehört.  Die  Bedeninng  von  i^t",  v".  q''  siehe  Gleichung  (13). 

Hierdurch  werden  die  Gruppen  (ff.  u  und  die  Gyclen  [a] 
in  einer  durch  Transforujation  unzerstörbaren  Weise  aufein- 
ander bt'zosien,  sodass  gleichberechtigten  (a,  a)  auch  gleich- 
berechtigte o  entsprechen  und  umgekehrt.  Die  Ciassdicalioü 
der  Gruppen  (a,  a)  ist  dadurch  auf  jene  der  Gyclen  a  zurtlck- 
geführt. 

Noch  in  einer  andern  Hinsicht  ist  der  eben  angegebene 
Satz  von  Interesse.  Er  zeigt  namlieh  für  die  druppen  (ff,  ff) 
die  eigentliche  Bodenlung  der  Grösse  .S.  die  in  Gleichung  (12 
auftritt.  Diese  isL  hiernach  nichts  anderes,  als  die  charakteri- 
stische (Jrösse  II"  der  cyclischen  Gruppe  a,  welche  zu  der 
Gruppe  [O^  a)  gehört. 

3.  Etwas  umständlicher  hat  sich  die  Aufstellung  der  Grup- 
pen [ff.  ff),  ff'>  ff  gestaltet.  Ich  habe  hierbei  den  folgenden 
Weg  eingeschlagen. 

Zunächst  ist  klar,  dass  jede  (a,  0^},  a  >  (T  eine  Gruppe 
{a,  ff)  als  ausgeseichnete  Untergruppe  entbült.  Die  Gruppen 
(<r,  a)  können  also  erzeugt  werden,  indem  su  jeder  (ff,  ff)  die 
»passenden«  Gyclen  a  binzugenomnien  werden.  Als  passend 
ist  ein  Cyclus  a  dann  zu  bezeichnen,  wenn  er  eine  cyclische 
Gruppe  O  der  Gruppe  (ff,  ff]  in  sich  enthält  und  die  Bedingung 
(c,  s.  Gleichung  12)  erfüllt  ist.  Beide  Bedingungen  siod 
übrigens  sehr  leicht  zu  befriedigen. 
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Man  gebt  nuD  von  eioer  bestimmten  [a,  a  aus.  Zu  ihr 
gebm  eine  Gruppe  TT»  dia  alle  jene  SubaUttttionen  von  G  in 
sich  enthfilt,  welche  die  (er,  g)  in  sich  transfomiiren.  Man 
transformirt  jetzt  die  passoidon  SubstitutionaD  c  in  Bezug  auf 
alle  Sobstitutioneii  von  Wj  so  ordnen  sich  dieselben  «i  Gattun* 
gen  von  »relativ  gleichberechtigten  Gyclen«  sosammen,  wo  eine 
Gattung  aus  allen  jenen  Gyclen  a  besteht,  welche  relativ  gleich- 
berechtigt sind,  d.  h.  welche  durch  Trausforouition  in  Bezug 
auf  eine  Substitution  von  W  aus  einander  abgeleitet  werden 
können*  Wesentlich  ist  hierbei  die  Aufstellung  von  »Charak» 
teren«.  Es  sind  daninter'solche  Functionen  von  /m,  y,  q  gemeint, 
welche  bei  den  oben  genannten  Transformationen  uogeiindert 
bleiben»  weiche  daher,  sllmtlich  fttr  den  einen  Gyclus  dieselben 
Werthe  habeUf  wie  fttr  den  anderen,  sobald  diese  8  Cyden  relativ 
gleichberechtigt  sind.  Ein  volles  System  von  Charakteren  hat 
man,  wenn  man  umgekehrt  aus  der  Gleichlieit  der  Charaktere 
auf  die  relative  Gleichberechtigung  der  entsprechenden  Cyden 
schtieasen  kann. 

Es  ist  nunmehr  klar,  dass  man  gleichberechtigte  [a,  a') 
mit  gameinsamer  (a,  o)  erbHlt,  wenn  man  sur  (a,  a]  relativ 
gleichberechtigte  a'  hinzunimmt  und  dass  umgekehrt  gleich- 
berechtigte {(7,  o']  mit  gemeinsamer  [a,  o)  nothwendig  relativ 
gleicbberechtigte  Gyclen  a  enthalten  müssen.  Um  die  Zahl  % 
der  zu  einer  gegehcM  (o,  o)  gleicbbereehtigtei  Gruppen  mit 
derselben  (a,  a)  zu  ünden,  hat  man  also  dann  nur  mehr  abzu- 
tlhlon,  wie  viele  a  von  derselben  Gattung  dieselbe  enthalt, 
«ine  Aufgabe,  die  in  jedem  gegebenen  Falle  sehr  einfach  ist, 
Ist  ferner  die  Zahl  der  gleichberechtigten  (<r,  o)  mit  i  bezeich- 
net, so  hat  man  offenbar  t%  gleicbbefocbtigte  («r,  a'). 

nr. 

Die  übrigen  nicht -cyclifchan  Orappen. 

Die  Aufstellung  der  nichtHsyclischen  Gruppen  von  G  bietet 
jetzt  naclr  Erledigung  der  Gruppen  von  E  und  ¥  keinerlei 
Scbwierigkeit  mehr.  Es  ist  bei  Durchfahrung  dieser  Aufgabe 
wohl  am  zweckmassigsten ,  3  Arte«;  von  Gruppen  zu  unter- 
^heiden,  nämlich 
a)  Gruppen,  welche  keim  Substitution  (die  Identität  ausge* 

nommen) , 
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b]  Oruppen,  welche  eine  eydisohe  Gruppe, 

c)  Grappen,  welche  eine  (a,  a]  oder  [a,  <r')  mit  E  gemeinsam 
haben. 

f.  Die  Gruppen  des  ersten  Falles  sind  offenbar  im  allge- 
meinen SU  denjenigen  Untergruppen  der  Gaioi ansehen  Gruppe 
der  Modulargleiobungen  für  den  Tranifermationsgrad  q  bolo^ 
drisch  isomorph,  deren  Ordnungen  nicht  durch  q  theilbar  sind. 
Es  sind  dieses  [ausser  Gyclen)  nur  Doppelpyramidengruppen, 
Tetratfdergruppen,  femer  IkosaMergruppen  ftlr  qm  =k  1  mod.  5, 
Oktafidergruppen  fDr  9  =  :k  1  mod.  8.  Nur  im  Falle  ^  s  3 
findet  wieder  eine  Ausnahme  statt.  Es  gibt  nllmilch  fllr  diesen 
Fall  stets  Gruppen  (der  ersten  Art),  welche  zur  Galois'seben 
Gruppe  der  Modulargleichung  für  3,  also  sur  Tetraddergruppe 
holoedrisch  isomorph  sind. 

2.  Die  Gruppen  des  8.  und  3.  Falles,  sowie  die  Ausnahme- 
gruppen des  Falles  9  a>  3  lassen  sich  wieder  In  derselben  Welse 
aufstellen,  wie  dies  bei  den  Gruppen  [a,  &)  geschehen  ist.  Es 
sind  nämlich  die  enthaltenen  Gruppen  a  bez.  (<7,  a)  oder  (a,  a) 
wieder  ausgezeichnete  Untergruppen  der  betrachteten  Gruppe. 
Die  rechnerischen  Details  sind  dabei  durchaus  sehr  einfach. 


y. 

Die  homogenen  liniuisii  Bubstitutionen. 

Die  für  die  gebrochenen  linearen  Substitutionen  gewon- 
nenen Resultate  lassen  sich  sogleich  auf  die  homogenen  Substitu- 
tionen tibertragen.  Beseichnet  man  die  gantzahlige  Substitution 

durch 


y 

so  sind  die  Subsiitutionen  der  Gruppe  G'  der  bomogeneu  Sub- 
stitutionen durch 


dargestellt,  wo  er,  S  alle  möglichen  ganzen  Zahlen  mod.  ^ 
der  Bedingung  aS  —  ßys  i  mod.  9"  beschreiben. 
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Man  sieht  nun  leicht,  dass  ^      2  vorausgesetzt) 

die  emsige  Stä>$titutim  der  Periode  i  iet^  die  in  G*  vorkommU 
Daher  enthält  G*  die  eyclisdie  Gruppe  (e)  der  Ordnung  3  als  aus* 
geieiiAnete  Untergruppe. 

Hieraus  ergeben  sieb  sogleieb  die  folgenden  Sfltie : 
Jeder  Gnippe  von  G  mit  gerader  Ordnung  o  entspncbt 
eine  Gruppe  von  G*  mit  der  Ordnung  9o.  Dagegen  enispricbt 
einer  Gruppe  von  Cr  mit  ungerader  Ordnung  o  sowohl  eine 
Gruppe  von  G'  mit  der  Ordnung  o,  als  aueh  eine  solche  mit  der 
Ordnung  Sie.  Insbesondere  eriiennt  man ,  dass  die  Gruppe  G' 
iteine  Untergruppe  enthalt,  welche  lu  einer  0oppelpynimiden* 
gnippe,  zu  einer  Tetraeder-,  Okta^eiw  oder  Ikosasdergmppe 
oder  tur  Gruppe  G  selbst  holo^risch  isomorph  ist. 
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0.  Morera,  Zitr  Tramformaiion  und  Theilung  der  ellip^ 
tischen  Functionen,  (Yoiigelegl  von  F,  Jüein.) 

In  seiner  Note  :  »Zur  Theorie  der  elliplischen  Functionen 
w*"  Stufe«  'j  hat  Herr  Klein  das  Problem  der  n-Theilung  und 
das  damit  eng  verbundene  Problem  der  Transformation  n^^  Ord- 
nung der  elliptischen  Functionen  ftlr  alle  durch  3  nicht  theil- 
bare  ungerade  Zahlen  7i  auf  die  Bestimmung  gewisser  Modula 
91^'  Stufe  zurückgebracht,  die  er  mit  den  Buchstaben 

-^0 ;  ^4 1  *i  >  •  •  •  • 

beieichnet«  Hier  ist   

und  kann  dementsprechend  als  Wurzel  einer  mehrfach  unter- 
suchten MultipHcatorgleichung  berechnet  werden,  worauf  aus 
wohlbekannten  öruppenlheorelischen  i*rincipien  folgt,  dass  die 
fernere  Bestimuiuu^  der  5^,     •  Zn  —  i  »ur  noch  Wurzelzeichen 

erfordert.  Ich  werde  im  Felgenden  leigeD,  wie  man  dieGrüsseD, 
aus  denen  die  betreffenden  Wurteln  zu  ziehen  sind,  im  Falle 
eines  primzabligen  n  (n  ^  3)  berechnen  iLann. 

Möge  es  yorab  gestattet  sein,  den  Zusammenhang  der  Sab- 
stitutionsgruppe,  welche  Herr  Klein  1.  c.  für  die  angegeben 
hat,  mit  derjenigen  Gruppe  darzulegen,  welche  Ich  im 
Bande  der  Mathematischen  Annalen^  allgemein  für  Grossen , 


')  cf.  diese  Berichte,  Sit/unu'  vorn  14.  November  1884. 

*j  L'eber  einige  Biidunysgeselze  in  der  Theorie  der  Theilung  und  der 
TiransfcmaUim  der  eltipfiichen  F^meUoim;  vergl.  iiubemdm  p.  lie 
daselbst 
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die  ich  nannte,  uufgeslelll  habe.  Ich  Iheille  dort  das  Ver- 
hallen <K  r  B^^  bei  drei  fundanieiUalen  Operationen,  die  ich  S, 
U,^.  T  ii;!nn((  ,  mit.  Um  riiii  den  Angaben  von  Herrn  Kloin 
UebereinsiiiiiiiiiinL:  y.w  (M  /irlen,  iiiussman  statt  ihrer  drei  andere, 
gleiebberechligle  üperalioneu  in  lietracbt  ziehen: 

ood  dies©  (wie  es  im  Folgenden  durchweg  geschehen  soll)  mit 
•S,  T  bezeichnen,  man  muss  ferner  die  unheslimoit  ge- 
lassene EinbeitswurzeJ  ^  so  fixiren,  dass       s  e  wird,  wo 

i  SS  e      ,    In  der  That  kommt  dann,  indem  wir  noch  für 
schreiben :  ... 

« ;«  —  «) 


is«)  i/o  =  1^  j  •  Sf^a  i 


2 


u  =  1 

wo  der  Index  aa  modulo  n  zu  oebmen  und  mit  Berttcksicb- 
iiguDg  der  Bedingung 

auf  seinen  kleifisten  liest  zu  reducircn  ist. 

Ich  verabrede  fernerhin  noch  die  folgende  Ausdi  ucksweifle. 
Die  Gruppe  der  n  (n  —  I)  Operationen 

will  ich  kurz;  die  metucyrlische,  die  in  ihr  eiilhaitene  Untergruppe 
von     '      *  Operationen 

die  halbmetacycUsche  Gruppe  nennen  und  diese  Ausdrucksweise 
auf  die  Functionen  ilhertragen ,  welche  bei  den  botrefTenden 
Gruppen  ungeänderl  bleiben.  Die  Grösse  ist  dann  halb- 
üietacyelisch,  ihr  Quadrat  mpt«i  \  c  lisch.  Alle  halbmetacyclischen 
Functionen  sind  diu*  h  ^/,.  und  .1^^,  alle  metacyclischen  durch 
Uti  9*        "^^0^  raliuiial  darstellbar. 
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§  4.  Aligemainei  äber  di«  folgenden  Entwiekelangea. 

Der  Plan  der  vorliegenden  Untersuchung  ist  selbsiver- 
standUch  der  folgende :  aus  den  eine  hinreidieDde  Anxaiil 
von  metacydisehen  oder  halbmetaeyeliseheD  Fundiooen  sa 
bilden,  durdi  welclie  man  rttekwarts  die  ss^  mit  HOlfe  von 
Wurzelzeichen  berechnen  l^ann,  —  und  dann  die  betreffenden 
Functionen  durch  g^^  and  A^,  bes.  ^4^,  rational  [dann- 
stellen. 

Eine  erste  hierher  gehörige  Formel  hat  bereits  Herr  Klein 
t.  c.  mitgetheilt;  dieselbe  lautet*) : 

"'^  -  <         /rt  -  n*  n  —% 

im  Falle  n  »  5  reicht  diese  Relation,  mit  den  bekannten  In- 
varianten Ikosa^erformen  combinirt,  zur  Bestimmang  aller 
halbmetacyclischen  Functionen  aus.  Insbesondere  berechnen 
wir  aus  Ihr  z^^^^  z^^,  worauf  die  Berechnung  von  %^  oder  z^ 
selbst,  wie  es  die  Theorie  verlangt,  durch  eine  zehnte  Wurzel 
erfolgt.  Dagegen  erscheint  tsr  schwierig,  in  hdberen  Fttllen  ein 
ahnliches  Verfahren  durchzuführen.  /cA  kthre  qUq  weiterhm, 
was  die  Auswahl  der  metacgclisckm  oder  halbmetacyclischen 
Functionen  der  z^  betrifft^  zu  den  bekannten  Ausdrüdsen  von 
Lagrange  zuriick,  die  man  audi  sonst  der  Theorie  der  hüheren 
Gleichungen  zu  Grunde  zu  legen  pflegt» 

Zugleich  gestatte  Ich  mir  noch  die  weitere  Aenderung, 
daas  ich  A^  durch  seinen  reciproken  Werth,  den  ich  nen* 
neu  will,  ersetze.  Dieser  reciproke  Werth  ist  nSmIlch,  wie  be- 
kannt, von  den  Zahlenco^fficienten  abgesehen  eine  ganze  alge* 
braische  Gr9sse  des  Rationalitatsbereiidies  {g^,  ^,),  und  durch 
diesen  Umstand  wird  die  spätere  Rechnung  wesentlich  erleich- 
tert. Uebrigens  haben  wir  fttr  Z>«  und  die  aus  ihm  durch 
lineare  Transformation  der  Perioden  entspringenden  Grossen 

D,,  ....  D^^, 

in  Uebereinstimmung  mit  der  Angabe  auf  p.  807  des  25*^  Ban- 
des der  Math.  Annalen  folgende  UmwandlungstabeUe : 


')  Vergl.  diese  Berichte,  Sitzung  vom  4.  Marz  lä8ä. 
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[/  -  4,«,  ...  (fi  -  \)]  .  ' 


§  2.  Uober  das  Verhaltea  der  in  Betracht  kommenden  OröiMn 
in  don  Orenq^nncten  der  -Ebene. 

Der  weiteren  Uniersuiliung  luii  eine  Betrachtung  der 
Grenzpuncte  der  w- Ebene  vorauszugehen,  d.  h.  derjenigen 
Puncte,  denen  reelle  ralicuale  Werthe  von  lo.  oder  der  Werth 
(j  =  l  oo,  entsprechen.  Was  zunächst  den  Punkt  w  loo  an- 
gebt, so  haben  wir  die  folgenden,  nach 


qm  0 

forlschreitendeu  Keihenentwickelungen : 

?.=  (^J'lA  +  «0  1«'  +  9v'  +  -  -J]. 

H  —  1     +  »  (61  + Ii» 

(6){  ^".^i-K^-'T^ 


+  yr  l|J«i_+lj^> 


0 

und  also  ftlr  die  Unij^ebung  des  Punctes  w  s=  t  oo  in  erster  An- 
naberung  folgende  Darstellung  unserer  Functionen: 
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(6) 


Was  die  anderen  Grenzpuncte  angebt,  so  entstehen  sie  alle  aus 
ctf  K  100  durch  Anwendung  geeigneter  linearer  TransformanV 
nen  der  Perioden.  Wir  werden  also  das  Verhalten  unserer 
FunclionejD  in  ihrer  Nähe  beurtheilen,  indm  wir  umgeMrt  die- 
jeni^  Amdriidse^  welche  aus  unseren  fiünctionen  durch  ir^mir 
toeldie  lineare  Transformaiwn  der  Trioden  entstehen,  in  der 
Umffd}ung  wm  (<i  s  too  betrac^en. 

In  diesem  Sinne  treten  den  Formeln  6)  beispielsweise  die 
folgenden  an  die  Seite : 

3n— 1  fi'-l 


(7) 


n— <    /  n— I  »—1  V 


•9 


in 


Ich  unierlasse  es,  die  anderen  Formeln  herzusetzen,  welche  enl- 
siehen,  wenn  man  statt  f  die  sonstigen  Operationen  TS*  etc. 
in  Anwendung  bringt*  Bemerken  wir  übrigens,  dass  unsere 
Grossen  D  ^  und  z^f  nirgendwo  sonst  Null  oder  Unendlich  wer- 
den, als  io  den  Grenzpuncten  der  <tf-£benc.  Bei  J)^  isi  sogar 
der  Werth  Unendlich  ttberhaupt  ausgeschlosseti^ 


§3.  Ueber  das  Differenzenproduct  der  OrössenC. 

IMr  ( ileichung  (2 2^*"  Grades,  welcher  IJ^  unter  Vor- 
aussetzung eines  primzahlii:en  '  f>' 3)  genütit.  i.sl  bekjinnliieh 
eine  Gleichung  \Y*°  Gr;iiivs  iiir  die  (irosse  D'^^,  die  ich 

hier,  wie  in  Band  XXV  der  Maibematischen  Annalen ,  mit 
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Lmzcichnen  will.  Ich  wcrdu  nun  dm  wiebligtju  SüU  be- 
weisen : 

iJas  Differmzenproduct  der  Grössen 


C 


I  '  •  •  •  • 


n  — « 


ist  eine  f/aiizf  rttlionfile  Fui\Hhn  i'on  (j^.  f/^,  welche  eine  6c- 
alriHnilf  Aazuhl  nm  Maien,  den  Fficlor  ./  (■nllifill. 

iiulciii  wir  rins  in  Hede  stehcode  Dili'creuzeoproduci  mit  ^ 
l>exeicbaeD,  haben  wir; 


00 


,  ,n  —  I 

'  <Jt> 


(8)       V  = 


c"-\ 


fl  —  l 


Wir  haben  sunjicbst  lu  leigen,  dais  sieb  V  Operalionen 
T  und  also  ttberhaupi  bei  linearer  Traasformation  der  Perio- 
den niebt  ändert.  Dies  ist  bei  S  sofort  deatüch,  denn  der 
Formel  (i)  sufolge  vertausoben  sieb  bei  der  Operation  S  die  In- 
dices  Of  (,  *  •  *  (n  —  I)  der  C  oyeliflcb,  was  auf  den  Werth  von  V 
ohne  EinOuss  ist.  Was  Jangebt,  so  unterscheide  man,  ob  (n-i-4) 
oder  (n  —  4)  durch  4  ibeilbar  ist.  Im  ersteren  Falle  bat  die  Con- 
gruens  e*  s  —  4  (mod.  n)  keine  Wurzeln,  der  Operation  T  ent- 

sprechon  also,  der  Formel  (4)  zufolge,  "  ^  ^  Tnins[)ositioni>n 

zwoter  IlorizonUilreihen  von  \y.  Im  zweilcn  I  ;ill<'  lirulcu  wir 
zwei  Wurzeln  der  i^onnnnlcri  (loii^ruenz;  es  hleilicn  also  zuoi 
Horizonlalreihen  von     bei  T  uQgeündert  und  wir  halMJD  nur 

Transpositionen  zweier  llorizontalreihen.  Die  Amathl  der 

Transjtositimien  ist  hternuch  allenial  (jerade^  was  el)en  (ijirüul 
hinuuskornnit,  tl.iss  hei  T  ungeünderl  bleibt,  w.  i.  1).  w.  — 
Wir  biNiclitfü  fornor,  diiss  S7>  nach  der  SrlilussixMin'rkiini.'  des 
vorij^iMi  P.ir.ii;rii))li('n.  nirgendwo  iinendlich  wird.  Hieraus  aber 
und  tiiis  der  l'ii vci  .mtlcrlichkeil  von  \J  bei  linearen  Transfonna- 
lionen  der  Perioden  seliliesseu  wir  in  hekanuler  Weise'),  diiss  A 


<  Siehe  hier  und  in  der  Folge:  ÜBrwitz  in  Band  48  der  MA(liemft> 

tisciieo  Aimuk'ii.  p.  5r>5. 

Itath.-pbj».  Claaae  ^4 
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chw  ijiinze  raliofm/e  Function  von  ,  tslj  was  den  ersten  Theil 
unserer  Bi^haiipliiiii:  ausinacht. 

Es  f^ill  jelzl,  (lio  Form  der  j^aiizeii  l'unction  zu  fx'Stimmen, 
der  ti^l^ich  ist.  Ais  OiiiieusioneD  derselben  in  (o^,  fiDÜen 
wir  soforl 

Nun  zeigt  aber  Furiuel  (6)  und  ^Ijy  dass  S/  für  (u  =  loo  >vie 

{n  -  4)  (n»  ~  I) 

verschwindet.  Wir  sebliessen  hieraas,  dass  es  durdi 
thellbar  sein  muss.  DoAer  AoÄe«  wfr  sdtliessh'd^ : 

(9)  V  =  ^  •  ^11«^  O 

4 

WO  G  eine  ganze  rationale  Function  von  ,  ^,  ist ,  die  oidit 
mehr  durch  J  theilbar  ist.  Wir  werden  setsen : 

(40)  ^n»-  I  =  ^^t^V ^»^  f»'*  ' 

4 

wo  X,  ^  alle  positiven  Zablenpaare  zu  durchlaufen  babeo,  für 
welche 

ist.  Die  hier  auftretenden  Gonstanten  c^fi  mttssen  wir  uns  — 
wie  auch  spliter  in  den  analogen  Formeln  —  in  der  Weise  be- 
rechnet denken,  dass  wir  in  (9)  die  Keihenenlwickelungen  (5) 
eintragen  und  beide  Seiten  der  entstehenden  Gleichung  ver- 
gleichen. 


§  4.  Erweiterung  des  oben  bewiesenen  Satxes. 

Di  r  gerade,  belrells  der  Delenidrianle  S/  bewiesene  Satz 
kann  loiiKMuierrnnssen  verallf^eineinerl,  bez.  iiiodificirt  worden. 
Wir  denken  uns  die  Tenne  irgend  einer  Yerlicalreihe  von  V: 


k 
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CJ,.C.*,C/,  C»_, 

durch 

X,{x)T,{x)TS....(x)TS-' 

erselzt,  wo  /  ir^^end  vim*.  inelacycliscla'  iMiiiclion  sein  soll,  die 
mir  in  den  Greiizpunrleii  der  (»^-Kbene  unendliefi  wini.  Die  so 
veränderte  Delerinin.inle  nenne  ieh  S^i^  [^l-  0/l'enhur  istS/i^  |xl 
(jleich  einer  (janzen  ralionalen  Function  von  y^,  </,  nm  anrfehharem 
(imdey  jedesmal  yelhcill  durch  eine  von  vornherein  erkennbare 
ganze  Potenz  ron  Die  BereclinuDg  der  im  Ziihler  .uiftr«len- 
den  ^nnxen  l-unclion  der  y^,  y^  knnn  wieder  mit  llilHe 
Reihcnenlwickeliinj^en  nach  q  erfoli^en,  selbslversliindiich  unter 
der  VoniusseUuDg,  das»  wir  die  Llntwickeluiigco  von  Xy  {xj  Tvlv. 
kenocD. 


§  5.  Beitimmaiig  der  s„  im  Falle  ns  •  4  (mod.  n). 

Auf  Grund  der  in  §§  3,  4  gej^ciienen  HalÜBSilUe,  boz.  unter 
der  Annahme ,  dase  man  die  bei  ihnen  postulirle  Berechnunf; 
gewisser  Constanten  durchgefuhrl  bebe,  gestaltet  sich  jelst  die 
Bestimmung  der  z„  sehr  einfach. 

Sei  zunächst  IIS  —  I  [mod.  n).  Es  ist  dann  (~  4)  Nicht- 

rebl,  und  da  bei  derOperalion       jedüK      in         •  ^-a  <l^>cr- 

pohen  soll,  aber  üloich  —  ist,  so  bleibt  z^^  hei  der  Ope- 
ration iinL'oiinilert.  Hierin  liegt  es,  dass  in  diesem  Falle 
jede  balboieiacyciiscbe  Function  der     immer  auch  metacyclisch 

ist.  Hierin  liegt  weiter,  dass  es  gestattet  ist,  die  ^^-^  Grössen  s„ 

in  der  Weise  nil/iizUhlen.  d  i  s  man  den  Index  a  alle  zu  n  ge- 
hörigen itestcdurcidaufcn  lüssi,  ilini  also  folgeDdeWertheertheilt; 

unter  g  eine  Primitivwurzel  modufo  n  verstanden. 

Ich  bilde  mir  nun  folgende  halbmetacyclische  und  also  me* 
taeyellsche  Functionen  der  z„ : 


n  —  l 

1 


2a 


n  -  1 

-i  


n  —  \ 

2 


ast 

»1-1 


•V. 


(/.  =  1,  2,  3,  .  .  .  'i^)  , 
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wo  ^  eine  primitive  Einheilswurzel  Uesfieicbueu  soll 

und  V  Diflercnzenproduct  des  §  3  vorslelll.  OfTeDhar  lassen 
sieh  die  oder  ,  sobald  die  g>^  bekannt  sind,  sehr  leichl 
berechnen.  In  dei*  That  ist: 

s 


ass  1 

woraus  folgt : 


Alles  kommt  jetzt  darauf  an,  die  Functionen  durch  die 
bekannten  Grössen  ausKudrtteken.  Dies  aber  wird  sofort  durch 
den  Satse  des  §  4  geleistet.  Wir  haben  nämlich,  indem  wir  dir 
dorl  eingeführte  Bezeichnungsweise  aufnehmen: 

(13)  =^V*  fei  •  • 

Es  gilt  nur  noch  den  Grad  der  ganzen  Function  von  ,  uBd 
die  Potenz  von  V  euzugeben,  welche  bei  der  Auswerthung  d«r 
vorkommenden  Vfc  entstehen.  Zu  dem  Zwecke  bemerken  wir, 

dass  .sich  die  Funclioncn  ^  in  der  Nähe  von  =  f  oo  wie  fol- 
gende Ausdrücke  verhalten : 


7 

Daher  sind  diejenigen  Glieder  in  der  Entwickelung  von  S7k  (y ) 

die  für  at  too  am  stärksten  unendlich  werden,  durch  fol- 
gende Potenz  von  q  bezeichnet: 

^  —   ii  *"e^. 

Nun  knnn  nher  ^j.  nur  wie  eine  {^anze  nef^alive  Potenz  von  J 
unendlich  werden.  Bezeichnen  wir  daher  durch 
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n*  —  I 

die  giilsste  gaoze  Zahl,  weiche  in  k  •  ^^^^  enlhalicn  ist,  so 
hab«o  wir  jedeolalls  diesen  Suis :  dass  . 

p/He  ynnze  Function  i'uu  ,  /s/.  Den  Grad  dieser  ^üiixeu 
Function  Huden  wir  t^leicli : 

^^^^    J---      ^       -  + 

womul  vvii-  Funclion  narl»  dfr  .Mi  tlnuli»  der  iiiiiM>stirniiilen 
Cf»r'ffici<M»l<'n  lirrechneii.  Ilimnit  sind  dunn,  wie  wir  bereits 
ausluhi  leu,  die      selbst  gefunden. 


§  6.    Begtimmiing  der  3^  im  Falle  ii  s  1  (uiod.  n). 

Was  die  BercclinuDg  der  Im  Pnlle  n  s  1  (med.  it)  aD- 
gelit,  SD  worden  wir  im  Wesentlichen  dieselben  Principicn  ver- 

vvciidt'u.  Ks  sei  jetzt  ('J  ciiu;  pi  iriiilive  |~^—J^*^  liiulieitswurzel. 

Ich  stelle  dann  zuottcbsl  folgende  Functionen  auf: 


(IS) 


J  J 


V, 


n  -  I 


Da  y  *     in  unserem  Falle  mit  {—  1)  conj^rueut  ist,  so  ist 

3  2    "  -J  »  «I 
r  » 

und  unsere  Functionen  sind  balbmetaeyclisi-b.  Gleichzeitig 

erkennt  man,  dass  sie  nur  die  Hälfte  der         Grossen  ent^ 

hallen,  nümlich  diejenigen,  deren  Index  mit  einem  r{ua<lralisehon 
Reste  modulo  n  congruent  ist  [was  jetzt,  wo  n  =  1  (mod.  4)  für 
a  und  —  a  immer  gleichzeitig  eintritt  oder  nicht  eintrill].  Daher 
werden  wir  neben  den  Functionen  (15)  noch  die  anderen  be- 
trachten müssen,  welche  aus  (15)  durch  die  Operation  Ug 
hervorgehen : 


Uiyitized  by  Google 


312  G.  MUIBBA, 


(16)  v;-(*»)'^s= 


Jedenfalls  ijorcclmen  wir  die  s^^a,  -5^2«  ^-i  <iiin  den  i//,„  j//,,' 
jjen.ui  SU,  wie  wir  Vdi  liin  (l-'orinel  12)  die  dorl  in  Hetr;»clit  kom- 
inenden  s^su<iu$den  Uercehnet  liehen.  Al>er  ;«in  Ii  die  Bc- 
stinniiuiig  der  W,,.  tfj^,'  durch  die  bekannten  Grössen  kann  in 
i;anz  iiiinlielier  W  t  ise  durchgefüht  I  werden.  Wir  werden  n(tm- 
livh  zunächst  Ute  beiden  Combinalioncn  zu  bestimmen  suchen: 

die  beide  me(acyclisch  sind*  Es  erscheint  ttberflUssiBt  dtßs  noch 
in's  Einzelne  gehend  auszuführen. 


§  7.   Uaber  die  Znwunmengehöiigkeit  gewisser  Wnxsela. 

Dir  in  5  und  0  für  die  5«  gewonnenen  Ausdrüeke  untcr- 
Jieiicii  inK'h  insofern  der  Krilik,  als  mau  nicht  weiss,  wie  die 
hei  ilinco  auflrelendcn  ri**",  resp.  9«*""  Wurzeln  /iisamiiien- 
gehören.  Aber  diese  Tlieorie  k;Hin  leichl  vervollslandiiJii  wenieu. 
In  der  Thal  werde  ich  hier  andeuten,  wie  man  nach  Auffindung 
einer  ersten  (Irösse  3^  die  übrii^en  rational  bei  eehnen  kann. 

Wir  setzen  etwa  2^  als  bekannt  voraus.  Dann  ist 
s,'*'"^**^,  unter  («*)  den  modulo  n  i;enommenen  kleinsten 
Rest  von  a*  verstanden ,  eine  cyclischc  Function  und  also  mit 
llaife  von  rational  dar8tellt>ar.  Ich  will  insbesoDdere 
n  =  —  ^  (niod.  i)  veraussetzen  und  jetzt  unter  a  das  Quadrat 
einer  bestiniinton  zu  n  gehörigen  Primitivwurzel  g  verstehen. 
Ich  schreibe  dann 

(48)  ^„V-'"*'=^^/i-."'^ 


und  wende  auf  diese  Gleichung  der  Reibe  nach  die  Operationeo 
an: 

0,  1,  ifc  =  0,  1,  2,  .  ..,  (n  -  1)). 
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n*  —  4 

So  eatijluheii  — - —  Gleichungen,  aus  denen  wir  die  Coefli- 
cieoteD 

unter  der  Form  eines  <  >Hf)iioulcn  zweier  Delorrninanlcn  berech- 
nen können.  Eine  leiclilc  Diskussion  zeigt  dann,  dass  diese 
Delerniinunten  bei  allen  linearen  Transfornialionen  von  to^^  ci>, 
un&^eänderl  bleiben  und  dass  sich  dieselben  in  fol^näer  Form 
darsUtUen  lassen  müssen : 

wo^  eine  bestinunte  pinize  Zahl  und  (I  eine  ganze  Fuiiciioii  von 
7, ,  ^3  von  angehl»areni  Grade  ist.  —  Hat  man  eintnal  die  IJ^ 
beiM'cljnct,  so  erführt  man  die  Werthe  der  versehiedenen  z  aus 
(18)  und  den  anderen  Gleichungen,  die  aus  (18)  durch  die 
0[>erolion  U^^'*  (»ntslehen. 

Für  fr=  l  (niod.  i)  muss  die  Koniiel  (18)  natürlich  etwas 
modilicirl  werden.  Wir  worden  dann  schreiben : 

(20)  »«V-'"''=2'*i- 

wo  nur  diejenigen  A;^  von  NuU  verschieden  sind,  welclie  einen 
geraden  rrsp.  einen  ungeraden  Index  besilzen,  unter  Vf*^  eine 
gerade  oder  ur\|jerad('  Zahl  verstanden,  l  ehriiietis  hIeilMMi  die 
weiteren  Lebcrle.i;uni;en  dieselben,  da  sieh  die  A';  wieder  durch 
Oiiotiefilen  zweier  dureli  Koriuehi  vom  Ty|)us  (III)  darstelÜKiror 
Oelcruiiuautcü  müssen  ausdrücken  lassen. 
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SITZUNG  AM  6.  JULI  1 885. 

Walther  Dyck,  Ih'ilräqv  zur  Amiiijsis  sittis.  1.  BliUlieiluDg. 
^Vorgelegt  von  F,  klein.)  Mil  i  lithogr.  Tafel. 

Die  folgend»'!!  Uiilcrsuchuiigen  handeln  von  dri  LieMim- 
mwuf  der  Ciruudzuhl  i'iiu  r  lliiiln'^^,  welche  ;uis  Ix  Ii*  hii»  vielen 
—  herandedMi  oder  gesell loüsenen  —  Tlieilcn  bestellt,  und  l»e- 
zwecktn  iiislustiinderc,  diese  Bestimmung  zu  eharaklerisircu, 
iails  jene  FlHclie  dureh  analytische  Daten  gegeben  vorliegt. 

Die  HcshiiiiiiiiiKi  (jvimdel  sich  auf  ein,  auf  der  Flüche  fjezcich- 
netes  Curvcniiyül>'in ,  von  der  .1/7,  dass  durch  Jeden  l*unld  eine  um! 
nur  eine  Curve  des  Systems  hiiidurch<jcht  und  nur  in  einer  end- 
liehen Zahl  V071  Punkten  mehrere  —  auch  unendlich  viele  — 
Cur ven z weiye  einm ü nden . 

Der  Gedanke,  die  Beziehungen  der  besonderen  l'unkle  der- 
artiger ('iirvcnsN Sterne  zu  der  ('«rundzahl  einer  geschlosseiieu 
Fliiehe  aul/usncluMi,  ist  zueisL  vt  n  Möbius  in  seiner  Theorie 
der  elementaren  Verwandtschaft»,  in  diesen  Berichten  15, 
(1863)  ausgeführt  und  es  waren  gerade  dessen  ansch.iuliche 
und  dem  Wesen  der  l'ragestelluDg  angepassle  Methoden,  welche 
mich  zu  den  vorliegenden  Untersuehungen  gefülu  t  h;d)en.  Und 
in  der  Thal  trifft  gerade  die^e  Uerleitung  rler  Grund/.;ihl  das 
Wesen  der  Aulgabe,  insofern  dureh  ein  solches  Curvensysleiu 
gewisscrin.issen  der  Werdeprocess  der  Fläche  iieschilderl  wird, 
ihr  Wachsthnm  in  schiiinlen  Streifen,  welche  /.wischen  je  zwei 
benachbarten  Curven  enthalten  sind,  wobei  dann  die  Verwacb- 

i)  Icli  hediene  mich  hier  <ior  von  Neuma  nn  oiiiizofülirlon  Bprcich- 
nung  für  die  wühl  auch  als  »uusserurdeiiliiclicr  Zusumiuctiitaiig«  he- 
zelcbnete  Zahl  Gss«->4sSp,  vto  z  den  »Znsammentiang«  im  Riemann- 
achen  SiDoe,  p  das  »Geacbleclit«  der  Fläche  bezeichnel. 
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suaj^tMi,  von  (icnen  ja  die  Grundzahl  aMiaiit^l,  jedesmal  in  den 
siüj^uUu'üu  Slellcu  des  CurvousysLcuis  üjicf. Ausdruck  lindel. 

Andeutungen  über  die  gegensoitiiie  Beziehung  der  beson- 
deren Punkte  eines  der.irUi;on  Curvons) Siems  finden  sich  wohl 
zuerst  liei  Gauss*),  ferner  hal  Ueech  diest-  Hcziehuiiiien  für 
die  auf  einer  Kugel  gozcichneten  Curvcnsysleiue  M  it  <  strlll -) . 
In  neuester  Zeil  ist  von  Klein  auf  die  Möglichkeil  ihrer  all- 
i^ciiit  iiieren  FonmiliruiiL:  hingewiesen  worden  und  insbesondere 
kommt  Po  i  n  c  a  r  e  in  seinen  Untersuchungen  »Sur  les  courhes 
delinies  par  nne  equalioii  (lillcrenlielle«  *)  aui  die  Frage  für 
Knut  1  und  kugelcalolte  ganz  in  dem  hier  im  ersten  Abschnitte 
gegebenen  Sinne*). 

Im  Ab^clmUl  I  ist  die  geomclrische  liesÜmmuiitj  der  (inmd- 
z-alil  einer  Fläche  in  allgemeinster  Weise  gegeben.  Diese  Furniu- 
iiiung  führt  dann  unniiUi  lhar  »luch  lu  einer  rechnerischen,  auf 
die  (inalulische  Du rsti'llnnf/  jener  Flüche  gegründeten,  welcher 
der  AbadniiN  II  gewidmet  ist.  Diese  letztere  liestimmung  aber 
/A'iiit  dt'e  unmUlcHnwe  liezichuntf  unsvrrr  geometrischen  l'ruye- 
sU'llung  ZH  den  allgc/ncincn  L'iik'rsucfnnir/t'fi  von  Kronecker  über 
die  Characteri^lik  ancs  Funcitvncnsysteins^jy  und  führt  so  iini- 
gekehrt,  wenigstens  für  specielle  Fülle,  zu  einer  nenen,  .m- 
scbauungsmiissigeu  Deutung  jener  Charactcristik ').  Persönliche 


1)  Theorie  des  Erdmagnetisniiis. 

■i]  D(^mon«strH(ion  d'unc  |>ropri(^t(^  gcnc^rale des  Sttffaccs fermdCS.  Jour- 
nal do  l'ecole  polytcchnique.  Cah.  37.  18."8. 

3)  Riomami  8  Theorie  der  Abel  sclieii  Functionen  und  ihrer  lulegraie. 
Tmbner  488S.  pag.  39. 

4)  Joaroal  de  matUmatiqaes  8«  8«rie,  t.  VII,  VIII.  4884,  8S. 

5)  Belm  Abschluss  dieser  Mittheilung  erhalle  ich  die  Fortsetzung 
dieser  P  o  i  n  ca  re'schen  llntersurhunf^cn  im  neuesten  Hefte  des  Joui  nül  de 
mathematiquOs,  4*"serio,  t.  I),  welche  gleichfalls  die /lujrf<'AnMn7  f/f/^  /  /ac/icn 
ton  beliebiger  Grundzahl  enthält  und  in  nicht  wesentiichcr  SpectnUstruiiy  For- 
men {pag.  iOS  ff.  u  pag.  212),  aus  welchen  sich  die  von  mir  in  §  3  gegebene, 
und  für  ein  beliebiges  irgendwie  berandetes  FlUchenaggregat  gültige  Beziehung 
iusammensteUen  liissl.  In  Rücksicht  auf  ihre  abgeschlossene  Form,  welche 
für  die  Entw  ickluiiijcn  des  II.  Abs<'hnills  wesenllloh  ist,  plaubo  ich  aber 
doch  auch  diese  geometrischen  DarlcguDgCQ  iiieioes  1.  Abschnittes  nicht 
nnlerdrücken  zu  sollen. 

8)  Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  4888  u.  4878. 

7)  Man  vergl.  bc/üi^iich  des  ZusamiDeDbanp  der  Characteristikeo- 
theorio  mit  Licr)mr<tri>(-hen  Problonion  hiernoch  besonders  die  Bemerkungen 
auf  pag.  4  46  der  Munalsbericblc  von  1ä78. 
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UntcrreduDgcn  mit  Herrn  Kronecker  haben  mich  wesenllicsh  in 
(Icron  Ausführung  angeregt.  Indem  ich  auf  eine  allgemeioe 
Darlegung  bei  einer  anderen  Gelegenheil  eingehen  will,  isl 
hier  im  II.  Abschnitte  die  analytische  Darstellung  spcdeli  an 
den  beiden  Aufgaben  ausgeführt:  1)  Geget>en  die  Gleichung 
einer  ebenen  Curve  /*=  0  ;  man  bestimme  die  Grundzahl  des 
Gebietes  /'<  0.  2)  Gegeben  die  Gleichung  /'=  0  einer  (geschlos- 
senen) Flüche  ;  man  bestimme  ihre  Grundzahl.  Für  diese  Auf- 
gaben ergiebt  sich  die  Grundzahl  direcl  ausgedrückt  durch  die 
Characteristik  des  aus  f  und  seinen  ersten  Ableitungen  nach. den 
Variabein  gebildeten  Functionensystems,  ein  System,  welches 
(bei  n  Variabein)  von  Kronecker  speciell  in  der  Abhandlung 
vom  August  1 869  behandelt  ist.  Die  dort  für  die  geschlossene 
Fläche  gegebene  geometrische  Deutung  der  Characteristik  als 
"kOuTvatura  integran  im  Gauss' sehen  Smne  »eigt  dabei  die  Beziehung 
der  letzteren  zur  Grundzahl  einer  Fläche,  welche,  so  nattlrltcb 
sie  sich  (auch  auf  geometrischem  Wege)  ergiebt,  bisher  ooch 
nicht  beachtet  zu  sein  scheint.  Die  Ausdehnung  auf  Gebiete 
von  mehr  Dimensionen,  wie  sie  bei  Kronecker  eingeführt  ist, 
gicbt  die  Richtung,  in  welcher  die  hier  vorliegenden  geome- 
trischen Fragen  für  höhere  Räume  aufzufassen  sind.  In  der  Be- 
handlung der  zweiten  Aufgabe  (vergl.  pag.  323)  ist  Gelegenheit 
geboten,  auf  jene  Sätze  für  einen  dreidimensionalen  Raum, 
wenigstens  in  einer  speciellen  Form  hinzuweisen.  Ich  denke 
auf  dieselben  demnächst' einzugehen. 

Af)<^ehnttt  I* 
§  I.  Ihe Qnudiahi  aiiior  »Fliehe  F«. 

Ks  isl  wohl  /weckmilssig,  zur  Kinfühning  der  gebrauchten 
Hezeicluiuugen  kurz  die  Di'pnititm  der  Cinmdzald  eines  Aggre- 
gates von  beliebig  l>erandet(M)  uiul  geschlüsseiien  Fliichenslücken 
—  welches  in  der  Foli;e  kui  z  als  "»Fltiche  /''  ^  hezeichuet  wird  — 
voraubzuseliieken,  w  ie  sie  NenitKuui  in  seinen  '»Vorlesungen  Uber 
Riemann's  Theorie  der  Al)el  si;iien  InleiiiahM.  ue^eiieii  li;if\) 

Für  eine  .ms  einen»  einzii;en  herandctcn  Slileke  Im  si.  liende 
Fläche  /nniiehsl  ist  die  (irundzahl  gleich  der  um  eins  \enijefirten 
Anzaiil  von  o  i^uersdinUkn  a  (d.  h.  von  Rand  zu  Raud  geführten 

1)  Man  vergleiche  etwa  auch  Kleio,  Math.  Aonaieti  bd.  21.  pag.  ibt. 
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Srhnilten),  welche  nothweDilij;  siuci,  uni  iiiv  Fiüclie  einfach  he- 
i^udel,  und  ohne  1  .iiluu^  und  Zei*reisäua|^  in  die  Ebene  aus- 
brcithar  zu  machen.  Daraus  folgt :  1)  Ziehen  eines  Qncrsdinilles 
vermindert  die  drundzalil  um  eins.  2)  Anl)i'ini;(Mi  einer  Oefj'nuiKj 
im  luiterii  der  Flüche,  eine  Operation,  wokhe  die  Dclinilioii  der 
Grundz.ilil  auf  7^sr/r/ossen<;  Flilchen  auszudehnen  gestalU  l,  erhülil 
die  (Iriindzalil  um  eins.  3)  VÄw  in  sich  lieschlossener  Schnilt 
»Biic/'h'/n-schniUu  ^  als  Combinalion  von  Operaliuti  i  und  l,  liisst 
die  Grundzahl  utigeändert. 

l'esiselzuni;,  dass  die  erN\«ihnU  ii  Zcihlua^c  a  i^üiti^  blei- 
ben sollen,  auch  soferne  die  Flaclie  bei  den  Opcralionon  1  und 
J  zerstUckt  wird,  liefert  sofort  die  Definition  der  Gr unil/alil  (i 
eines  Agiiret-ates  von  A^beli('i)iti  berandeten  und  tiesclilossoiien 
FUlchcDslückeUj  bez.  von  den  Grundzalilen  y^,  y^,  ...  y^  in  der 
Formel : 

§      Gurv^üflystdia  6. 

Unter  einem  Ourvensystem  S  ist  in  der  Folge  stets  ein  be- 
liebiges, auf  der  Flüche  F  gezeichnetes  Gurvensystem  der  Ein- 

i  r 

gangs  erwähnten  Art  verstanden.  Jeder  Funkt  P  im  Innern,  P 
auf  dem  Huude  der  Fläche  sei  bezeichnet  nach  der  ZM  der  von 

ihm  auslaufenden  Curvenzweige  ;  wir  gebrauchen  also  P„  bez. 

i  r 

als  Symbol  für  einen  isolirten  Punkt,  P^  bez.  P^  für  einen  Punkt, 

in  welchem  eine  Gurve  des  Systems  abbricht,  sei  es  im  Innern 

« 

üder  aul  (Kmu  Kaude,       stellt  einen  gewöhnlichen  Punkt  im 

r 

Innern  der  Flüche  vor,  von  einem  P^  laufen  zwei  Zweige  in  das 
Innere  der  Fläche  (z.  B.  bei  einer  Berührung  einer  Gurve  des 

Systems  mit  dem  Rande),  in  P^,  P^  mttndcu  n  —  mit  n  sei  stets 

»'  ' 

ein  endlicher  Index  bezeichnet  — ,  in  ,  P^  unendlich  viele 
Zweige  des  Systems  S» 

i        t        i  r 

Äun  seien  die  Punkte  P„,  P^^  P^j  P^  bez.  in  der  Zahl 

i     r       4       T  i 

PniPnt  Pmt  P«  Fläche  vorhanden,  wobei     und  (falls 

r 

die  Fläche  F  Uberhaupt  Handcurveu  besitzt)     gleich  unendlich 
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isl,  wiihrend  wir  alle  Ubrij^cn  —  Bbesonäereaii  —  Funkle  des 
Sysioms  als  in  eruUidier  Zahl  auf  der  FJttohe  vorliaDdeii  voraua- 
setzen  *) . 

Indem  wir  diese  leUteren  dwsrtt  auf  der  Flttehe  verlbeUl 
annehmen,  ist  das  Verhalten  des  Gurvensystems  S  in  der  Um- 
gehung eines  jeden  dieser  Punlite  völlig  ))eslinunt,  sowie  es  die 
Figuren  1 — 6  sehemalisch  darslellen.  Speelelle  Formen  der 
Punkte  P^y  wie  sie  dureb  Zusamroenrttd^en  mit  Punkten  P„ 
entstehen,  bertteksiehtigon  wir  in  der  Folge  nicht  weiter,  weil 
ihr  Blnfluss  auf  die  abzuleitende  Formei  ohne  weiteres  -aus  ihrer 
Entstehung  sich  ergiebt.  In  Fig.  7 — 9  sind  derartige  Vorkomm- 
nisse angedeutet.  Zu  den  Figuren  6 — 8  sei  dabei  bemerkt,  dass 

r 

diese  drei  Fonncn  eines       auch  entstehen,  wenn  man  einen 
i 

Funkt  serschnoidet  und  zwar,  je  nachdem  bei  dieser  Zer- 
scluicidung  von  den  l)eiden  Zweigen,,  welche  die  Schnittlinie 
berühren,  keiner,  einer  oder  zwei  in  das  Flücheninnero  fallen. 

§  3.  Die  Betiehiing  swiachen  den  Zahlen  G  und  p. 

Mit  lunfiihrinuf  dieser  Bezcichminy  ergiehl  sich  nun  für  üw 
Ih'zit'/nnif/  ffer  ilnnidznhl  <i  tinscrer  Flüche  F  zu  rlrn  fif\wntleren 
Punkicn  irfjeiui  eines  auf  derselben  gezeichneUm  Vurvetisyit&ns  S 
die  Formel : 

Zum  HcwiMsr  derselbrn  izehen  wir  aus  vuii  eiiieui  specu'lleii 
Falle,  wo  i"s  sich  um  oin  ciuliu-h  hcramlclcs  FiacfuMisdlck  von 
dor  (ii'uud/.iihl  I  hautielt  und  in  wolchtMU  das  CuiMMisyslom  .S 
im  Innern  der  FUlche  keinen  besonderen  Punkte  auf  dem  Hattde 

r  r 

mir  Punkte  P,  und  P^  besitzt.  Ilierfttr  nimmt  der  Satz  (<)  die 
Form 

(2)  _  8 

au,  dio  sich  wie  folgt  ci  wcist: 

Man  zerschneide  die  Flüche  längs  der  2     von  den  Punkten 

r 

ausgehenden  Curven  des  Systems  5*).  Dann  tiberzeugt  man 

1)  Vergl.  hierzu  noch  die  Schhisshcmerkung  tlcs  folgenden  §  3. 
i)  Ich  helrachlc  <liese  (]ur\en  als  von  einander  verschieden,  spe- 
ciellere  Annahmen  bringen  nur  unwesentliche  Modißcalion 
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sich,  iadein  man  die  Stücke  suecossive  in  einem  System  S  sich 
entsl<»hf>nd  denkt,  sofort,  dass  dieselben  nur  die  in  Fii:.  10  u  11 
gegciienen  Formen  haben  könneo.  indem  wir  die  Verllteiiung 

r  r  r  r 

der     Punkte      und  der  3     PunkCe  P,  auf  diesen  Stücken 

bc«ichteO|  Uherscheo  wir  sofort:  Es  giehl     Thcile,  die  je  einen 

r  r  r  r 

Punkt  P«  und  P,  enthalten  und  4    P«  -~  Pü)  Tbeile,  mit  je  »wei 

r  r 

Punklcu  I\.  Nun  man  andcrcrsi'ii.s  im  Ganzen  2/), -1-1  SlUi  ke. 
Der  Vergleich  l)ei(ler  Anzahlen  tührt  sofort  zur  t)hi|4eu  Formel  [lij. 

Auf  diese  l  ortn  {^)  Uisst  sich  nun  der  aligenjeine  Satx  durch 
succe5si\e  Umformung  unserer  Fluche  Freduciren. 

1)  Wir  sehrieiden  aus  der  l'läflie  welche  die  drundzald  (j 
besitze,  alle  OesoiiUerm  IHiukte  im  Inneren  heraus  uji4  «luf  dem 

r  r 

Rande  alle  mit  Äusnabme  der  Punkte  P,  und  Die  neuent- 
standene  Flüche  F'  hat  die  Grundzahl  (i'=s(j'  -^^p^-^p^  und 

r  r 

auf  ihren  Rändern  bloss  mehr  Punkte  vnd  P^.  Beim  Äuaschnei- 
den  der  besonderen  Punkte  entstehen  Dämlieh,  wie  dies  die 
Figuren  I — 6  erlMutem,  Berührungen  von  Gurven  des  Systems 
mit  dem  neugebildeten  Rande^  welche,  je  nachdem  sie  von  Innen 
oder  Aussen  an  die  um  den  Punkt  geführte  Schnittlinie  heran- 

r  r 

treten,  als  l'unkle  bez.  P<,  für  unsere  Flüche  F'  zu  rechnen 
Sinti.   Dabei  ist  jiuiesmal  die  Differenz  d  am  der  Anzahl  dieser 

t  r 

Punkte  P,  und     ein  Characieristicum  des  betreffenden  singulären 

I  r 

PunkteSf  und  zwar  ist  für  eioeu  Punkt  Pn  diese  üili'erenz  </fi^^i 
fllr  einen  P^,  //  ^  s  0,  und  analog  ist  für  die  Punkte  des  Randes: 

r     r  r  r 

P^  d,i»  (n  —  4),  für  P„      s=  0.  Die  in  Fig.  7  u.  8  bezeichneten 

r 

specielien  Formen  eines  Punktes  P^  sind  dann  wieder  aufzu- 

r 

fassi^u  als  Vereinigung  eines  bez.  zweier  Tunkle  P^  mit  eiueni 

r 

gewöhnlichen  Punkte  P^.    Unsere  Abzähiung  zeigt,  dass  die 

r 

Flüche  F'  auf  ihren  liündcrn  eine  Anzald  von  ruukten  l\  und 

r 

p0  besitit,    deren  Differenz   völlig  bestimmt   und  gleich 
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Diese  Flüche  F  verwandle  man  durch  ein  geeij^neles 
Syslem  von  RUckkebr-  und  Querschnitten  in  eine  Plttche  F*\  die 
uus  N  einfach  berandeten  Tbeilen,  je  von  der  Grundiahl  \  be- 
stellt.   Dieses  Schnittsystem  enthält,  wie  man  leieht  abiShIlt 

SI(;'+2Af-  4=26  +  S^;*!,.  -i.  2     _  4  Kreuzungs- 

punkte, weiche  wir  (nur  der  Kürze  wegen)  nicht  in  den  beson- 
deren Punkten  unserer  Flache  gelegen  annehmen.   P**  enthält 

r  r 

jelzlauf  ihren  RUndern  wieder  uur  Punkte  P,  und  P<j,  deren  Dif- 
ferenz sich  gegen  die  vorige  von  F'  nur  um  die  Anzahl  jener  Kreu- 
zungsslellcn  geändert  hat.  In  diesen  uaniiich  iiat,  wie  dies  Fig.  12 

r 

andeutet,  einer  der  drei  dort  vereinigten  Runder  einen  Punkt 

r  r 

erhallen/  Punkto  P, ,  P^  n!)er,  die  auf  den  üliriiion  Theilen  jener 
Quer-  und  Ilücklvi'lii sriinillo  auflrolen  ,  sind  (vergl.  Fig.  13 j 
iiimier  {)aar\veiso  einander  ergänzend  vorhanden,  so  dass  deren 
DilTerenz  verschwindet.  Nun  wf»ndet  man  endlich  für  diese 
iV  FlachenstUcke,  für  weiche  die  Gesammtdiffcrenz  der  Punkte 

P, u.  P,  gleich^(n  -  «)  p„+^(n-4 )  j!«  - -  ÄC-ÄiY-t-i 

ist,  die  Formel  (2)  an,  uro  unmittelbar  auf  den  su  Anfang  aufge- 
stellten Satz  zu  gelangen. 

BeiQglich  des  Randes  unserer  Plliche  F  sei  hier  noch  be- 
merkt :  Wir  können  annehmen,  dass  Theile  desselben,  oder  auch 
ganze  (geschlossene)  Randcurven  dem  Gurvensystem  S  ange- 
hören. Im  ersteren  Falle  können  wir,  ohne  die  Grundzahl  der 
Flache  zu  ändern,  jenes  Stück  sofort  auf  einen  Punkt  zusammen- 
ziehen, dessen  Qualität  in  jedem  Falle  leicht  zu  entscheiden  ist, 
und,  falls  ein  Rand  seiner  ganzen  Ausdehnung  nach  als  Curve 
des  Systems  auftritt,  durch  eine  kleine  Verzerrung  desselben 
(vergl.  z.  B.  Fig.  4)  ohne  Aenderung  der  für  ihn  characterüUschen 

r  r 

Dtfl'ft  enz  von  Ihmklen  P, ,  P„  das  gewöhnliche  Verhällniss  her- 
sieiien.  i>aä  letztere  Yorkommoiss  ist  also  für  die  Abzahlung 
ohne  Einfluss. 

Abeehnttt  IL 

Die  in  Abschnitt  I  gegel)ene  allpemeine  Formel  ♦'rrnclizMcfit 
nun  sofort  .meh  die  anaiytisclie  Hosliniiiiüni^  der  GruiKl/.alii  t  ii»er 
Flüche  F  eUsa  für  folgende  Fragestellung:  Gegeben  die  Glei- 
chungen F^  (x',  (/,  5)  =  0  und  F^  (a-,  ^,  5)  =  0  zweier  Flächen ; 
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wie  gross  i^l  d\c  (n  uinl/.il»l  der  iui  Innern «<  von  h\  =  0  liejien- 
dcnThcile  von  F^  =  0?  Miin  stelle  zu  dein  l.iuie  z.B.  dureli  ein 
Büschel  von  Mächen  cp  -i-  lifj  =z  0  ein  (;urven.s\slem  S  auf  f^=0 
her  und  berechne  die  Anzalili  ii  der  besonderen  Punkte  dieses 
Systems  fUr  das  Innere  von  uiul  liir  dm  von  =  0,  h\=0 
gebihietcn  Rand,  Anzahlen,  vvelclie  sich  in  <d>ersichtlichsler 
Weise  aus  den  Vorzeichen  £»evvisser  Delerniinanten  liestiniinen, 
in  einer  Form,  welche  uiHiüllelhar  auf  die  allgemeine  Tiieorie 
der  Clkaia«  it  j  isliken  eines  FunctionensN  slenis  hinweist,  wie  sie 
von  Kronecker  a.  a.  O.  gegeben  ist.  In  i  und  (i  lormuliron 
wir  die  hiermit  allgemein  bezeichnete  Aufi^ahe  für  zwei  spe- 
cielle  Fülle,  au  denen  die  Beziehung  zu  jenen  Lntersuchuogea 
aiu  deutlichsten  hervortritt. 

§4.  BieKronecker'MheCIuuraetariitik  einai  Funetioiioniysteiiit. 

Zur  Uebcrsichi  sei  die  allgemeine  Defmitioii  der  Gharacte- 
rislik  eines  Functionensystcms  nach  Kronecker  voran  gestellt. 

Es  seien  /\ü»  Aio  ?  '  *  *  ftn  eindeutige  reelle  Functionen 
der  n  reellen  Veründerlichen  z^,  .  .  .  5„  und  zwar^  solcbei 
die  sowohl  eine  nfach  unendliche  Zahl  positiver  als  negativer 
Werthe  annehmen.  Sie  seien  überdies  im  Allgemeinen  stelig 
und  nach  den  einzelnen  Variabein  difl'erenliirbar  vorausgesoUt 
und  endlich  werde  angenommen,  dass  keine  der  n  +  1  Funclio- 
naldelerininanlen  gleichzeitig  mit  den  betreffenden  Functionen 
für  unendlich  viele  Werthsystemez  verschwindet^).  Bezeichnet 
nun  fgf^  die  nach  L-enommene  Ableitung  von und  [a]  die 
positive  oder  negative  £inheil  oder  Null,  je  nachdem  die  reelle 
Grösse  a  positiv  oder  negativ  oder  Null  ist,  so  ergc])en  sich  für 
die  Gharacieristik  Ä'des  Functionensysteros  die  beiden  Darslcl- 
tungen : 

9,  A  s  0, 4 ,  2  .  .  .  fi ;  I,  A's  1 ,  2  .  .  .  fi, 
die  erste  Summation  verslanden  über  alle  Punkte 

/oo  —  /«o  =  •  •  •  ==  /(m  -  t)o  ~  hm  ■♦•  Oo  =  '  '  *  =  /no  =  ^ 

(fUr  welche  also  irgend  n  der  n-^K  Functionen  verschwinden); 
die  zweite  Summe  verstanden  Uber  die  Punkte,  für  welche 

\,  Vcrgt.  hier  pag.  3i5  dos  FoigenilüD. 
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/oo  ^  ^  '  /lO  —  /sü  —  '  ■  '  —  I HO  — 

Dies  vorauj^esüliickt  forinuliren  wir  die : 


0. 


§  5.  Anfgalie  1« 


Gegeben  die  Gleich  unf/  rmer  ebenen  Curve  f(x^y]  =  ü.  Wel- 
ches ist  die  Gmndzahl  des  >Jnrien7-mimes«  /'<0? 

Zur  !)(' stimmten  Fixirunj^  der  Aufiiahe  nehmen  wir  an,  dass 
die  Gleifliini^eii  f  =  0,  f^  =  0,  0  (wo  /,  und  /,  die  |>;nliellen 
Ableitungen  von  /  nach  x  he/.  //  he/.eicliueu)  niciit  j^leiehzeilij: 
,  für  reelle  Werlhepaare  >/  zu  Ix  rn<Mlii»en  seien.  7.\ir einfctcheren 
Fonnulirung  dient:  Die  I.lx  tu;  werde  bezUi^li  li  ihres  Verhn!!fM>s 
im  Unendliehcn  n!s  eine  Kuj^el,  d.  h.  mit  nur  emeiii  unendlieli 
fernen  Punkle  lietrachtet,  welcher  im  ylussf/ü'aume  /">  0  der 
(^urve  j^eleucn  sei  (was  stets  durch  stcreographiscbe  i'r(>jecUuii 
erreicht  werden  kann).  Dann  gilt  der  Satz  : 

Beaeichmt  K  die  Characteristüc  des  Functtonensystems 


Wir  erläutern  den  SaU  in  doppelter  Form : 

1.  Man  helr  u  lile  die  Geraden  parallel  zur  A*-Axe  alsCurven- 
system  Sund  frnixenaeh  der  DiÜcrenis der  «inneren^  und  iius.se- 
ren«  HerUiiruiii;eu,  welche  specielle  Gerade  des  Systems  mit  iler 
Curve /=:ü  eingehen.  Dirse  ist.  nacii  Absehnill  J,  ijieieh  2  6'  — 4; 
übrigens  wird  sie  licslimiuL  dun  Ii 


die  Characteristik  des  Functionensystems  (i ) . 

II.  Man  betrachte  das  System  der  Curven  f  =  consl.  im 
Innern  von  f  ss  0.  Es  ist  ein  Curvensystem  S,  bei  weldiem  der 


/•=0    und  /4  =  0 

ist,  und  also  ist 
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Rand  {f^O)  dem  Systme  angehört  (vergl.  pag.  320] .  Man  frage 
also  zur  BesUminung  der  (Snindzahl  nach  der  Differens  der 

Punkte     and     im  lonem  von  /*  s  0 ,  fttr  welche  sich  nach 

r  r 

Abschnitt  L  6  —  2  s  —  ergiebt.  Sie  wird  weiter  gegeben 
durch 

^  r     fxi     fit  1 

—  N  /•  r 

diese  Summe  ausgedehnt  Uber  alle  Punkte 

f<o,  /i-a,  /;«o, 

also,  bis  auf  das  Vorseiehen,  als  Gharaeterbtik  £  So  liefern 
gerade  die  beiden  Formen  der  Kronecker'schen  GharaeteristilL 
die  verlangte  Bestimmung  in  der  einSMshsten  Arl^ 

§  6.  Anlisab«  8. 

Gegeben  die  (Ueichung  einer  Fläche  f  (x,  z)  =  0.  Welches 
ist  ihre  iti  undzahl? 

Ich  führe  hier  gleichfalls  zwei  Formulirnncen  dieser  Ab- 
ziihliiof*  an,  wie  sie  sich  aus  den  zwei  Formen  der  Kronei  ker- 
sclion  Chaiiicterislik  sulot  i  ergeben,  wobei,  wie  schon  Eingangs 
bemerkt,  die  zweite  Foriiiulirimg  hier  bereits  in  das  Gebiet  der 
Abzahlungen  in  einer  dreidimensionalen  Mannigfaltigkeit  hinü- 
bergreift. Wenngleich  ich  ausführlich  auf  diese  letzteren  Abzah- 
lungen an  dieser  Stelle  nicht  eingehe,  so  mag  doch  in  der  speci- 
ellen,  sich  hier  uuiniilelbar  aufdrängenden  Form  dieses  weitere 
i'rublem  anticdeulet  sein. 

Zur  bestimmten  Fixirung  der  Aufgabe  nehmen  wir  wieder 
an,  dass  die  vier  Gleichungen  /*=  0,  =  0,  =0,  /*,  =  0  iinier 
/tJ  A  partiellen  Ableitungen  von  /"nach  .r.  y,  5  verslan- 
den) nicht  gleichzeitig  für  reelle  Werthe  von  x,  \/,  z  zu  befrie- 
digen seien.  Zur  einfacheren  Formulirung  setzen  u  ir  w  eiter  fest : 
Der  Raum  werde  als  Kugelraum  betrachtet,  d.  h.  mit  nur  einem 
unendlich  fernen  Punkte,  welchen  wir  als  im  Aussen  räume 
/'>0  unserer  Flache  gelegen  annehmen.  Dann  lautet  unser 
Satz : 


1  Der  Kinfacheit  wegen  seien  höhere  Singularitlitcn  ausgeschlossen, 
Punkte  künaen  nach  der  zu  Anfang  gegebenen  Formulirung  der  Aufgabe 
hier  nicht  auftreleo. 

]fa«]i.-pk7i.  Omm  1885.  8S 
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Die  Grundzahl  G  unserer  Flüche  ft^O  ist  gegdten  durdi  die 
Formel 

wo  K  die  Char  acter  i  st  ik  des  Functionensy  Siems 

Formel  (1)  drückt  dabei ,  im  Zusammenkalt  mit  der  Kronecker- 
sehen  Deutung  der  CharacterisÜk^  die  Eingangs  erwühnte  Re%it-' 
hung  der  Grundzahl  einer  gesdihssenenf  übrigens  aus  beliebig 
vielen  Theilen  bestehenden  Fläche  zu  der  durch  4  tc  dividirten 
Curvatura  integra  derselben  aus,  eine  Relation,  die  sieb  auch 
unmittelbar  durch  geometrische  Betrachtungen  ergiebt.  Zur  Be- 
gründung von  Formel  (I)  betrachten  wir  wieder: 

L  Ein  System  von  Ebenen  parallel  lur  (o::^) -Ebene.  Das- 
selbe schneidet  auf  f  (x,     z]  ^0  ein  Gurvensystero  S  aus,  wel- 

ches  nur  Punkte  und  aufzuweisen  hat  für  die  Tansenlial- 
ebenen  in  Punkten  hyperbolischer  bes.  elliptischer  Krümmung. 

Die  Differenz  aller  dieser  Punkte  von  f^O,  welche  nach 

Abschnitt  I.  gleich  6  ^  9  ist,  wird  gegeben  durch: 

I  /■  /.  /,  A  ' 

fi     fil     f\i  fli 

ft  f%i  f%t  fu 
ft  f%i  /n  Ai 
die  Summe  ausgedehnt  Uber  alle  Punkte 

und  also  ist 

w.  2.  b.  w. 

II.  Nun  ist  aber  auch 

A  =  -S[   f,i  /.. 

fit  fit 

diese  Summe  ausgedehnt  über  <  0 ,  /*^  « 0,  /'^  =  0 ,  /*,  =  0. 
Diese  Formel  ergiebt  unmittelbar  die  geometrische  AbsäbluDg 
der  Grundzahl  unserer  Fläche  in  folgender  Form : 


fu 


fu 

f J3 


--8A', 


1, 
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Im  liiin  rn  von  f'—(\  ist  ein  'vFlüchensvstom  S^^  von  Flachen 
/*=consL  äjczrii  hnr  t ,  so  dai>s  durch  jeden  Pnnkt  nur  eine  Flache 
des  Systems  liinduichgeht.  Die  Knotenpunkte  \l\  =  0,  f\  —  0. 

=r  0)  von  Flachen  des  Systems  trennen  sich,  wenn  wir  das 
System  in  bestinunier  i{i<-htung  (niil  wachsender  Consianten) 
durchlaufen,  in  4  Kateiiorien : 

1)  Punkte,  in  welchen  ein  elliptisch  {gekrümmter  Flächen- 
iheil  ans  einem  isolirlen  I^unkte  entsteht  ;  umjzekolirt 

2  i*unkte.  io  deoeo  sich  ein  elliptisch  jj^ekrttiumter  TheU 
zusammeTi/i'^iii, 

3)  Punkte,  bei  denen  ein  hyperbolisch  gekrümmter  Fliichen- 
theil  in  zwei  elliptisch  gekrdnnnle  sich  spaltet,  und  umizekehrt. 

4)  Punkte,  wo  zwei  elliptisch  ^ekrUmmte  Fl^chenlbeile  sich 
zu  einem  hyperbolischen  vereinigen. 

Nimmt  man  nun  an.  dass  die  Anzfjhlen  der  im  Innern  von 
/*=  0  befindlichen  Kno(en[)unkle  der  ebengenannten  Arten') 
bez.  p^^        pi^^  p^j^  sind,  so  sagt  unsere  obige  Formel,  dass 

^  =  *  {Pei-^-Peh  —  Pf«  —  Pik«)  *  • 
In  der  That  erkennt  man  auch  geometrisch  sofort  aus  den  in  §  1 
gegebenen  Definitionen  fttr  die  Gnindzahl,  dass  durch  dieUebei^ 
ginge  (4)  und  (3)  die  Grundsahl  der  Fläche  um  8  vermindert, 
durch  die  Uebergänge  (2)  und  (4}  dagegen  um  2  vermehrt  wird, 
was  die  eben  gegebene  Formel  sofort  auch  auf  geometrischem 
Wege  erweist. 

loh  denke  auf  die  weiteren  hiermit  angedeuteten  Formuli* 
rungen  bei  nächster  Gelegenheit  einzugehen. 


4)  Sofern«  habere  Singnlartfllten  in  flfueftwo  Pttokten  elntreteo,  lassen 
sie  sich  leicht  in  die  allgemeine  Formulirang  eiobegr^fen.   Das  Auflrslen  ' 

von  DojipcHinien  aber^und  da  mit  auch  das  Vnrkommniss  einseitiger  Flachen 
in  unserL'Ui  Systeme)  ist  in  der  gegenwyrtigen  Komiulirung  schon  duteli  die 
Kronecker'schen  Bedingungen  für  das  Funcliotiensystem  f,  f^,  i,vergl. 
§  4)  ausgeschlossen. 
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Wilhelm  Braune  und  Hans  Stahel,  üebet^  das.  \'erlial{niss 
der  LtuKjcn.  uU  zu  vetitilirenäer  Luflräumej  zu  den  Bronchien  als 
lußsuieUetiäen  Höhren. 

In  dem  Folgeuden  soll  von  uns  eine  vorlau6ge  Mittheilang 
gegeben  werden  Ober  die  gewonnenen  Resultate  einer  Unter- 
sueliung,  die  in  kurzer  Zeit  in  extenso  verttffentlicbi  werden 
wird.  Die  Arbeit  wurde  von  uns  Beiden  gemeinsam  auf  der 
topographisclien  Abtlieilung  der  hiesigen  Anatomie  ausgeführt. 
Sie  behandelte  Anfangs  die  topographischen  Verhältnisse  der 
Lungen  beim  Henseben,  die  trots  der  Ausbildung  der  physika- 
lischen Diagnostik  noch  verschieden  dargestellt  werden,  wandte 
sich  aber  dann,  nach  Erledigung  dieser  Frage,  den  Grefssea- 
verhaltnissen  der  Bronchien  und  Lungen  zu,  Verhllltnisseii, 
welche  den  Haupttheil  der  Arbeil  ausmachen,  sodass  auch  in 
der  Ueberscbrift  nur  dieser  Thetl  angegeben  wurde.  Alle  Elnaelf- 
messungen ,  ebenso  wie  die  Uteratur,  werden  erst  später  mit- 
gethetit  werden.  Die  Hanptresultate  in  kurze  Slltie  zusammen- 
gefasst,  sind  folgende : 

4 .  Die  rechte  Lungenspitze  steht  beim  Menschen  messbar 
höher  als  die  linke. 

5.  Der  Querschnitt  des  redUm  Bronchus  steht  zu  dem 
Querschnitte  des  linken  Bronchus  (beide  gemessen  an  der  Bi- 
furcation)  in  emem  bestmmten ,  nur  in  geringer  Breite  schwan- 
kenden, VerhäUniss*  Und  zwar  verhalt  sich  der  Querschnitt 
des  rechten  Bronchus  zu  dem  des  linken  im  Mittel  aus  4 1  Mes- 
sungen an  ganz  normalen  menschlichen  Lungen  wie 

4  00  :  78,4. 

Die  eiozeinen  Verbältnisszabien  dieser  Reihe  liegen  zwischen 

100  :  74,6 
400  :  8S,7. 
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3.  Unter  10  normalen  menschlicheu  Lungen  fand  sich, 
diifis  der  Querschnitt  der  Trachea 

in  8  Fälien  kleiner  als  die  Summe  der  Querschnitte  der 
Bronehien, 

in  %  Füllen  grösser  war  als  die  Summe  der  Quersebnitte 
der  Bronchien. 

*  Wegen  des  Wechsels  im  Kaliber  der  Trachea  musste  natOrlieh 
an  einer  ganz  bestimmten  Stelle  die  Messung  der  Trachea- 
lichtnng  aosgelohrt  werden. 

Das  Mittel  aus  diesen  40  Messungen  ergab  folgendes  Ver- 
httllolss  des  Querschnittes  der  Trachea  zur  Summe  der  Quer- 
schnitte'der  Bronchien^  nämlich : 

400  :  407,8. 

4.  Der  Querschnitt  des  rechten  Bronchus,  iieiiiesspn  nn  der 
Bifurc  ii  i 0T1,  sowohl  wie  der  des /mAen  ist  grösser  als  die  Summe 
derQuersciiiiilie  seiner  Aeste.  fin  5  darauf  untersuchten  Fällen.) 

5.  Der  linke  Bronchus  verjüngt  sich  hei  normalen  mensch- 
lichen Lungen  von  der  Bifurcation  ab  bis  zur  Abgabe  der  Haupt- 
iisle  ;  und  zwar  ist  das  Verhäitniss  des  Querschnittes  des  linken 
Bronchus  an  der  Bifurcation,  verglichen  mit  dem  Querschnitte 
des  üiikrn  Bronchus  in  der  Mitte  seiner  LUnge  im  Mittel  aus 
8  Messungen  an  normalen  Lungen 

400:87,5; 

das  Verhäitniss  des  Querschnittes  des  linken  Bronchus  an  der 
Bifurcation,  zu  dem  Querschnitte  des  linken  Bronchus  kurz  vor 
Abgabe  seiner  Aeste  Im  Mittel  aus  7  Messungen  an  normalen 
Lungen : 

400:84,4. 

Bei  dem  rechten  Bronchus  verhinderte  uns  die  Kürze  des  Rohres 
ähnliche  Messungen  auszulUhren. 

6.  Die  Behauptung  Aeby's,  dass  die  menschliche  Trachea 
em  trichterförmiges  Rohr  mit  nach  unten  i^ekeiirier  Basis  sei, 
ist  unrichtig.  Ebenso  die  Beliauphini:  von  See,  dass  die 
menschliche  Trachea  ein  cyündrisches  Kohr  darstelle.  Die 
Trachea  hat  unmittelbar  unter  dem  Kehlkopfe  den  geringsten 
OutM  s(  hniit ;  von  da  al)  vergrössert  sich  der  Querschnitt  stetig 
bis  Uli  Lief  ihr  zur  Mitte,  \vo  er  sein  Maxiraum  erreicht,  um  von 
da  ab  bis  kurz  vor  der  Bifurcation  wieder  abzunehmen.  Dies 
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Verhällniss  hnt  schon  Hyrtl  dargelhan.  Kurz  vor  Abgabe  der 
Bronchien  erfahrt  die  Trachea  wieder  eine  Frweitmint:.  Mit 
Abgabe  der  Bronchien  erweitert  sich  der  Querschnitt  der  zu- 
führenden Köhren  noch  mehr,  um  dann  mit  Abgabe  der  üaupl- 
aste  der  Bronchien  wieder  abzunehmen. 

Die  Trachea  und  die  Bronchien  stellen  also  ein  Böliren- 
system  mit  abwechselodeo  Erweilerungen  und  VereDgerungeo 
dar. 

Nachfolgendes  Flilrhen-Schema  soll  diese  YerbäUnisse  im 
AUgemeineD  veraoscbaulichen. 

Traeh9a  /       \  unmUMbar  witor  dem  Kehlkopf* 


Trachea 


ungefähr  in  der  Milte  zwischen 
Kehlkopf  md  Bifkrcatto», 


Trodiea 


Summe  der 


kurg  vor  der  Kifureatiom, 


  Bifurcationssteile. 

Querschnitte  der  beiden 
Bronchien. 


Summe  der 


Querschnitte  der  Aeete  der 
Brom^ien, 


7.  In  einem  ülinlichen  Verhältnisse  wie  beim  Menschen 
stehen  beim  flunde  die  Querschnitte  der  Bronchien  zu  einander; 
ebenso  bei  Katzen.  Schuafen,  weieiie  wir  nach  dieser  Hichlung 
hin  zu  uulersuchen  (lelej^enheit  halten. 

Bei  Hunden  findet  sich  folgendes  Verhältniss  des  Qner- 
schnilles  der  Trachea  zur  Summe  der  Querschnitte  der  Brun-, 
cbien  im  Mittel  aus  8  Messungen,  nämlich: 

100  :  127,8. 

Ferner  ist  das  Verhällniss  des  Quersrliniii es  des  rechten  Bron- 
chus zum  Querschoilte  des  linken  im  Mittel  aus  9  Messungeo; 

100:74,4. 

8.  Die  an  das  Verhällniss  der  BrODchien  bei  normalen  Lun- 
geo  sich  anschliessende  Untersuchung  der  Querschnitte  der 
BronchieD  an  pathol,  meoschlichen  LuDgen  ergab : 

4.  Bei  erophysematösen  Lungen  verjüngte  sich  der  litike 
Broncbuf  in  starlierem  Maasse  von  der  Bifurcatioo  ab. 
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als  dies  hei  normalen  Idingen  nach  dieser  Richtung  hin 
coDstatirl  wurde.  Auch  liier  wurde  von  der  Messuug 
des  rechten  Bronchus  abgeselien,  weil  uns  die  KUrze 

desseii)en  technische  SchwieriLikeilen  enta;egense(zte. 

2.  Die  Grösse  des  Querschnittes  der  Bronchien  kann  ah- 
hän^jen  von  der  Wirkuntj;  der  Bronrhinlmusculatur.  Dieses  Mo- 
ment ist  hei  unseren  Messungen  von  vornherein  auszuschliessen. 

Die  Bronchiahnusculalur  scheint  die  Weite  der  Bronchien 
in  Füllen  zu  regulireu,  hei  denen  zeitlich  mehr  oder  weniger 
rasch  ablaufende  Vorgänge  in  Frage  kommen  :  sie  vermag  hin- 
gegen nicht  das  Rohr  (lauernd  zu  verengern  oder  zu  erweitern. 
In  unseren  Fallen  finden  wir,  dass  hei  lang  dauernder  Beein- 
trcicht i'^iung  der  Funclinn  einer  I.unL'e  der  zugchöriL'e  Bronchus 
nach  und  nach  sein  K;iliiit'r  geändert  hntte.  Während  hei  nor- 
malen lAingen  das  Verhültniss  der  Bronchien  eine  gewisse  Breite 
nicht  überschreitet,  fanden  wir  hei  Functionssti  rungen  einer 
Lunge  ein  ganz  abweichendes  Verhäliniss  der  Querschnitte  der 
Bronchien.  Ist  z.  B  die  rechte  Lunge  in  ganzer  Ausdehnung 
verwachsen,  so  (indet  sich,  .dass  jetzt  das  Verhültniss  des  rech- 
ten zum  linken  Bronchus  die  normale  Breite  weit  überschritten 
hat.  Der  QnerschniK  des  rechten  Bronchus  verhält  sich  zum 
Querschnitt  des  linkeu  in  diesem  Falle  wie 

400  :  92,5 . 

Wir  haben  somit  in  der  Bestimmung  und  Vergleichung  der 
Querschnitte  der  Bronchien  ein  Mittel  an  der  Hand,  gewisse 
Krankheitsprocesse  der  Lungen  in  ihrem  Einfluss  auf  die  splUere 
Functionsfäbigkeit  der  Lungen  besser  zu  prüfen,  als  dies  früher 
möglich  war.  Ueber  diesen  PunlLt  wird  später  ausführlicher 
abgehandelt  werden. 

9.  Die  Gewichte  menschlicher  Lungen,  untereinander  ver- 
glichen ,  gaben  durchaus  kein  constanles  VerhrUlniss.  Es  ist 
dies  auch  leicht  einzusehen,  da  die  Blutvertheilung  nach  dein  Tode 
sehr  ungleich  ist,  ebenso  das  Üedein  etc.  Immerhin  liess  sich 
constatiren,  dass  bei  einer  grossen  Zahl  von  Gewichtsbestim- 
iiiungen  niemals  die  rechte  Lunge  gleich  oder  leichter  gefundeu 
wurde  als  die  linke:  stets  war  das  Gewicht  der  rechten  Lunge 
grosser.  Ja  in  zwei  Gewichtsbcstinnmaigen  stellte  sich  ein 
Verhültniss  heraus,  das  dem  Verhailniss  der  Querschnitte  der 
Bronchien  ziemlich  nahe  kam. 
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1 0.  Es  fand  sich  nun  bei  Hunden,  die  man  vorher  zum  Zwecke 

■ 

einer  genauen  Gewiehlsbeslimmung  vollständig  halte  verbiuton 
lassen,  dass  das  Gewiobt  der  rechten  Lunge  zum  Gewicht  der 
linken  sich  genau  verhielt  wie  der  Querschnitt  des  rechten  Bron- 
chus zu  dem  Querschnitte  des  linken. 

Das  Gewicht  der  rechten  Lunge  verhalt  sich  zu  dem  Ge- 
wichte der  linken  im  Mittel  aus  5  Bestimmungen  wie 

400  :  74,9, 

die  Querschnitte  der  zugehörigen  Bronchien  wie 

400  :  75,ft. 

Auch  bei  Ratzen,  Schaafen  erhielt  man  fiholicbe ,  wenn  gleich 
nicht  80  ttbereinstimmende  Besultate. 

Dies  rtthrt  davon  her,  dass  bei  Katzen  w^en  der  Kleinheit 
der  Objecto  die  wenn  auch  geringen  Fehlerquellen  bei  der  Mes- 
sung zu  bedeutend  werden;  bei  Schaafen  macht  der  eparCerieile 
Bronchus,  der  sehr  kurz  ist  und  gesondert  aus  der  Trachea  ent- 
springt, Schwierigkeiten. 

41.  Da  das  entblutete  Lungengewebe  in  einem  genauen 
Verhnltniss  zu  den  Querschnitten  der  zuführenden  Luftröhren 
.  steht,  so  war  noch  zu  untersuchen,  ob  nicht  auch  die  Volumina 
Luft,  welche  die  Lungen  aufnehmen  können,  In  einem  ähnlichen 
Verhältnisse  zu  den  Querschnitten  der  luftzuftthrenden  Rohren 
stehen.  Wir  gingen  dabei  von  folgender  theoretischen  Betrach- 
tung aus : 

Das  Volum  Luft,  das  bei  der  Inspiration  in  jede  Lunge  ge- 
langt, hlingt  ab 

4 .  vom  Querschnitt  der  zuführenden  Rohren; 

2.  von  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Luft  die 
Rohren  durchfliesst ; 

3.  von  der  Zeit,  während  welcher  die  Inspiration  ablauft. 
Es  ist  also  das  Volumen  Luft,  das  in  die  rechte  Lunge  wäh- 
rend einer  Inspiration  eindringt: 

^^f*  •  ^  •   t  ^ 

worin     den  Querschnitt  des  rechten  Bronchus  bezeichnet. 

F|  =B  9l .  C| .  t. 

Somit  Vf. :  Vi  ^  q^c  :  ^(C, , 

und  da  wir  c  ohne  hier  in  Betracht  kommende  Fehlerquelle 
gleich  c^  setzen  können : 
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V,  :  Vi  =      :  qj. 

Aus  (Üfser  Bplrachlun{j;  ersieht"  sich ,  dass  die  Volumina 
Luft,  weiche  in  die  I  im'jpn  bei  einer  Inspiration  eiiidrintien  und 
welche  wir  der  Kiii  ze  halber  respiratonsche  Volumina  nennen 
wollen  sich  verhallen  müssen,  wie  die  Querschnitte  der  zuize- 
hiiri^en  Bronchien.  Es  ist  nun  dieses  Volumen  Tjift,  welches  bei 
einer  Inspiration  in  die  Lungeu  (^nii  ritl  l  in  Bruchtheil  der  Luft- 
menizc  welche  die  Lunge  Uberhaupt  zu  lassen  vermag  und  die 
wir  im  Gepensalze  zum  respiralorischen  Luftvolumen  das  abso- 
lute nennen  wollen.  Es  hat  sich  nun  herausgestellt,  dass  die 
n}>soluteu  Luftmengen  beider  Luntien  sich  sehr  annähernd  ver- 
halten wie  die  Querschnitte  der  /ufiiiireiulen  Röhren. 

Das  absolute  Volumen  der  recliten  Luniie  vorhält  sich  zum 
absohlten  Volumen  der  linken  Lunge  im  Mittel  aus  5  Bestim- 
mungen wie  . 

Das  Gewicht  der  rechten  Lunge  aber  zu  dem  der  linken  war  im 
Mittel  aus  5  BestunmuDgen 

400  :  71,8. 

Die  absoluten  Volumina  der  rechten  htkI  der  linken  Lunge  ver- 
halten sich  demnach  nach  den  Irülieicn  Beziehunizen  der  Ge- 
wichte zu  den  Querschnitten  auch  annithernd  wie  die  Quer- 
schnitte der  Bronchien.  Auch  diese  Volum -Untersuchunsen 
wurden  an  Iluntlcn  Ljcmncht,  welche  Ttian  halte  verhhilen  lassen. 

Ks  besieht  (.iciiinach  ein  besliriinUes  Verhällniss  zwischen 
den  T  vinceT!  als  Ltiflrihirnen  und  den  Rrnnrhicn  als  Luft  zulei- 
tenden UühreD.  Der  zu  jeder  I  unue  lalii  cudc  fh-onchus  hat  einen 
so  grossen  Querschnitt,  dass  dadurch  die  mechanischen  Bedin- 
gungen erftlllt  sind,  um  die  Lunge  in  einer  gewissen  Zeit  und 
bei  einer  durchschnittlich  constanten  Saugkraft  zweckentspre- 
chend zu  venliliren. 

12t.  Die  Methode,  welche  wir  bei  der  Bestimmung  der  Quer- 
schnitte augewandt  haben,  ist  folgende: 

Die  Tracheen  und  Bronchien  wurden  gefroren  und  dann 
3 — 4  mm  dicke  Querschnitte  mit  einem  geeigneten  Instrumente 
angefertigt.  Die  Schnitte  wurden  noch  gefroren  miUelsl  des  von 
His  angegebenen  Zeichenapparalcs  gezeichnet  und  der  Flächen- 
inhalt des  4 Mal  vergrösserten  Querschnittes  mit  dem  Amsl er- 
sehen Planimeter  beslimmt.  Es  ergab  sich,  dass  wir  bis  auf 
\  qmm  genau  den  Flächeninhalt  bestimmen  konnten. 
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Zur  HestiiDiimnti  dor  absoluteu  VolumiDa  der  Lungen  waod- 
ten  wir  folgenden  Apparat' an: 

In  'zwt'i  ^TlasÜaschen  von  genau  gleicher  Uohe .  niil  am 
Boden  wasserdicht  aufsrhraubbaren  Metallplalten ,  die  in  der 
Mitte  von  CanUlen  dui  i  hliolirt  sind,  wurden  die  frischen  ,  ver- 
Idnfrh  n  intaclen  Lungen  nnl  den  Broncliicn  an  diesen  t.anuleii 
belesiigt.  Die  Qiierschnille  dieser  Canii l»-n  verhalleD  sich  wie 
40ü  :  80,  d.  h  wie  die  Qnersrfniitte  der  bronchien. 

Die  C.iiiiilpn  beider  Maschen  werden  durch  ein  T- förmiges 
Rohr  miteinander  verbunden.  Durch  das  LllngsslUek  des  T-for- 
niigen  Kohres  biflst  der  Untersnelier  die  Luft  in  die  Lungen.  Der 
Druck  int  also  für  beide  Lungen  gleich.  Die  Menge  des  ver- 
drängten Wnssers  giebt  da«  absolute  F.uftvoluinen  .  das  eine 
Lunge  bei  vollständigem  Aufblasen  zu  fassen  vermas.  Glas- 
flaschen wurden  genommen,  um  eine  Coolrole  des  Versuches  zu 
ermöglichen. 
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Bei  einer  planiniissii;eu  Untersuchung  der  dynamischen 
Principien  tritt  uns  als  ersles  und  oberstes  Problem  die  Aufgabe 
entgegen,  an  Sielleder  iu  inaueher  Hinsieht  veralteten  Galilei- 
Newton'schen  Fassung  des  Beharnm^sgeset/.es  eine  zeilgenuisse 
neue  Fassung;  zu  setzen.    Seitdem  Carl  iNenmann'i  und 
Ernst  Maeh  *  die  UnzulHnajIichkeit  jener  herkömmlichen  For- 
nnilii  uiig  sehlagend  nachgewiesen  haben,  besteht  kein  Zweifel, 
dass  man  es  hier  nicht  mit  einem  erdichteten,  sondern  mit  einem 
wirklichen  und  durchaus  berechtiulen  Bedürfnisse  der  Wissen- 
schaft zu  thun  hat.  in  jüngster  Zeit  liai  sieh  übi  igens  Streintz  '! 
das  Verdienst  erworben,  auf  die  hervorragende  BedeutunLi  des  . 
genannten  Pi  oblt  riis  von  Neuem  hinzuweisen.  Ich  selbst  habe 
dann  an  einem  timit  ren  Orte*)  den  Gegenstand  vorwiegend  aus 
niethodologischen  Gesichtspunkten  behandelt  und  will  hier  nun 
naher  auf  seine  m.aliematisch - physik^l i   lie  Seite  eingeben. 

Die  Unzulänglichkeit  der  üblichen  von  Newton  herstam- 
mend.n  i'ormulirung  des  Gesetzes  liegt  in  erster  Linie  darin, 
tlass  weder  gesagt  wird,  in  Bezug  auf  was  für  ein  Guui  tiinaten- 
systeni  die  Bewegungen  der  sich  selbst  tlberlassenen  Punkte 
geradlinig,  noch,  in  Bezug  auf  was  für  eine  Zeitseala  (s.  u.)  sie 
gleichiormig  sind.  Es  heisst  nur:  »sie  sind  geradlinig u  und 
»sie  sind  gleichfürniig«.  Aber  in  Bezug  worauf  sind  sie  gerad- 
linig? um  von  der  zweiten  Behauptung  vorerst  ganz  abzusehen. 
Es  ist  wohl  nicht  nölhig,  auf  die  aligemein  anerkannten  Schw  ierig- 

i]  Ueber  die  Principien  der  Galilel'Newton'scben  Theorie.  Lpz.  1870.. 
i)  Die  Geschichle  und  die  Wurzel  des  Sstxes  von  der  Erhaltung  der 
Arlieit.  Prag.  4S7ä.  s.  n. 

8)  Die  pliysikalischen  Grunrtlapen  der  Mechanik.  Leipzig  1883. 

4)  Philosophische  Studien,  hrsgg.  v.  W.  Wundl.  Bd.  11.  S.  266—197* 
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keilen,  welche  der  Bonntworlung  dieser  Frage  entgegensteljen . 
ausfuhrlich  einzui^ciu  n.  Kein  gegebenes  nialeriellcs  Ohjeci  im 
Weltall  ist  geeignet  in  allen  Fallen  zum  Bezuezsobjecle  des  Träg- 
heitsgesetzes zu  dionen  *  i .  Insbesondere  hiilte  eine  Gravitalions- 
mcchanik  der  Fixsleriu*  in  dem  ti.inzen  weiten  Universum  nichts 
zur  Verfügung,  worauf  sie  die  Beweuun::«  !!  der  'blos  L-edaehten' 
sich  selbst  überlasseneu  Punkte  und  der  i  ixslerne  beziehen 
könnte.  Dnsselbe  gilt  von  der  Moleculardynaonk,  dieser  Stellar- 
astronomie  im  Kleinen. 

Newton  unterdrUekl  die  Antwort  auf  unsere  Frage  in  der 
Fassung  des  Gesetzes  selbst .  welche  er  seiner  Gravitations- 
theorie voranstellt*);  er  bleibt  sie  aber  keineswegs  schuldig. 
Zufolge  seinen  Krliiuterungen  bezieht  er  das  Gesetz  auf  ein  ge- 
wisses Coordin,it(  ii=jyslem.  welches  er  bezei<'hnet  als  den  »nbso- 
biten .  gleichartigen  ,  unendlichen  und  unbeweglichen«  Raum 
Dieser  »absohlte  Raum«  sei  wirklich  und  nicht  blos  in  dpv  Idee 
vorluinden,  aber  freilich  unserer  unvollkommenen  im  nschlichen 
Sinnesw  ihrnehmuns  nicht  zucHnglich.  Kr  soll  besleiien  aus 
einer  Aneinonderordnuniz  unerkennbarer  absolut  fester  l'tinkie: 
und  nur  durch  Vergleichunii  der  Kttrper  mit  diesen  >  au  nii<i  lür 
sich«  iV'strii  Punkten,  nicht  durch  ihie  Vertileichung  mit  ruidt  ier 
Materit  Süllen  die  Orte  und  Ortsbewegunfzen  der  Koi  per  ihrer 
wirklichen  Hescliaircnheit  nach  erkannt  werdt  ii  '  .  kurz  gesaut 
ist  Newtons  absoluter  Raum  ein  Gespenst,  lias  nun  und 
ninnnerniehr  zur  Grundlage  einer  exacten  Wissenschatt  geniaeht 
werden  darf.  Es  wäre  unschwer  nachzuweise?i.  dass  \e\vtiai> 
Annahme  eines  absoluten  Raumes  nicht  unabhängig  gewesen  ist 
von  seiner  tiefsinnieen  religiösen  WeltanschauunLi.  Den  alisolu- 
ten  Raum  wie  die  »absolute  Zeit«  ^s.  u.J  *)  setzt  er  in  die  innigste 


<)  Vgl.  Neumann  ,  a.  a.  0.  S  U  f .  Mach .  a.  a.  0.  S.  47 — 50. 
S)  Pbilosopiiiae  nalurali:»  ]>i-incipia  inattiemulica ,  Austaeiod.  i74  4 
editio  II)  pag.  lt.  Lei  I. 

3)  L.  c.  pag.  6— H.  Scholium  ad  deflnitiooes. 

r  \'^].  Newton,  Opticc.  !740  Int.;  ■pnp.  29S  ,  ?o\vio  das  Scliluss- 
sclioliuni  der  zw  oilt'ii  und  drillen  Aufla^o  der  Principien  it714.  paj;.  58  t  cq. 
WO  es  u.  a.  heisst:  »üoll  ist  ewig  und  alier  Orten ,  und  eben  durch  seine 
Ewigkeit  und  AUgegenwart  scbafll  er  Zeit  and  Raum«.  Dess  die  ebsolnte 
Zeit  und  der  ebsolule  Raum  gemeint  sind,  leidet  keinen  Zweifel  ood  wird 
vollends  bestätigt  durch  den  Gebrauch  des  Wortes  duratio  an  Stelle  \'Ott 
tempus.  Denn  ausdrücklich  heisst  es  anderwärts  von  der  absoluten  im  Ge- 
gensalze zur  relativen  Zeit:  »Alto  nomine  dicitur  duration  (1.  c.  p.  5j. 
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Beziehung  zum  nllgegenwtirtigcn  und  ewigen  Gotte  und  eben 
in  dieser  Beziehung  erblickt  er  wiederum  eine  Garantie  für  die 
UntrUglichkeit  jener  absoluten  Wesenheiten  im  Gegensatze  zu 
ibreD  relativen  Abbildern,  dem  sinnlichen  Haume  und  der  sinn- 
lichen Zeit,  weiche  oftmals  zur  Täuschung  verleiten.  Schon 
Enier  wagte  an  Newtons  Fundament  der  Dynamik  zu  rüt- 
teln *}  nnd  Kant  warf  den  realen  absoluten  Raum  ganz  Uber 
den  Haufen*}.  Freilich  wnssle  man  nichts  wirklich  besseres 
an  die  Steile  su  setien  nnd  so  kommt  es,  dass  der  Mathematiker 
und  Physiker  bis  in  die  Gegenwart  noch  immer  —  wenngleich 
nicht  ohne  Unbehagen  —  von  dem  alisoluten  Räume,  von  ab- 
solut festen  Punkten,  von  absoluten  Bewegungen  zu  reden  pflegt, 
weil  er  keinen  vollgiltigen  Ersats  fttr  diese  bedenklichen  Flo- 
tionen  hat.  Binen  vollytlUgen  Ersatz  su  finden,  darum  dfen  kan^ 
ddt  es  skh  im  Folgenden, 

Doch  zuvor  .mag  noch  die  schon  erwähnte  Newton'sche 
Annahme  einer  v absoluten  Zelt«  in  Betracht  gezogen  werden. 
Alle  Zeltmessung  beruht  (bekanntlich  auf  Bewegung  :  man  mlsst 
die  Zelt  durch  den  von  einem  Punkte  (Uhrzeigerspitzc,  Fixstern) 
durchlaufenen  Weg.  Der  bewegte  Punkt  bietet  gewissermassen 
ein^  »Zeitscala«  dar,  In  welche  wir  die  Ereignisse  einordnen. 
Die  zeitlichen  Yerhfiltnisse  einer  gegebenen  Bewegung  beur- 
thellen,  helsst:  dieselbe  räumlich  vergleichen  mit  einer  anderen 
ein  für  alle  Mal  zu  Grunde  gelegten  Bewegung.  Was  für  eine 
Bewegung,  was  fttr  eine  Zeitscala  soll  nun  aber  der  dynamischen 
Chronometrie  zu  Grunde  gelegt  werden?  Hier  erheben  sich 
bekanntlich  ganz  ähnliche  Schwierigkeiten  wie  vorhin,  als  wir 
nach  dem  fundamentalen  Bezugssysteme  der  Dynamik  fragten^ 
Keine  gegebene  Bewegung  im  Weltall  ist,  in  aller  Strenge  der 
Theorie,  jenem  Zwecke  dienlich '] .  In  dieser  Erkenntniss  bezog 

1)  Theoria  tnolus  (4  765  Tom.  I.  Cap.  I.  Da  Euler  Newtons  reli- 
giös-metophysiscbes  Fundnment  nicht  besitzt,  so  scheut  er  sich  hier  nicht, 
den  N  ew  1 0  n  sehen  Posdilateo  l'nbegreiflichkeit  vorzuwerfen.  In  Cap.  II 
icchrt  er,  um  nocii  grossere  »UobegreiflichkeitenH  zu  veruieiUen,  duiin 
freilich  zu  Newtons  Anaicbten  znrllck.  Vgl.  Streintz,  a.  a.  0.  S.  40  IT. 

9)  Nttmlich  io  seiner  kriUsehen  Periode.  Nicht  nur  wird  von  Kant 
Newton«;  realer  absoluter  Raum  zu  einer  IjIossom  Mee  vorfluchligt.  son- 
dern es  hat  auch  diese  Moo  nichl  diu  geringste  dynamische  Kih  bung,  so 
danif  kaum  mehr  ais  das  leure  \V  ort  übrig  bleibt.  Kant,  Smtl.  Werke  hrsgg. 
V.  Kirchinanii,  Bd.  Vll.  Abt.  t.  S.  494. 

8}  Newton,  Prlncipia,  pag.  7.  Neu  mann,  a.  a.  0.  8. 46  f. 


Uiyitized  by  Google 


396 


Ludwig  Lange, 


New  Ion  die  Bewegungsurtheile  seiner  dynamiscben  Theorien 
und  insbesondere  den  SaU  von  der  unveränderliclien  Geschwin- 
diglLeit  sich  selbst  ttberlassener  Punkte  auf  eine  nabsolute  Zeil«, 
welche  —  fttr  uns  Menschen  nicht  wahrnehmbar  —  »an  und 
für  steh  gleichmflssig  dahinOiessi«*).  Es  braucht  kaum  darauf 
hingewiesen  su  werden,  dass  diese  absolute  Zeil  ein  ganz  ähn- 
liches Gespenst  ist,  wie  der  absolute  Raum.  Gerade  deshalb  ist 
es  sehr  bemerkenswerth,  dass  sie  aus  der  gegenwärtigen  Dyna- 
mik ziemlich  verschwunden  ist,  wtthrend  das  Gleiche  noch 
keineswegs  vom  absoluten  Räume  gilt.  Die  Erklärung  dieser 
Thatsache  liegt  indessen  nicht  fern.  Man  hat  bereits  einen  voll* 
giltigen  Ersatz. für  die  absolute  Zeit.  \Vir  können  den  seitlichen 
Theil  des  Beharrungsgesefzes  Vollkommen  correct  aussprechen 
ohne  das  Postulat  einer  absoluten  Zeit.  Wir  brauchen  nur  im 
Anschlüsse  an  Neu  mann  das  Zeitninoss  der  Dynamik  zu  grün- 
den auf  die  Deßoilion :  Zwei  Zeitabschnitte  heisson  gleich,  in 
welchen  ein  sich  seihst  überlassener  Punkt  gleiche  Woiiühsohnitie 
zurücklegt').  Hit  anderen  Worten  :  die  fundamentale  Zeitscala 
der  Dynamik  wäre  zu  deßnircn  durch  die  Bcwc;j,ung  eines  skk 
selbst  überlassenen  Punktes.  Unter  diesem  Gesichtspunkte  er- 
scheint der  Satz  von  der  »gleichförmigen«  Bewegung  ciller  sich 
selbst  überlassenen  Punkte,  wie  Thomson  und  Tait  sehr 
richtig  bemerken,  als  blosse  Convention  für  einen  solchen  Punkt, 
und  er  ist  mehr  als  Convention,  er  ist  Forschungsergcbniss  nur 
insoweit,  als  er  irgendwelche  sonstige  sich  selbst  Uberlassene 
Punkte  betrifil^).  Es  ist  oilVnliar  nichts  als  ein  eigenthU  ml  icher 
f/tmt/ia^ion^process ,  wodurch  iNcnmann  die  unbegreifliche 
absolute  Zeit  aus  dem  Ausspruche  des  TrUgheitsgesetzes  ent- 
fernt hat. 

Es  fragt  sich  nun.  oh  sich  nicht  durch  ein  analoges  Ver- 
fahren auch  der  absolute  Kaum  diminiren  lässt.  In  der  That 
ist  dies  der  Fall.  Das  fundamentale  Coordinatensystem  der 
Dynamik  mag  als  »Inertialsystem«,  die  fundamentale  Zeitscala 
der  Dynamik  als  »Inertialzeitscala«  bezeichnet  werden.  Genau 
ebenso  nun,  wie  die  eindimensionale  Inertialzeitscala  definirt 


4)  N  e  ^^  t  o  n  ,  i.  c.  pag.  B. 
t)  NeumanDi  a.  a.  O.  S.  18. 

8)  Thomson -Tait,  Treettte  oa  Natural  FhUosopby,  Vol.  I.  P.  I 
i  846^848. 
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werden  konnte  an  Hand  eines  einzelnen  sich  selbst  ttberlasse- 
nen  Punktes,  so  lässt  sich  das  dreidimensionaie  Inertialsystem 
definiren  an  Hand  dreier  sich  seihst  ttberlassener  Punkte.  Zu 
dieser  Definition  fluhrt  uns  die  folgende  Erwttgung,  deren  kine- 
matische Ausgangspunkte  nachher  begründet  werden  sollen. 

Ftlr  drei  (oder  weniger  als  drei)  beliebig  gegeneinander 
bewegte  Punkte  P%  —  dieselben  brauchen  nicht  sieh 
selbst  Uberlassen  zu  sein  —  lasst  sich  alle  Hai  ein  Coordlnaten- 
system,  ja  lassen  sich  unendlich  viele  Coordinatensysleme  con- 
struiren,  in  Bezug  worauf  jene  Punkte  geradlinig  fortschreiten. 
Dagegen  ist  für  mehr  als  drei  Punkte  diese  Möglichkeit  nur 
unter  besonderen  Umstanden,  nur  zufölUg  vorhanden. 

Bs  folgt  hieraus,  dass  das  Gesetz  von  der  unveränderlichen 
Bewegungsrichtung  sich  selbst  ttberlassener  Punkte  eine  bUme' 
Convention  ist  fttr  drei  solche  Punkte,  dass  es  ein  bemerkens- 
werthes  Resultat  der  Forschung  nur  insofern  enthult,  als  es  fttr 
mehr  als  drei,  fttr  beliebig  viele  Funkte  mit  Bezug  auf  ein  und 
dasselbe  System  gilt.  Die  physikalische  Bedingan^  desUnbeein- 
flusstseins  hat  eben  den  einen  sehr  merkwürdigen  kinematischen 
Erfolg,  dass  es  fUr  beliebig  viele  ihr  unter>%orfene  Punkte  ein 
Goordinaiensystem  giebt,  worin  sie  sttmmtlich  geradlinig  be- 
wegt sind. 

Hierinil  ist  die  gesuchte  Definition  des  InertiBlsystomos  in 
ihren  GrundztJgen  gegeben.  So  wie  sich  die  Inertialseitscala 
definiren  Hess  als  eine  solche  Zeitscala,  in  Bezug  worauf  ein 
sich  selbst  liherlassencr  Punkt  gleichförmig  fortschreitet :  so 
wird  sich  das  Ineriialsyslem  definiren  hissen  als  ein  solches 
Goordtnatensy  slcm,  in  Bezug  worauf  (im  sicii  selbst  ttberlassene 
Punkte  geradlinig  fortschreifon.  In  weiterer  Verfolgung  dieses 
Gedankens  hat  sich  in  der  Tbat  für  das  vollständige  Beharrungs- 
gesotz die  folgende  zergliedernde  Fassung  erf^eben,  und  zwar 
auf  einem  Wege,  welchen  wir  im  folgenden  Abschnitte  betreten 
werden. 

BehurnngigeBeti. 

Definition  I.  » Inertialsystem a  heisst  ein  jedes  Coor- 
dinatensystem  von  der  Beschafi'enbeit,  dass  mit  Bezug  darauf 
drei  vom  selben  Raurnpvmkle  projicirle  und  dann  sich  selbst 
ttberlassene  Punkte  P,  P\  P"  —  wOlche  aber  nicht  in  einer  ge* 
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radeo  Linie  Hegen  sollen  —  auf  drei  beliebigen  in  einem  Punkte 
tnsammenlaafenden  Geraden  G,  G%  CT  (x.  B.  auf  den  Coor- 
dinatenaxen)  dahinsebreiten  % 

Theorem  I.  Mit  Bezug  auf  ein  Inertialsystem  ist  die  Raliii 
jedes  beliebfffPn  vierten  sich  selbst  überlassenen  Punktes  gleich- 
falls gerat!  I  im  |4. 

Definition  II.  j^Inertialzeitscala  hoissl  eine  jede  Zeit- 
scnla.  in  Bezug  auf  welche  ein  sich  sellisl  überlassener  auf  ein 
huM'tialsysleui  bezogener  Punkt  (etwa  P;  gleichförmig  fori- 
scbreilet. 

Theorem  11.  In  Bezug  auf  eine  Inerlialzeitscala  ist  jeder 
beliebige  andere  sich  selbst  überlassend  Punkt  in  seiner  In- 
ertialbahn  gleichförmig  bewegt'). 


Zunächst  handelt  es  sich  vor  allem  um  eine  exacte  Dar- 
legung, inwiefern  man  für.ein,  swei,  drei,  aber  im  allgemeinen 
nicht  mehr  flir  mehr  als  drei  gegeneinander  bewegte  Punkte 
im  Stande  ist,  ein  Goordtnatensyatem  tu  construiren,  In  Betug 
auf  welches  die  Punkte  geradlinig  bewegt  sind.  Es  ist  hier 
noch  nicht  die  Rede  von  sich  sellist  ttberlassenen  materiellen, 
sondern  von  beweglichen  geometrischen  Punkten. 


1)  Die  hier  gegebene  Dellnitioo  weicht  von  meiner  früheren  ab,  nicht 
was  den  metbodolngiaehen  Grondgedanken,  sondern  wu  die  mathematische 

Verwirklichung  desselben  anlangt.  Herr  Professor  A.  Voss  hatte  die 
Freundlichkeit ,  mich  auf  einen  kinematischen  Irrtbum  aufmerksam  ru 
iu<iriu  ii  und  so  zu  diesem  zweiten  mehr  mathematiscben  Versuche  an- 

i)  Man  sieht,  der  räumliche  und  der  zeilliche  Theil  des  Gesetses 

sagen  pewissermassen  dasselbe  zw  eimal  aus,  nur  das  eine  Mal  mit  Rück- 
siclit  auf  den  dreidimensionalen  Raum,  das  andere  Mal  inil  RUcksicbt  auf 
die  eindimensionale  Zeit,  übb  etpcnthümliche  Eliminationsverfahren,  worin 
diese  Analogie  am  i^chlagendstun  zum  Ausdrucke  kommt,  habe  ich  va.a.O.j 
mit  einem  besonderen  Namen,  als  Princtp  der  parlicularen  DeterminaUon, 
beseichnM»  weil  sich  heraosstellte,  dass  es  In  der  Mechanik  und  mathema* 
tischen  Physik  überhaupt  mnnchc  dunkle  Punkte  aufklärt.  In  der  That 
verbreitet  es  das  fioUste  I.ichl  über  eine  Anzahl  dem  Beharruagsgesetze  in 
gewisser  W ei j>c  coordinirter  Grundlehren:  z.  B.  über  den  Satz  von  der 
Proportionalität  der  Kraft  und  ihrer  Wirkung,  Über  das  Ohm'sche  Ge- 
sels,  tt.  s.  w. 
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1.  Eine  beliel)ii:e  Anzahl  solcher  Punkte  P,  P',  P". .  mögen 
mil  Bezui^  auf  ein  vor  der  Hand  ganz  Im  In  Inges  Paralleleoordi- 
nalensyslein  ^/fZ sowie  iniL  Bezuu  aul  eine  vor  der  Hand  ei»en- 
fails  i;anz  beliebige  Zeilscala  0  .  .  /  die  als  huncliooen  von  /  u«»- 
gebenen  ('oordinalen  i*.  r.      ^ .  /  '.  v",  T':  ...  Irtslt/in. 

Gegen  ^HZ  sei  ferner  irgeud'«N  u-  ifcweut  ein  andi  res  r  n  illel- 
coordinatensystem  A'  V,  V.,;  alsdann  ergeben  sieh  iiekannler- 
nassen  die  Coordinalen  der  Punkte  in  He/ug  auf  das  zweite 
System  aus  TraD&formaiioQeD  voo  der  Gestalt : 

worin  a,-.  ,  S^  zwölf  Functionen  von  t  sind.  Unter  Voraus- 
setzung orthogonaler  Coordinaten  besteben  dabei  zwischen  den 
ttj,  (iff     die  sechs  unabhängigen  Gleichungen  ^ 

Wir  fragen  uns  nun :  Für  wie  viele  gegebene  Punkte  1^ 
P',  ...  ist  es,  ohne  besondere  Abhängigkeiten  zwischen  ihren 
variabeln  Coordinaten  i^y  •  •  •  vorauszusetzen,  mQglichy  die 
^ißiTi^i  solche  Functionen  von  t  zu  bestimmen,  dassdie 
sflmmtlichen  in  Bezug  auf  X^  beschriebenen  Punktbahnen 
geradlinig  sind?  Bei  einer  gewissen  Anzahl  wird  ja,  dies 
leuchtet  unmittelbar  ein,  jene  Möglichkeit  einmal  ein  Ende 
nehmen. 

-  Für  jeden  Punkt  fliessen  aus  der  Forderung,  er  solle  mit 
Bezug  auf  X^  X,  A',  geradlinig  fortschreiten,  zwei  Differential- 
gleiefaangen,  z.  B.  für  P  die  Differentialgleichungen : 

W(»lehe  nach  Transformation  auf  5HZ  und  nach  Einführung 
des  Argumentes  t  in  den  zwölf  Unbek.'innten  «,  ßiYi^i  von  der 
zweiten  Ordnuu|^  sind.  Für  //  Punkte  macht  dies  2n  Differen- 
lialgieicliungen ,  welche  von  den  Ürlhoi^onalitiilsbetlinL;unj;eD 
(Ti  oben  zu  einem  Systeme  von  2n -l- b  Gleichungen  erL'-iiizt 
werden.  Sulanij;e  nun  ^  3  ist,  übersteigt  die  Anzahl  der  zu 
erfüllenden  Gleiehungen  diejenige  der  Unbekannten  nicht.  Fur 
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II  >  3  aber  tritt  dieser  Fall  ein  und  es  giebl  deshalb  keine 
Losung  des  Problems,  wofern  nicht  besondere  Abhängigkeiten 
zwischen  den     t],  ^;  ^' ,  t]\      .  .  .  supponirt  werden. 

Im  Falle  von  drei  gegebenen  Punkten  ist  es  demnach  ohne 
weitere  Voraussetzungen  gerade  noch  möglich,  ein  System  zu 
construiren,  in  Bezug  auf  welches  dieselben  sJtmmtlich  sierad- 
lini£?  bewegt  sind.  Aber  nicht  nur  eines,  sondern  oo**  Systeme, 
denn  wir  haben  es.  wie  sich  erkennen  Üissl,  mit  42  wiUlürlichen 
Integrationsconstanten  zu  thun.  Nun  aber  ist  zufolge  bekannten 
Grundsätzen  oo'^  =  loo')^  auch  die  Manniiifaltigkeil  aller  mög- 
lichen Conibinalionen  je  dreier  gerader  iJnien  im  Räume.  Es 
liegt  deshalb  der  (i'edanke  nahe,  dass  man  als  Wege  von  P,  P', 
P"  durch  passende  Wahl  jener  Constanlen  drei  beliebig  i'or- 
geschriehcne  Geraden  erhalten  kann.  Das  hiermit  gestellte  Pro- 
blem iässt  sich,  wie  folgt,  auch  rein  algebraisch  formulireu  und 
lösen. 

2.  Die  Forderung.  P,  P' ,  P"  sollen  in  Bezug  auf  A,  A.  \ 
drei  vorgeschriebene  geradlinige  Bahnen  beschreiben,  fUlirt  zu 
den  neun  algebraischen  Gleichungen  (i  s  4,     3) : 

ffici  =  ttiS  H-  ßiVj  H-  yiC  -h    =    -I-  ö,'^  W , 

Ur=        ßi'f+  nr-*-  ^  =      b;Y[t] , 

worin  die  Werthe  a  und  6  die  von  /  unabhängigen  Bestim- 
mungsstUckc  der  vorgeschriebenen  Bahnen  sind  ,  wahrend  die 
Parameter  (p{l)j  fp't],  (f  f'  als  unbekannte  Functionen  der  Zeit 
zu  den  schon  vorhandenen  12  l'nbekjinnten  «,  ;>*,  hiniu- 
komnien.  Das  System  (2)  wird  von  dem  Systeme  [\]  der  unab- 
hüngigen  Orthogonalitiilsbedingungeu  (S.  339.)  ergiin/t  zu  einem 
Systeme  von  Gleichungen,  \Nelches  zui*  Bestimmung  der  45 
unbekannten  Functionen  von  /  fuhrt,  wenn  die  alten  Coordi- 
naten  ^tL,  ^'^/T'r        vorausgesetzt,  als  Kunetionen 

von  l  geuelicn  sind.  Durch  wirkliche  Auflrisung  erhalten  wir 
Antwort  auf  die  Frage,  wie  das  CoordmaleusysteTU  A',  A'^  A', 
relativ  zu  ^ H Z  /n  bewegen  ist,  wenn  mit  Bezug  aul  ersteres  die 
Bahnen  der  Punkte  P,  P'.  P"  drei  i  irrficsclirieheue  Geraden  sein 
sollen.  Diese  Antwort  kann  mitunter  unendlich  vieldeutig  sein: 
was  fUr  Voraussetzungen  erforderlich  sind}  damit'^ie  es  nicht 
ist,  werden  wir  alsbald  sehen. 
Setzt  man  : 
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I  ?  1?  I  I 


I 


so  folgt  aus  dem  Systeme  (2  ^  v.  S. : 


Iii 


r'  r 


4.  6,V  -  d, 

f'i  'f  -  Ö,    V  ^ 
U.  ^  b^fp  ^  di  L 

I    12       -h  b.  tp  - 

Man  kann  nun  eine  jede  der  sechs  Orthofsonalitaisbedin- 
gungen  mil  ^  muliipliciren : 

[Ja,]*  ^-  {Ja,^  +  {Ja,)*  = 

Führt  mau  dann  hierin  die  rechten  Seiten  der  (ileichungen 
(3)  ein,  so  resiiltirt  ein  System  von  sechs  Gleichimgt  n,  worin 
nur  noch  die  sechs  l'nlioivannten  ^^,  d^j  ö^j  rp,  fp\  (p"  vorkoni- 
nien.  Dieses  resolviirnde  System  wäre  nun  weiter  zu  unter- 
suchen, insbesonHcro  auf  d'w  Bedingungen  hin,  unter  welclicn 
seine  Lösung  uui  udlich  vieldeutig  wird.  Für  den  Augenbli<  k 
hleibe  diese  Frage  offen.  Jedenfalls  geht  aus  dem  vorigen  als 
erste  nothwendi(je  Bedingung  dafür,  dass  das  der  gegebenen 
Vorschrift  genügende  Coordinalensystem  A',  A',  A^  kein  unbe- 
Mimmies  ist,  die  Unj^jlcichung  hervor; 

$16  besagt  ntimilielbar,  dass  P,  P',  P"  nicbt  in  einer  Ebene  mit 
dem  Ursprünge  von  MHZ  liegen  dürfen.  Well  nun  aber  das 
XU  Grande  gelegte  Goordinatensystem  SHZ  und  also  auch  sein 

as* 
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Ursprung  ein  ganz  beliebig«  war,  so  dürfen  wir  diese  Bedin- 
'giing  alle  Mal  als  erfüllt  ansehen,  wofern  P,  P\  P"  nicht  iu 
einer  Geraden  liegen.  Man  kann  also  auch  sagen:      P\  P" 

dürfen  nicht  in  einer  geraden  Linie  gelegen  sein.-  Dieses  Er- 
gej>niss  leuchtet  auch  anschaulich  ein.  Lie£;en  die  Punkte  in 
einer  Linie,  so  kann  das  System  A'^  Y.,  in  beliebiger  Weise 
um  dieselbe  gedreht  werden,  es  ist  mithin  kein  bestimmtes. 
Da  sich  übrigens  /J  als  Function  von  t  darstellt,  so  ist  zu  unter- 
scheiden zwischen  der  Möglichkeit,  dass  momentan,  und  der 
Möglichkeit,  dass  identisches  0  ist.  Für  den  ersten  Fall  ist 
die  ünbestiinnilheit  nur  eine  momentane,  die  wenig  zu  bedeu- 
ten hat ;  für  den  letzteren  Fall  aber  ist  sie  eine  andauernde. 

Betrachten  wir  nun  näher  das  aus  (4)  entsprungene  resol- 
vtrende  Gleichungssyslem  mit  den  Unbekannten  d,,  d,,  ff, 
qt\  (p".  Dasselbe  ist,  wie  sich  leicht  zeigen  liesse,  quadratisch 
und  besitzt  demgemliss  mehrere  reelle  oder  imaginäre  Lösungen; 
den  ersteren  entsprechen  reelle  Goordinatensysteme  A\  A',  A',. 
den  letzleren  hingegen,  wo  sie  auftreten,  imar;inäre  Systeme, 
in  Bezug  auf  welche  die  Punkte  gleichwohl  reelle,  iilimlich  die 
vorgeschriebenen  Bahnen  beschreiben ;  ich  sehe  hier  natürlich 
davon  ab.  dass  man  auch  inincinilre  Bahnen  vorschroihen  könnle. 
Uebripens  ist  im  allgemeinen  Falle  od'enliar  sehr  wohl  möglich, 
dass  ein  der  j^estcllten  Forderun;.:  entspreehendes  Coordinalen- 
systeni  zeitweilig  aus  dem  reellen  in  imaginäres  Gebiet  Über- 
geht, und  umgekehrt. 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  das  in  Hede  stehende  resol- 
virende  System  keine  Serie  von  Lösungen  hesil/l.  wltren  auf 
dem  betretenen  analytischen  Wege  nicht  ohne  Urnstände  aus- 
Hndig  zu  machen.  Wir  setzen  diese  Frage  lieher  rüekwärts  ins 
anschauliche  um.  P,  P',  V"  seien  nicht  in  einer  (ieraden  ge- 
legen. Was  für  Bedingungen  müssen  hin/iikonunen.  damit  für 
einen  festgehaltenen  Augenblick  t  keine  Serie  von  Coordiualen- 
systemen  A'^  A3  vorhanden  ist,  relativ  wozu  P,  P',  P"  auf  den 
drei  vorgeschriebenen  geradlinigen  Baimen  liegen?  Der  Voraus- 
setzung gemäss  ist  nun  die  Lage  des  Systemes  A',  A,  gegen 
X  H  Z  zur  Zeit  /  eine  hestiniaile,  wofern  die  i^ge  der  Punkte 
P,  P',  P"  relativ  zu  A,  A^  V,  bestimmt  ist.  Diese  Punkt aber 
haben  in  dem  festgehaltenen  Momente  i)estimmte  gegebene  Al>- 
slände.  Die  gesuchte  ergünzende  Bedingung  koujnit  demnach 
ttbereio  mit  der  Bedingung  dafür,  dass  drei  Punkte  P,  P\  P" 
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von  gegebenen  Abstünden  auf  drei  vorgeschriebenen  Creraden 
G,  G\  (T  nicht  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  ange- 
ordnet werden  können.  Schon  die  Anschauung  Iflsst  vermuthen, 
dass  diese  Bedingung  keine  andere  ist,  als:  die  vorgeschriebe- 
nen Geraden  dürfen  nicht  parallel  sein.  Durch  eine  Recibniing, 
welche  hier  nicht  auageftlhrt  werden  soll,  wird  diese  Vermu- 
Ihung  bestätigt.  Damit  es  eine  Serie  von  Anordnungen  dreier 
fest  vetiiundener  IHinkte  auf  drei  vorgesehriebenen  Geraden 
ffiebt,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  diese  parallel  lie- 
gen;  dooh  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  man  sich  auf  die 
YorsefareibQDg  reeller  gerader  Linien  besdiränkt*). 

Passen  wir  die  gefundenen  kinematischen  Resultate  su- 
sammen:  Die  geradlinige  Bewegung  einer  Ansah]  beweglicher 
geometrischer  l'unkte  ist  Saehe  der  CmimJ&tmy  so  lange  diese 
Ansabl  die  3  nicht  tibersleigt.  Drei  Punkte  kann  man  auf  drei 
vorgeschriebenen  festen  Geraden  sich  bewegen  lassen  |  indem 
man  das  Goordinatensyslem,  worauf  diese  festen  Geraden  I^O' 
sogen  sind,  den  Distansvernndeningen  der  ihinkte  gleichsam 
anpasst.  Solcher  angepasster  Systeme  giebt  es  im  allgemeinen 
mehrere  gegeneinander  bewegte ;  jedenfalls  aber  keine  Serie, 
wofern  die  drei  Punkte  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen  und 
die  drei  vorgeschriebenen  Geraden  nicht  parallel  sind. 

3.  Von  den  vorangegangenen  rsin  Arinetnoftisicftefi  Erwägun- 
gen gelangen  wirnun  SU  unserem  eigentlichen  Probleme,  indem 
wir  die  d^ynomiicfte  yoraussetxung  machen,  A  ?\  P*  sollen 
materiell  und  sich  sell»st  überlassen  sein.  Es  erhebt  sieh  von 
selbst  die  Frage:  ICann  man  vielleicht  als  »Inertialsystema  ein- 
lach ein  solches  Coordinatensystem  definiren,  in  Bezug  worauf 
drei  beliebige  nicht  in  einer  Geraden  liegende  sich  selbst  ttber- 
lassene  Punkte  auf  drei  nieht  paraiielen  Geraden  fortschreiten? 

Schon  auf  Grund  einfacher  Mannigfaltigkcitsbetraohtungen 
Ist  diese  Frage  sn  verneinen.  Die  Inertialsysieme  bilden,  wie 
schon  Nev<Pion  und  Euler  erkannten*),  eine  Mannigfaltigkeit 


4}  Das  gesagte  folgt  dorch  Betraektung  ciaer  gewissen  dreireihigen 
FiioctioDaldet«riDiDante  auf  die  Bedingnageo  hin,  uoter  welchen  sie  Iden- 
tiftcb  verschwindet. 

S)  Newton,  Principia  pag,  18  (Cornll.  V).  Euler,  Mechanica, 
Tom.  T  §  59.  69.  77.  80.  82.  'Cf.  Tht'nrtn  tnolus.)  Bei  beiden  Autoren  ist 
übi'igeni»  diese  Erl^cnntniss  durch  die  uberHusHige  metaphysische  Voraus- 
aetsung  eines  realen  abaolnten  Raomea  getrübt. 
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von  Sv.sleineii,  welche  gej^eu  eines  von  ihnen,  das  wir  will- 
küi  iich  zu  Grunde  lesien  können,  ohne  Du  hung  tieradüni.t:  und 
(nach  inertielleni  Zeilmaijss)  t^leichföriiiii;  besvegt  sind.  Der 
(irad  dieser  MannigfaUij^kott  ist  unschwer  anzu5j;eben;  wir  wol- 
len uns  dabei  auf  orlhoaonale  Svslenie  beschranken.  Fassen 
wir  jedesmal  alle  gegeneinander  unbewegten  InerlialsN steine, 
welche  nur  durch  Ursprung  uod  Axenrichlungen  unterschieden 
sind,  in  einen  Complex  zusammen,  so  giebl  es  solcher  Com- 
plexe  oo':  denn  die  geradlinige  gleichförmige  Bewegung  eines 
jeden  von  ihnen  gegen  das  zu  Grunde  gelegte  Inertiaisystem 
kann  in  Anbetracht  der  zwiefach  variabeln  Richtung  und  der 
einfach  variabeln  Geschwindigkeit  verschieden  sein.  Jeder  ein- 
zelne Complex  enthält  aber  wiederum  oo*^  Systeme,  sodass  man 
es  im  ganzen  mit  oo'  orthogonalen  Inerttalsystetnen  zu  ihun 
hat ') .  Nun  ist  aber  die  Mannigfaltigkeit  derjenigen  orthogonalen 
Systeme,  worin  P,  P',  P"  irgendwie  geradlinig  fortschreiten, 
oo'*  (s.  o.).  Folglich  giebt  es  unter  letzteren  auch  nicht- iner- 
tielle  Systeme  und  es  handelt  sich  um  weitere  Bestimmungen, 
wodurch  die  soeben  provisorisch  aufgestellte  zu  weite  DefiDitioa 
des  Inertialsystemes  in  angemessener  Weise  beschränkt  wird. 
Im  ganz  altgemeiDen  Falle,  wo  die  drei  »Fuodamentalpaokte« 
P,  P'f  von  beliebiger  Art  sind,  würde,  soviel  mir  scheint, 
dies  nicht  leicht  auszufahren  sein.  Anders  in  dem  besonderen 
Falle,  dass  wir  drei  gleiohzeitig  vom  selben  Punkte  fortgeschleu" 
derte,  gleichsam  aus  einem  Punkte  hervorgegangene  sich  selbst 
ttberlassene  Punkte  zu  Grunde  legen.  Alsdann  lautet  nttmüch 
die  nothwendige  und  hioreiehende  Besohiitnkung :  IHe  drei 
geradlinigen  Bahnen  mttssen  aber  durch  einen  Punkt  gehen. 
Um  dies  zu  zeigen ,  statuire  und  beweise  ich  den  folgenden 

Lehrsatz:  Ein  System,  in  Bezug  worauf  drei  nicht  in 
einer  geraden  Linie  liegende  materielle  Punkte,  welche  gleich- 
zeitig vom  selben  Raumpunkte  fortgeschleudert  und  dann  sich 
selbst  Überlassen  wurden,  drei  durch  einen  Punkt  gehende  nicht 
zusammenfallende  Geraden  beschreiben,  ist  ein  Inertiaisystem. 


4)  FasstmaD,  wie  icfaa.  a.  O.  gethao  habe,  attmmtliche  gegeneioaader 

ruhende  Inerlialsysleme  als  eines  auf  (uti bekümmert  um  die  kioematiscb 

gleird^iltiiicn  Ursprüneo  nm!  Axenrichtuiigeii ),  «;o  ergiehl  sich  die  Manni'_'~ 
falligkeil  der  drtiidiinen^^iuualcu  Iiterliuläysteme  als  QD^.  Analog  ist  die 
Manu igfa Iii gkeit  der  eiiidimeosiooalen  Inerlialzeitscalen,  wenn  itfan  voa 
der  Verlegbarkeit  de$  Nullpunktes  absieht,  Q0^ 
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D-  b.  mit  Bezuü  «»ul  ein  solches  System  sclireilet  jeder  hcliebige 
vierte  sich  selbst  Uborlassene  Punkt  ebenfalls  geradlinii;  fort. 

Beweis:  k-li  darf  ausj^chen  von  der  unzahlitic  Male  pliy- 
sikaliscli  besliiliulen  Vorausselzuug,  dass  ein  luertialsystem  und 
eine  Inertiulzoilscaia  kinematisch  möglich  sind ;  d.  h.  dass  mit 
Bezug  auf  ein  j^cwisses  noch  unbekanntes  System  BHZ  und 
mit  Bezug  auf  eine  gewisse  noch  unbekannte  Zeitscala  0  .  .  / 
die  Bewetruniien  beliebig  vieler  sich  selbst  Uberlassener  Funkte 
geradlinig  und  gleichförmig  sind.  Auf  dieses  System  und  auf 
diese  Scala  denken  wir  nun  alle  Bewegungen  bezogen.  Dabei 
verlegen  wir  der  Einfachheit  halber  den  Ursprung  des  ersleren 
in  den  genieinsamen  Ausgangspunkt  der  Fundamentalpunkte 
P,  P',  P".  und  den  Anfangspunkt  der  Zeitscala  analog  in  den 
Augenblick,  wo  diese  Punkte  zusammenfallen.  Unter  diesen 
Voraussetzungen  lässt  sich  einfach  schreiben : 

f  =  X  /,  z=  ?.  t ,        L  =  ft  t , 

.worin  die  x.     jt<  irgendwelche  von  /  unabhängige  Grössen  sind. 

Wie  bewegt  sich  nun  gegen  BH'A  ein  solches  Goordinaten' 
System  in  Bezug  worauf  P,  P^,  P"  Uings  drei  von  einem 

Punkte  ausgehenden  vorgeschriebenen  Geraden  lorisch r<Mlen? 
Der  Schnittpunkt  der  Geraden  falle  in  den  Ursprung  von  Aj, 
80  sind  die  Gleichungen  der  vorgeschriebenen  Bahnen  von  der 
Form  (i  »  4,  2,3): 

a?,=6,qp(i),   a:/«ö,vw,   xr^brip^w,  • 

wo  die  Werthe  b  vorgesohriebene  Gonstanlen  und  die  «jp  (/]  un- 
bekannte Functionen  von  I  sind.  Das  System  (2)  S.  340  verein- 
lacht  sich  also  durch  den  Fortfall  der  Gerthe  a. 
Femer  wird        ,  . 

^  =  ■  x'  A'  ^'  t*sHi*, 

\  X-  r  I 

wo  R  ein  eonstanter  vpraussetaungsgemHss  von  Null  verschiede- 
ner Werth  ist.  Die  erste  Gleichung  des  Systems  (3)  S.  341  lüsst 
sich  schreiben :  l  * 

.      ip  A  /I 
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oder :         Rtaf  =  A,  tp  h-  yl/f/)'  +  A;'if  "  +  Ä.  <5, , 
endlich  nach  Diviäon  durch  /: 

lind  hier  sind  die  Wertlu-  A  und  B  von  t  unabbüDuiL:.  AehnhVhe 
GleichuDi^en  folgen  ftli*  Hß^  und  W/^.  Aus  dem  Systeme  der 
OrthogonaliUitsbedini;unL;en  ergiebt  sich  dann  ein  reöolvirendes 
System  von  sechs  in  den  UnbelianDten 

SL  4.  5!l 

qimdralischen  Gleichungen,  deren  Goe(ficientea  sanuDt  und  son- 
ders von  f  unabhttngig  sind.  Die  Lösungen  dieses  Systems  bilden 
naeh  dem  vorigen  keine  Serie.  Da  sie  aus  lauter  von  t  unab- 
hängigen Werthen  p,  p',  q^^  g,,  f,,  bestehen,  so  kann  man 
schreiben : 

ff  =  pt.   (p'  =  p't,   (p"=p"i;    S^  =  qJ,   ^,  =  9t^   ^3  =  <?j'- 

Die  siinuiitlichen  Richlungseosinus  neliiiK  II  mni  zufolge  den 
füriila,-.  /J/^-,  H;^,-  aufgestellte  Gieieh(ing(»n  conslantcWerlhe  au 

Folglich  ist  d.is  Coordinateiis\  ^lem  A,  .V^  A., ,  in  Bezug  wo- 
rauf P,  l" ,  P"  läU|4S  den  drei  vorgesclirieheneii  Geraden  fort- 
sehreilen,  gegen  das  iinhekannle  Inerlialsyslem  SHZ  ohne 
Drehung  geradlinig  und  mit  Bezug  auf  die  unbekannte  Inert ial- 
zeilseala  0  .  .  <  gleichformiL'  (>e\vegf.  Es  bedarf  darnach  keines 
analytischen  Beweises,  dass  es  ein  Inerlialsyslem  ist. 

Unter  den  unzähligen  Inertialsyslemen,  welche  aus  der  ge- 
gebenen Definition  entsjiringen  durcli  Veränderung  der  vorzu- 
sehreihenden Combinalion  dreier  Geraden,  belinden  sieh  reelle 
und  iniaginiir»'.  Doch  giebt  es,  wie  man  sieh  algehraiseh  über- 
zeugt, unter  jtnien  Systemen  keines,  welches  aus  dem  reellen 
Gebiete  zeilweise  in  imaginäres  übersinge  oder  umgekehrt. 

Die  ifJeale  Cunsiruciion  rines  Incvtialsijstcinfs  \sm  v  etwa,  wie 
folgt,  zu  bewerkstelligen.  Drei  materielle  Punkte  werden  gleich- 
zeitig vom  gleichen  Raumpunkte  projicirt  und  dann  sieh  selbst 
überlassen.  Nachdem  man  sich  überzeugt  hat,  dass  sie  nicht  in 


1)  n»'r  lur  das  weitere  nicht  iin\vesenthi  h«^n  Voraussetzuuy ,  dn^iS 
flicht  piutzlicii  von  einer  Losung  auf  eine  andere  davun  vcrsduedene  iiber- 
gcspruDgen  wird,  Ulstt  flieh  genügen  durch  die  Forderung,  daat  die  Ponkte 
io  ihren  Bahnen  stetig  fortschreiten  sollen. 
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einer  Geraden  liegen,  verbindet  man  sie  uoradlinig  mit  einem 
vFerten  beliebig  angenommenen  Hunnpiiiikie ,  wodurch  eine 
dreiseitige  körperliche  Ecke  zu  St  itult  kummt.  Lässt  man  nun 
diese  Ecke  unveränderlich  liu  v  (jestalt  bewahren  und  p;»sst  man 
sie  den  Fundamentalpunkten  dermassen  an,  dass  jeder  Funkt 
anunterbrochen  auf  einer  Kante  fortschreitet ,  so  ist  jedes  Coor- 
dinatensystem ,  worin  die  Ecke  eine  iinvenniderliche  Loge  hat, 
ein  Inertialsystem.  Die  Ecke  kami  ,mcii  gleich  selbst  als  iner- 
lielles  Bezugssystem  eingeführt  werden,  nur  dürfen  dann  ihre 
Kanten  nicht  in  einer  Ebene  liegen.  Es  verdient  bemerkt  zu 
werden,  dass  diese  Construciion  stets  auf  reelle  Systeme  fuhrt. 

Ich  habe  nun  noch  aul  die  vor  mir  von  anderen  Seiten  ge- 
machten Versuche  zur  Neufassung  des  Beharrungsgesetzes  mit 
einigen  Worten  einzugehen. 

Carl  Neu  mann  sucht,  wie  bekannt,  dem  Gesetze  einen 
verst  lind  liehen  Inhalt  zu  geben  durch  die  iranseendente  oder 
(wenn  man  lieber  will)  transcendenlale  Annahme ,  dass  das 
Bezugssystem  für  den  räumlichen  Theil  des  Gesetzes  unbekannter 
Weise  durch  irgendwelche  Materie  des  Weltraumes  reprüsentirt 
sei :  etwa  derart,  dass  an  einer  unbekannten  Stelle  des  Univer- 
sums ein  absolut  starrer  Körper  »Alpha«  sich  befinde^  mit  Bezug 
auf  welchen  die  Bahnen  sich  selbst  (iberlassencr  Punkte  gerad- 
linig sind*).  Die  damit  \ov'jLesch\u'j.onc  Kxisfcjiz/iypütlu'st'  \vÄrc 
auch  durchaus  am  Platze,  wenn  sie  unNnif/äitf/lich  nolhwendty 
wUre :  sie  könnte  und  müssle  dann  gleich  zahlreichen  anderen 
Ilyj)othesen  di  r  A  il  tirwissenschaft  anstandslos  hingenommen 
werden.  In  dem  vorliegen(1en  Falle  kommen  wir  aber,  wie  be- 
wiesen sein  dürfte,  mit  einer  blossen  /weckmassigen)  Convention 
aus,  welche  unser  Krkenntuissbedürfniss  weit  besser  als  irgend 
eine  Hypothese^]  zu  befriedigen  vermag.  Im  tll)rigcn  ist  ja  rlie 
vorgeschlagene  Definition  des  Inerlialsystemes  nichts  anderes 
als  eine  L'eberlragung  der  Neu  m  an  n'schen  Zeilmessungsoon- 
vention  von  der  eindimensionalen  Zeit  auf  den  dreidimensionalen 
Uaum.  Dem  transcendenten  Körper  AI piia  hätte  sich  leicht  etwa 


\)  A.  a.  (>.  S.  1".  f. 

aj  Mach,  a.  a,  0.  S.  48.  Vgl.  dazu  S>  t  rein  t  z  ,  a.  a.  0.  S.  9. 
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eint*  traiisceudente  SuccessioD  "Helaa  jKirallel  setzen  lassen; 
wenn  man  die  eine  Hypothese  unterJässt,  so  scheint  es  als  eine 
blosse  Konsequenz,  auch  die  andere  fallen  zu  lassen. 

Much  s  Versuch  zur  Neufassuni;  des  Trüüheitsijesetzes  lauft 
darauf  hinaus,  den  sich  selbst  überlasseneu  Punkt  zu  beziehen 
auf  die  iiesammle  Weltmaterie  *)  .  Da  dieselbe  aber  keinen  in  sicii 
ruhiuen  Komplex  bildet,  so  kann,  wie  Mach  dies  auch  aus- 
Xlihrt,  nur  von  einer  j» niittleren u  Bewegung  des  Punktes  relativ 
zu  ihr  die  Rede  sein.  Nun  fehlt  aber  der  Nachweis  ,  tiass  diese 
Bewegung  gerritllinig  und  gleichförrniij  wäre  mit  genlls^ender 
relativer  Genauitikeit ,  dass  man  sich  in  etwaigen  siel [.inlyna- 
inischen  Untersuchungen  iliir.iul  beziehen  dtlrfte;  für  (iie  (i\ Hä- 
mische Betrachtung  der  Planetenbewegung  kommen  wir  ;indrer- 
seils  mit  dem  als  un\ entnderlich  betrachteten  Fixsterncompiex 
aus.  Uebrigens  fehlt  wohl  einer  Bezugnainiie  auf  die  zerstreute 
und  ewig  flutheude  Materie  des  Weltalls  die  wünschensweriiie 
Einfachheit  und  Einheitlichkeit. 

Streintz  definirt  als  »Fundainentalsystem«  ein  Coordin a- 
lensystem,  welches  mit  einem  »Fundamentalkürper«  starr  ver- 
bunden gedacht  wird.  Seine  Delinihou  des  Fundameiilaikurpers 
geht  aber  von  iolgendeni  Grundgedanken  aus.  Das  Gvroskop  und 
ähnliche  Apparate  bieten  uns  die  Mittel  zu  erkciuien,  ob  ein 
Körper  »frei  von  Drehbewegung«  ist.  So  sthiiessen  z.  ö.  die 
Drehungsaxen  /.weier  beliebi}:en  rotirenden  Gyi'oskope  unver- 
Underlich  einen  und  denselben  Winkel  ein;  sie  bieten  uns  zwei 
»unverilnderlichea  Richtungen,  auf  welche  man  luu  liezut:  zu 
nehmen  iial,  üih  zu  constatiren,  ob  ein  gegebener  Körper  dreh- 
end bewegt  ist.  Die  so  tjkaiiiile  Drehung  des  Körpers  soll 
n.imlich  eine  absolute  sein,  deshalb,  weil  sie  von  der  Wahl 
zweier  besonderer  (iyroskope  unabhängig  ist  ,  d.  h.  imnier  als 
dieselbe  sich  ausweist,  was  für  ein  Paar  von  (iyroskopen  man 
auch  anwenden  niag,  Kineu  Körper  nun,  welcher  durch  ti)  ro- 
skopische  Beobachtung  als  nicht  rotirend  erkannt  wordeu  ist  und 
welcher  als  vollständig  unabhängig  von  allen  umgebenden  Kor- 
pern l)etrachtet  werden  kann,  nennt  St  rein  tz  einen  Fundamen- 
talkörper; also  ein  starr  mit  ihm  verbunden  gedachtes  Coordi- 
nateusystem  ein  Fundanienlalsystem*). 


I;  Mach,  a.  h.  U.  uud  »  Mectiiiiiik",  Leipzig  1893.  S.  iil  U 
i)  Streintx.  a,  a.  0.  S.  15 — S5. 
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Indem  min  Slreinlz  d.i^  (iesetz  von  der  uovenioderlichea 
Bewesjuniisricliluni;  sich  bell'si  überlassener  Punkte  auf  ein 
tundamenlalsystem  bezieht,  seisucht  erden  absoluten  Uauin 
überÜüssig  zu  machen.  Man  mag  zugeben,  da&>  ihm  das  im 
Sinne  der  praktischen  Physik  t;eluni;en  ist.  Aber  nichi  nur  ent- 
behren seine  Definitionen  der  wüoschenswerthen  Eh'a:anz,  son- 
dern sie  beruhen  auch,  soweit  sie  der  Iheoretisvhfln  I)\namik  zu 
Grunde  gelegt  worden  sollen,  auf  einem  m<-(lnjdvli'<jis(:hen  Cr'rkel. 
Der  Salz  von  der  segenseiligen  unverander  liehen  .Neigung  «lUer 
gyroskopischen  Drehungsaxen  musste  der  Delinilion  des  Fuu- 
dameutalsvstemes,  alsoaueh  der  Fassung  des  Beharruugsgesetzes 
vorancp^f  liickl  werden.  In  einem  Lehrbuche  der  theoretischen 
Physik  will  de  man  gar  nielit  undun  können,  jenen  Salz  (impli- 
cite)  umgekehrt  wieder  aus  dem  Beharrungsgeselze  abzuleiten. 
Das  wäre  aber  ein  Kirkel,  \öllig  vergleichbar  deni  längst  besei- 
tigten Cirkel  in  der  (leumetrie,  welchen  die  Zumuthung  enlhält, 
die  gerade  Linie  ,ds  kürzesten  Weg  /wischen  zwei  Punkten  zu 
dehn  irr  II  umi  nachher  nachzuweisen,  dass  die  Gerade  der  kür- 
zeste \\  ei;  zw  isehen  zwei  Punkten  sein  müsse.  Ich  brauche  nicht 
nachzuweisen,  dass  die  oben  vorgeschlagene  Dehuition  des  Iner- 
lialsN  Siemes  von  keinerlei  Vorw  ürfen  dieser  Art  gelrollen  wird. 
Nun  hat  Ireilich  Su  c  uit/  mehrfach  versucht,  die  gegen  seinen 
Versuch  soeben  erhobenen  Linwände  von  vornherein  zaruekzu- 
weisen.  Allein  seine  (iründe  widerlegen  den  allerdings  nicht 
bereehtiglen  Vorwurf  eines  logischen ,  keineswegs  jedoch  den 
Vorw  urf  eines  methodologischen  Cirkels'i.  Weua  ieh  sonach  die 
Slre i n  t z  sche  Fassung  des  Beharrungsgesetzes  lUr  ungeeignet 
halle,  der  ///eorc//.sr/?«M />ynam/A:  zur  Grundlage  zu  dienen,  so 
liegt  mir  nntUrlich  lern,  ihr  eine  secundüic  Bedeutung  an  der 
Stelle  abzuslreiten,  wo  es  gilt,  den  so  wichtigen  Uebergang  vun^ 
der  Theorie  zu  Anwendung  zu  vollziehen*). 

Was  übrigens  die  Nomenclatur  »Fundamentalsystem«  an- 
langt, so  scheint  sie  mir  nicht  glücklich  gewühlt  zu  sein.  Ein 
Name  für  das  immer  vorzustellende  Bezugssystem  aller  dynand- 
schcn  Betrachtungen  wird  gewiss  künftighin  unentbehrlich  sein^ 

4)  Streinix,  a.  a.  0.  S.  31.  Vgl.  Philos.  Stodieo,  Bd.  IL  8.  SB5. 

2;  Auf  einem  analogen  melhodulogischen  Cirkel  beruht,  beiliiun^ 
bemerkt^  nuch  die  von  Streintz  (a.  ü.  0.  hefiuwürtole  (rAIcmberl- 
i^o i SS 0  n  srtie  Delitutiiiii  des  dynamiscbea  ZeUmaasscs.  Vgl.  Philos.  Ma- 
dien, Bd.  II.  ij.  i92  Ü. 
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ilher  er  wird  seinen  Zweck  um  so  l)esscr  erfüllen,  je  bestimmter 
er  die  Ureigenschaft  jenes  Systeme» ,  niimlich  Bezugssystem  des 
Trägheitsgesetzes  zu  sein,  zur  Anschauung  bringt.  Von  anderen 
Vorzügen  abgesehen  dürfte  sich  das  Wort  «Ineriiül  «  auch  sehr 
durch  seine  Fähigkeit  zur  Zusammensetzung  emj>leiilen.  Ich 
brauche  nur  an  die  Worte  »Inertiahirehune,  Inerlinlbesrhleuni- 
gunf^a  u.  a.  zu  erinnern,  deren  Inhalt  dem  Mathematiker  imlon 
verständlich  ist. 

Auf  eine  aphoristische  Bemerkunu  \i>n  Sir  W.  Thomson 
undTait')  gründet  Slrcintz  eine  zweite  Uehnition  des  Funda- 
mentalsystemes,  welche  hier  von  um  so  grösserem  Interesse  ist. 
als  sie  mit  der  vorgeschlagenen  Definition  des  Inertiaisystemes 
eine  gewisse  Jfusserliche  Aehnlichkeit  besitzt.  Jene  Defmition, 
welche  übrigens  der  zuerst  gegebenen  als  »»minder  naUii  gemäss« 
hintangestellt  wird,  lautet:  »W^enn  mehrere  materielle  Punkte 
aus  der  nSimlichen  Lnee  A  nach  verschiedenen  Uichlungen  mit 
beliebigen  GesehwiiuliükeiU  u  geschleudert  werden  und  von 
nun  an  jeder  Punkt  sieh  selbst  (iberlassen  bleibt,  so  lehrt  die 
Erfahrung,  dass  die  Winkel,  welche  die  durch  je  zwei  der 

Punkte  bestiminlen  Hirhtuiigcn  miteinander  einschliessen  

von  unveränderlicher  (irosse  sind.  Ein  Coordin.ilensysleni, 
welches  gleichfalls  gegen  diese  Uichtnncen  direetionell  unverän- 
dert bleibt,  und  welches  seinen  Anfangspunkt  in  irgend  «»inem 
der  Punkte  hat,  soll  als  Fundamentalsyslen»  bezeichnet  w  ei'den. 
Ich  muss  nun  gestehen,  dass  diese  Definition  als  grundlegend«» 
Definition  der  Dynamik  mir  immer  noch  nalurgeraüsser  erscheint 
denn  die  andere.  Weshalb?  Weil  sie  sich  an  das  Element  der 
dynamischen  Theorie,  an  den  sich  selbst  ttberlassenen  Punkt 
aDlehnt,  in  tfbDl icher  Welse,  wie  die  Geometrie,  d.  h.  die  reine 
Oeometrie,  ihre  Gebilde  aus  geometrischen  Punkten  erzeugt. 
Davon  abgesehen  wird  freilich  auch  diese  zweite  Definition  des 
FnndamenlalsysteiDes  von  dem  Vorwurfe  eines  methodologischen 
Cirkela  niebt  gereinigt  werden  köqnen.  Denn  man  sieht,  es 
-wird  darin  ebenfalls  dem  Ausspruche  des  Beharrungsgesetzes 
der  Auflspmdi  einer  » Erfahrung«  vorangestellt,  welche  sich  aus 
dem  Gesetse  umgekehrt  deduciren  Itfsst,  ja  welche  sich  von 
selbst  als  AusflussdesGesetses  darstellt;  nämlich  der  Erfahrung, 
dass  die  von  den  Verbindungslinien  der  Punkte  eingeschlossenen 


1)  Treatise,  Vol.  I.  P.  I.  §  849.  Streintz,  a.  a.  0.  S.  63.  Uandnote. 
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Winkel  constant  sind.  Des  ferneraD  ist  lu  bemerken,  dass  doch 
drei  Punkte  vollstöodig  ausreichen  und  dass  jeder  weitere  Punkt 
vom  Uebelsein  wttrde.  Endlich  besteht  ein  gewiss  nicht  un- 
helrttcbtlicher  Vorsug  der  oben  vorgeschlagenen  Fassung  des 
Bebarrungsgesetzes  darin,  dass  sie  aufs  unmittelbarste  nicht  nur 
die  ErkeDDtniss  der  im  Gesetze  liegenden  theilweisen  Convention^ 
sondern  auch  die  der  iinendiicben  Vieldeutigkeit  des  inertial' 
systemes  an  die  üaod  giebt. 

Ich  komme  xum  Schlüsse  noch  auf  einen  vierten  Versuch 
zu  sprechen,  der  ziemlich  gleichzeilii;  mit  meinem  früheren  an 
die  Oeftentiichkeit  getreten  ist  und  als  dritter  oder  vierter  Ver<- 
such  innerhalb  eines  Jahres  sum  weiteren  Beweise  dienen  kann, 
dass  die  behandelte  Frage  gegenwärtig  eine  brennende  gewor- 
den ist*).  James  Thomson  verzichtet  auf  eine  Definition  des 
Inertialsy  Stern  es  überhaupt,  oder  richtiger,  er  hält  nicht  für 
nöthis;.  dem  Gesetze  eine  Definition  des  zu  Grunde  zu  legenden 
Raumsystemes  voranzustellen.  Er  i^iebt  dem  Beharrungsgesetze 
nHmlich  Ausdruck,  ungefähr  wie  folgt:  Für  eine  Gruppe  sich 
selbst  ttberlassener  materieller  Punkte  ist  kinematisch  mihjlick 
ein  und  nicht  nur  ein  Coordinatensystem,  sondern  unendlich 
viele  Systeme,  worin  dieselben  sUmmtlich  geradlinig  fortschrei- 
ten;  und  kinematisch  mfigl ich  eine  Zeitscala,  mit  Bezug  worauf 
sie  in  ihren  geradlinigen  Bahnen  sAmmtlich  gleichförmig  be- 
wegt sind. 

Wer  aber  nicht  weiss,  dass  es  etwas  hfJrhst  hemerkens- 
werthes  ist,  wenn  mehr  als  drei  Punkte  gegen  eines  und  das- 
selbe Coordinatensystem  geradlinig  bewegt  sind,  der  würde  die 
zuerst  ausiresprochene  uzrosse  Nalurwahrhcit«  nicht  voll  zu 
würdigen  vermögen.  Wenn  man  also  lioch  einmal  nicht  umhin 
kann,  jene  Erkenntniss  znm  Ausdrucke  zu  brinj^en,  so  dürfte 
PS  hei  weitem  an)  zweck rn;issij;sten  sein,  sie,  wie  oben  geschehen 
ist,  Lileich  kurz  in  der  Fassung  des  Gesetzes  selbst  auszudrücken, 
r^ebi'igens  stimmt  Thomson  mit  meinen  frUherhin  geäusserten 
Ansichten  in  /ahlreichen  wesentlichen  Punkten  sehr  nahe  über- 
ein, wie  ich  mit  Freude  conslatiren  dacf. ' 

r  l'rücccdmgs  of  the  R.  S.  of  Edinburgh,  Vol.  Xll.  No.  416,  p.  56* 
*    — j7h.  On  U»e  Law  of  litertiu  ... 
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C.  Henmaim,  I/«6er  die  rollende  Bewegung  eines  Körpers 
Qtif  einer  gegebenen  Horizontal^ Ebene  unter  dem  Einßuss  der 
Schwere*)». 

Es  sei  gegeben  em  starrer  Körper  vod  Überall  oonvexer 
Oberflachef  wie  B.  eine  Kugel  oder  ein  £IUpsoid.  Dieser 
Ktfrper  mag)  unter  dem  Einfluss  der  Schwere ,  in  Bewegung 
begriffen  sein  auf  einer  festen  Horizontal-Ebene,  der  Art,  dass 
er  mit  dieser  Ebene  beständig  In  Contact  bleibt.  Während 
dieser  Bewegung  werden  alsdann  im  Allgemeinen  von  Augen- 
blick zu  Augenblick  andere  und  andere  Oberflüchenpunkie  des 
Ktfrpers  mit  der  HorisontaUEbene  in  Contact  kommen;  doch 
wird  vielleicht  auch  der  Fall  eintreten  können,  dass  ein  und 
derselbe  Oberfläcbenpunkt  längere  Zeit  hinduroh  mit  jener 
Ebene  in  Contact  verharrt. 

Sind  t  —  dtf  tf  t'^  dt  drei  aufeinander  folgende  Zeitaugen- 
blicke, und  betrachtet  man  dasjenige  ObeFflttchen-Molekttl 
welches  zur  Zeit  t  mit  der  Horizontal- Ebene  in  Contact  ist,  so 
wird  dasselbe  zur  Zeit  t^dt  entweder  oberhalb  oder  in  dieser 
Ebene  sich  befunden  haben,  und  zur  Zeit  t^dt  von  Neuem 
Oberhalb  oder  in  dieser  Ebene  gelegen  sein.  Die  verücal  nocA 
Oben  gerichtete  Geschwindigkeits-Componente  des  Moleküls  A 
wird  daher  kurz  vor  dem  Augenblick  t 

negativ  oder  Null, 
luui  kurz  nach  dem  Augenblick  t 

positiv  oder  Null 
seui.  üieraus  aber  folgt  (weil  die  Bewegung,  ihrer  Natur  nach, 

1   Die>or  Auf<$at7.  wurde  der  Kgl.  Ges.  d.  Wim!  zum  Druck  ttber- 

^cben  am  i6.  Oclober  4883. 
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eine  ooDtinuirliche  sein  niuss),  dass  die  genaDiile  Gomponenle 
im  Augenblirk  /  nolhwondig  =  0  ist. 

Das  Oberflücben-MolekUl  A  kann  daher  in  dem  Augenblick 
^5  \VQ  es  die  Hori/ontal-Ebene  berührt,  nur  noch  eine  horizon- 
tale Geschwindigkeit,  also  nur  noch  eine  lüngs  dieser  Ebene 
Ani^/et'ten(ie Bewegung  besitzen.  Diese  horizontale  Geschwindig- 
keit des  Molektlis  A  wird  aber  nothwendig  =0  sein,  sobald 
man  cmnmnUf  ä<us  gleitende  Bewegungen,  in  Folge  einer  ge^ 
wissen  zwischen  Körper  und  Horizontal- Ebene  stattfindenden 
Adhärenz  (Reibung)  niemals  eintreten  können. 

Diese  Annahme  wollen  wir  in  der  That  machen.  Alsdann 
wird  also  das  Molekül  A  in  dem  Augenblick,  wo  es  die  Hori- 
sontal -Ebene  berüiirt,  weder  eine  verticale^  noch  auch  eine 
horizontale  Geschwindigkeila-Componenie  besitzen,  folglich  in 
Ruhe  sein.  Die  Bewegung  des  Körpers  selbst  besteht  daher  in 
diesem  Anizenblick  in  einer  Drehung  um  irgend  welche  durch 
A  gehende  A\o.  Auch  bedarf  os  kaum  noch  der  Bemerkung, 
dass  diese  instantane  Drehungs-Axe  im  Allgemeinen  schräge 
liegen  wird,  dass  sie  nur  ausnahmsweise  verticaloder  vielleicht 
auch  horizontal  sein  kann. 

Wenn  in  der  Ueberschrift  dieses  Aufsatzes  von  einer  rol- 
lendeti  Bewegung  des  Ktirpcrs  die  Rede  ist,  so  soll  dadurch  an- 
gedeutet sein,  dass  zwischen  dem  Körper  und  der  Horizontal» 
Ebene  eine  gcv^'isse  Adhärenz  (Reibung)  stattfindpt ,  und  dass 
in  Folge  dieser  Adhärenz  das  Eintreten  irgend  welcher  gleitenden 
Bewegung  als  absolut  unmöglich  zu  denken  ist. 

§  4 .  Die  anzuwendenden  Coordinaten. 

Ks  seien  1,  2.  3  die  durch  den  Schiverpunkt  a  des  Körpers 
gehenden  llai/jiHrdf/heUsaxen.  Ferner  sei  A  ein  beliebiger  Punkt 
auf  der  Kürper-Obernüche,  und  adie  in  1  tiif  (li«";er  Oberfläche 
errichtete  innere  Nünii;ile.  Teberdies  iiioiicn  (iie  (.oordinatcn 
von  A  und  die  Richtungs-Cosinus  von  ((  in  Wo/avj  iiuf  das  Axen- 
system  1,  2,  3  mit  A^,        A^  und  rr,,  ((,.  r^,  bezeiehnet  sein. 

Denkt  man  sich  die  Lage  des  Punktes  .1  iiut  *1(  r  Körper- 
OberUaciic  durch  seine  [Gauss'schenl  Flächencüordtnaten  p.  q 
bestimmt,  so  sind  A^J  A^^  A^  und  a,,  a,,       Functionen  von 
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(I.)  .        ^»''»(P»^)»  «i-Afp»«)? 

^3  -  '^s  (/^-  7^  ♦  =  A3  {}h  q) ' 

Und  zwar  werden  diese  iMinriiüueii  cöllnj  bestimmte^  yer^ebetw 
Fnjictiunen  sein.  Denn  w  ir  nehmen  an,  dass  der  Köq>er  selbst 
in  beslimniter  Weise  i;egeben  ist,  und  dass  ülierdies  auch  das 
Sn  stein  der  Fliieliencoordinalen  p,  q  und  die  Hiehtunüen  der 
Trägbeitsaxen  4 ,  2,  3  in  besliiumtctr  Weise  festgesetzt  seien. 

Ist  dor  Körper  nine  homogene  Kugel,  also  sein  Schwerpunkt  c 
identisch  mit  dem  Kugel-Cent rum,  so  werden  als  Axen  i,  i,  3  irgend 
drei  aureinaoder  seokrecbte  Kugel-Radien  zu  wählen  sein.  In  diesem 
Fall  kaoD  man  zu  FUcbencoordioateD  p,  q  die  gewöhnlichen  Polare 
coordinaten  nehmen,  Indem  man  etwa  unter  p  den  Winkel  des  nach 
A  gebenden  Radius  aA  gegen  die  Axe  4,  ferner  unter  g  den  Winkel 
der  Ebene  inA  gegen  die  Ebene  i<r%  versteht.  Alsdann  erhallen 
die  Formeln      ilie  Gestalt: 

=  R  cos  p  ,  '         fr,  =  —  cos  /) , 

R  sin  }>  ros  7,  «2  =  —       P  <^t>'»  V  f 

A  i  =  R  sm  p  sin  q  ,  «3  =  —  sin  p  sin 

wo  R  deu  Kugel-Radius  vorstellt. 

Aus  (1.)  folgt  sofort,  dass^,  proportional  sind 

mit  den  Uichlun^s  -  Cosinus  einer  liie  Körper -Obertlache  im 
Punku>  A  A^f  A^l  tangirenden  geraden  Linie.  Deuigemclss 
ergiebt  sich: 

(Sa.)  „,^+«.^  +  „.^  =  0. 

Desgleichen  erbUlt  man : 

(*''•)  «.  47  +  «.^  +  «3a,'  =  »- 

Hieraus  folgt  weiter: 

oder  einldciier  geseia  ieben: 

(2d.)  a^dA^  +  a^äA^  +  a^äA^ «  0, 

Dabei  reprüsentiren  dpj  dq  heliebiy  zu  wühlende  uueudiicb 
kleine  Zuwüchse. 
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Ausser  dem  mit  dem  KOrper  verbundenen  und  mit  ibm 
sich  bewegenden  Axensystem  1,  2,  3  mag  noch  ein  zweites, 
und  zwar  unbeweglwhes  Axensyslem  a-,  z  eingeführt  sein. 
Die  Ebene  mag  zusammenfallen  mit  der  gegebenen  Hori- 
zonlal-Ebene,  und  die  ovAxe  vertical  nacA  Obefi  gerichtet  sein* 
Markirt  man  nun  auf  der  Ktfrper-Oberflacbe  irgend  einen  Punkt 
ij),  q] ,  femer  auf  der  Horizontal-Ebene  irgend  einen  Punkt  [y,  z] , 
und  verlangt  man,  dass  diese  beiden  Punkte  mit  einander  »u- 
tammenfullm  sollen,  und  dass  daselbst  zwischen  KOrper-  und 
Horizontal-Ebene  Berührung  stattfinden  solle,  dass  mitbin  die 
in  {py  q)  auf  der  Körper-Oberfläche  errichtete  innere  Normale  a 
parallel  sein  solle  mit  der  x-Axe,  —  so  wird  hierdurch  die 
Position  des  Körpers  bestimmt  sein,  bis  auf  eine  noch  mögliche 
Rotation  um  die  Normale  or.  Zur  vollständigen  Positionsbestim« 
mung  wird  daher,  ausser  der  Angabe  von  q,  noch  die 
Angabe  irgend  eines  fünften  Argumealei  erforderlieh  sein. 

Ein  solches  fünftes  Argument  bietet  sich  .nicht  gut  dar. 
Gewissermassen  als  Surrogat  für  dasselbe  werden  wir  im  Fol- 
genden ein*  (noch  näher  anzugebendes)  unvoüMndigee  Differen- 
tial d0  oder  vielmehr  den  zugehörigen  unvollständigen  Differtm- 

tml  -  Quotienten  ^  einführen,  und  zwar  der  Art,  dass  dieses 

nichts  Anderes  ist  als  die  augenblickliche  Winkelgeschwindig- 
keit des  Körpers  um  die  ^ürll]a^e  a.  Dcmgemüss  wird  z.  B. 
die  lebendige  Kraft  T  des  Körpers  nur  abhängen  von  p,  9, 

(3.)  r_T(p,,.f,  i^  -^); 

wie  solches  im  dritten  Paragraphen  näher  dargelegt  werden  soll« 
Was  femer  die  von  der  Schwere  herrührende  Kräftefunc~ 
tion  U  betrifft,  so  ist  off'enbar : 

(4.)  U=>^Mgx„, 

wo  g  die  Intensität  der  Soliwere,  M  die  Masse  des  Körpers, 
und  Xff  die  x-Coordinate  des  Körper- Scliweqiunkt os  a  vor- 
stellen. Man  übersieht  sofort,  dass  X^^  durch  Angabe  desjenigen 
Oberflachenpunktes  (/>,  der  auceuhlicklich  mit  der  Hori- 
zontalebene in  Bertthrang  sein  soll,  vollständig  bestimmt  ist» 

Itfttb.^phys.  CImm«  1885.  24 
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DemgemSss  kanQ  also  x^f,  milhin  aucb  CT,  nur  von  j»,  q  al)- 
hSngen : 

(5.)  U=U{p,q]. 

Uebrigens  ist  diese  Funclion  f7(p,  q)  sofort  angebbar.  Man 
erhält  nämlich         —  (^^a^  +  A^a^ -h  A^a^),  also  auch  (4.) : 

(5a.)  Mg  [A^a^      A^a^  -h  A^a^) , 

wo  A^,  A^  und  ö^,  die  in  (1.)  genannten  gegebenen 
Functionen  von  />,  g  vorstellen. 

§  8.  AUgeneiiio  Voimein  Iflr  di«  Bewegung  dee  Urpm. 

Betrachtet  man  irgend  ein  MolekOi.m  des  in  Bewegung* 
begriffenen  Körpers,  und  bezeichnet  man  seine  Goordinaten 
nach  den  Axen  4,  2,  3  und     y,  z  mit  l^y        und  x, 
so  finden  die  Relationen  statt : 

(6.)  j  //  =  }h  +  A'«  +  A'a, 

^'o  Xff,  y^,  die  Goordinaten  des  SchwerpuniLts  a  bezeichnen, 
während  die  o,  y  die  Biditungs-Gosinus  der  Trägbeite-Axen 
4,  8,  3  gegen  die  festen  Axen  %  vorstellen.  Dabei  haben 
alsdann  a,,  er,  genau  dieselbe  Bedeutung  wie  früher  in  (1^. 
Denn  die  Richtung  der  ac-Axe  und  die  Richtung  der  im  augen- 
blicklichen Gontactpunkt  A  errichteten  vanerm  OherßOxihm- 
NomuUe  a  sind  unter  einander  identisch.  —  Aus  (6.)  ergeben 
sich  durch  Differentiation  nadi  der  Zeit  die  Formeln : 

X  «=  Xff'  -f-  a^l^  -+-  Cf^'Z,  -+■  Oj7, , 
y=  etc., 

oder,  was  dasselbe  ist,  die  Formeln : 

(7.)  .     <  IV  +         -h  ,:^,7,  +  ß.'l, , 

wo  u,  V,  w  lind  j/^,  Vffj  die  Geschwindigkeiten  von  m  und  g 
vorstellen,  während  die  Accente  Differentiationen  nach  der  Zeit 
«andeuten* 
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Bringt  man  die  Formeln  (6.),  (7.)  niofat  anf  ein  beli^^ 
Ktfrper-Holekttl  in(/,,  sondern  speoieU  auf  dasjenige 

Holekttl  A  [A^'f  i4,,  ^4,)  in  Anwendung,  welches  augenblicklich 
die  Contactstelle  repi^entirt,  so  ergeben  sich  Cttr  die  Coor- 
dinaten  XA^yAi  *a  und  Geschwindigkeits-Gomponenten  ti^,  Va^ 
Wa  dieses  Moleküls  folgende  Ausdrucke: 

l  =    *<J         y,    ^   +  '/t   U  +  /'3  <3  • 

{«4  ™  «<r  +  +  Cf,'^, , 

Diese  Formeln  möLion  sich  ;iuf  ilca  Augeiibiick  /  iM  /ietion. 
lui  Diiclistfoliiondeü  Augenblick  t  ät  hai  der  Korper  bereits 
eine  etwas  andere  Lage.  Statt  dos  Obertlachon-Moicküls  (.4,, 
,  A^'  wird  alsdann  bereits  ein  bonaclibartcs  ObcrfUiciien- 
Molekul  A^-hdA^,  A^-i- dA^,  J, -t-//J,,)  mit  der  Horizontal- 
Ebene  in  Conlact  getreten  sein.  Auch  werden  alsdann  die  x^^ 
yfj,  S(j  und  er,  ß,  y  bei  eils  etwas  andere  Werthe:  cr^ -h  ^.t^. 
y^-l-dy^.,  Zf^-\-dZ(^  und  u-^-da.  fi d^i,  y -h  dy  anLienonimcn 
haben.  Bezeichnet  man  also  die  Coonlinaten  der  Contactstelle 
in  diesem  zweiten  Augenblick  t  -f-  dl  mit  dxj,      4-  dy^, 

5^  ,  so  ergtebl  sich  aus  (8.)  : 

wobei  zu  bemerken  ist,  dass 
(<0a.)  .  öx^  =  0 

sein  musSj  weil  die  Contaclstelle  stets  auf  der  ?/s-T!bene  Heut. 
Beachtet  man  nun  aber,  dass  niclit  nar(5£C^  =  0,  .soiKlern  [zu- 
fola;e  f2d.)  auch  ((^dA^  a^dA^+  a,c/J,  =  0  ist,  so  reducirt 
sich  die  erste  der  Formeln  (10.)  auf: 

dXff  -4-  A^da^  -ir  A^da^     A^da^  =  0 . 
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Hieraus  folgt,  falls  man  durch  dt  dividiri : 


Diese  Gleichung  (41«)  sagt  aus,  dass  die  Geschwindigkeit  (k^, 
^a)  an  der  Gontactstelle  befindliehen  Moleküls  horizonkU 
ist.  Eine  horizontale  Geschwindigkeit  kann  aber  dieses  Molekül, 
weil  gleitende  Bewegungen  (nach  unserer  Voraussetzung)  uninlig- 
lich  sind»  niemals  besitzen.  Folglich  wird  dieses  Molekül  augen- 
blicklich in  Ruhe  sein,  mitbin  den  Formeln  entsprechen : 

(12)  «^  =  0,       V.  =  0,        Hv,  =  0; 

wie  solches  i)ei'eits  frUher  [S.  353)  auf  etwas  einfachere  Weise 
coDStatirt  wurde. 

Die  Gleichungen  '12.)  erlmlUMi,  falls  inao  für  u^,  U^,  ie:j 
ihre  Werthe  (9.)  substituirt,  folgende  Gestalt: 


Hierdurch  reduciren  sich  die  Formeln  (10.),  {40d.)  auf: 


eine  Formel,  die  a  priori  zu  erwarten  stand.  Denn  hoido  .Seiion 
der  Formel  rejiriisenliren  die  VerrUckung  der  Contaclslelk  wali- 
rcnd  der  Zeil  dt,  nur  mit  dem  I  nlerschiede,  das.s  diese  Ver- 
rückun^  das  eine  M.il  auf  der  Horizontal-EbeDe^  das  andere  Mal 
auf  der  Körper-Oberlläche  gemessen  ist. 

Es  erscheint  angemessen,  hier  noch  einige  Bemerkungen  zu- 
zufii</f')i  liinfiichtlich  der  litchtungs-Cosinm  «,  ji.  y. —  Wir  sei /.en 
voraus,  (i  ISS  die  Axensystcme  .t.  j/,  s  und  1,  Ü,  3  beide  positiv 
sind.   Albtlaiin  i^L  ijekannllit  Ii . 


(13.) 


Uff  +  «,'^4,  +  of,M,  -f.  a,'A,  =  0, 


und  hieraus  folgt  z,  B. : 


.15.) 


A 

n  /a 
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und  folglich : 

i^i^'f^i'A-ßsYt^  [«»=j^3yi~Ay»)  |ß.i=/^./4-/^fyi» 
)  1^=^,03-.;,«,.  |A=y,a,-na,,  jA=y««t-y»«i» 

Ui=«A-»,A»  l/t«tt»A-ttiA»  lys^^iA-Mf 

Wir  wollen  ferner  unter  dQ^,  dß^,  (/ö^  und  Q/,  Q,',  Q,'  folgende 
unvollständige  Differentiale  und  unvollständige  Differential-Quo- 
tienten verstehen: 

Äladann  ist  z.  B. : 

«i«*'-*-  ?'i?'i'= 
o,cr/H-  (i^ii^'-h  )\y^—  Öa'r 

AA'-fr-        -  öf'- 

Hultiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  mit  a^,  ee,,  otj  oder  mit 
ß%  o^^i*       Yti  Yi^  Yi^        addirt  jedesmal,  so  erhalt 
man  die  erste  Golonne  des  folgenden  Formelsystems : 

a'=/^ä-aö;,  A'=/:/,Q/-/y.Q;,  jA'=/i4Q.'-Aö/, 

Yi^y%^i-rS^%7  l/t'=yA'-/tQa'»  lyj'^yA'-yA» 

dessen  zweite  und  dritte  Colonne  sich  in  analoger  Weise  ergeben. 
Aus  diesen  Formeln  (18)  folgt  duroh  Quadraterhebung  resp. 
durch  Multiplication  sofort : 

(190 

ata3  +  /5f,/?,-|-y,y,  »  -  Q,  , 

«1  «i        ßi  ßi        73  7«  —  —  «3  ^1  r 

Multiplicirt  man  ferner  die  erste  liorizontale  dos  Formelsystems 
(U).  mit        Q^',  Q^'  und  addirt,  so  erhalt  man  : 

o,ö,'+  a.ö;+  o,ö,'-  Ä  (y.«.'-  r.ß.')+ A(y,ö.'-  y.a.) 

+Ä(y.Q,'-y.Q.')' 

also  mit  Rttcksieht  auf  die  letzte  Horizontale  des  Systems  (18. 
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In  dieser  und  Ubnl icher  Weise  erhalt  man  iai  Ganzen  folgende 
drei  Formeln  : 

(io.)  I Aö*'-  n<+  n«f'+ 

§.  3.  Berechnong  der  lebendigea  Kraft 

Hall  nittn  fest  an  den  im  vorhergehenden  Paragraph  einge- 
liihrien  Be/eit  hiuinuen,  so  ergiebl  sich  für  die  lebendige  Kraft  T 
des  Körpers  die  Formel : 

SS  r  =  Zm  (Ii»  -I-  t?*  H-  M?*) . 

Diese  Formel  kann,  falls  man  für  u,  v,  w  die  Warthe  (7.)  sub- 
sUlttirt,  und  dabei  die  bekannten  Relationen 

Zml^    =  Im/3    —  ^^^i    =  0 
heaclilet,  auch  so  geschriel)en  werden: 

also  mil  Hücksiclit  auf  (19.)  auch  so : 

oder,  was  dasselbe  ist,  auch  so: 

(21)  i  /  =  J/  [u^*  +  va'     tü^*)  +  '^i  ^t  *     '^i     *  + 
wo  die  Grössen 

(88.)  M,  =  Im M,=Iw(V  +  i/),  Mj^IoiC/»»-!-/,«) 

die  den  Axen  4;  2,  3  entsprechenden  HatqfttrU^eitmomente  des 
Körpers  bezeichnen,,  wahrend  Jf  seine  JfoMe  vorstellt. 
Nun  ist  nach  (13.): 

~-U(j  =  a^'yl,4-  •+•  , 
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also  lAH  Rücksicht  auf  (49) : 

oder,  was  dasselbe  ist: 

Dies  in  (21.)  substituirt,  ergiebt  sich: 

-  jf  (ii.  0/ + >i,   + ^,  Q,  i    M,  ö;*  M,  0,«+ m,  ö;«. 

f^s  handelt  sich  dai  um ,  du^sen  Ausdruck  der  lebendigen  Kraß  auf 
die  in  (3.)  (jenannte  Form  zu  bringen.  Und  hiezu  wird,  woil  A^^ 
Jj,  ^4,  [vgl.  {{.]]  gegebene  Functionen  von  /),  q  sind,  nur  norh 
crforderlicb  sein,  zu  zeigen,  dass  Q^,  ö,',  Q^'  ausdrtlckbar  sind 

durch  Py  Qy'^i^i^y  wobei  allerdings  das  ^  seine  Definition 

noch  erst  erwartet.  Um  nun  den  Ausdruck  (23.)  in  jene  in  (3.) 
genannte  Form  su  versetien,  beginnen  wir  mit  folgenden  ein- 
fachen Betrachtungen. 

FOr  jedwedes  Zeitelement  di  sind  dQ, ,  dQ^,  dfi,  definirt 
durch  die  Formeln  (17.).  Wir  wollen  nun  irgendwo  im  Räume 
ein  LmienelemerU  dQ  uns  vorslellen,  welches  seiner  Richtung  und 
Länge  nach  den  Formeln  entspricht: 

idQ^  =  r/Q  COS  idQ.  \), 
dQ,  »dQcos(dQ,  2), 
dQ,s5  dQcos(dQ,3). 

Dabei  sollen  I,  3  die  Kicliliingen  der  HaupttrHgheitSäxen  zur 
Zeil  f,  d.  i.  zu  Anfang  des  Zcileiementes  dt  vorstellen.  Bern- 
gemass  werden  alsdann  dQ^,  dQ^,  rfö^  die  Componenti  i  di  > 
Linienelemenles  dQ  nach  jenen  Kichtungen  4,  2,  3,  zu  uenueu 
sein. 

Ueberdies  \v()llen  wir.  nusser  den  Axeri>\ »»men  4,  2.  3 
und  Xj  v?  ^>  noch  ein  dnUes  j/osilives  rechtwiukliL;es  Axenssstem 
./*,  ff,  h  von  vorläufig  belief'ujcr  I-i'izc  einführen    D.i!>ei  iiiopen, 
{]ry  ik^<iueiTilichkeit  halber,  alle  in  Belrachl  koninienden  Hieii- 
tuogen:  dQ,  i,  2.  3,  x,      2,         h  von  ein  und  demselben 
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BaumpUDkt  ausgehend  gedacht  werden.  Um  diesen  Punkt,  afs 
Gentruni,  sei  eine  Kugelflüchü  vom  Radius  Ems  beschriehen; 
sod.iss  also  genannten  zehn  Richtungen  durch  ebenso  vieie 
Punkte  auf  dieser  Ku^elflHcbe  angedeutet  werden  können. 

Bezeichnet  man  die  Componenten  des  Linienelementes  dQ 
nach  den.Axen    g,  h  mit  dQ^,  c^Q^,         so  ist  offenbar: 

(25.)  r/ö^  =  l\,(iQf  +  (j^dQg  +  h^d%. 

wo  /j,  ^  die  Richtuniis-Gosinus  der  Axe  f  in  Bezug  auf  4,2,3 
verstellen,  und  y^,  «/^  und  h^^  die  analogen  Bedeutungen 
haben  fttr  die  Axen  g  und  A.  Disponirt  man  jetzt  über  die  Lage 
des  neuen  Systems  k  in  solcher  Weise,  dass  die  f-Axe  mit 
der  a>-Axe  zusammenfätlt,  und  dass  femer  das  Linienelemenl 
dQ  in  die  xg-Ehene  (äWi,  so  gewinnt  unsere  auf  der  Kugelfläche 
gedachte  Figur  folgendes  Aussehen : 


(26.) 


Hier  ist  z.  B.  unter  dQ  derjeniee  Punkt  der  Kugelll  i  lie  zu  ver- 
stehen, durch  welchen  die  iViehlung  des  Linienelenieuiä  dQ  dar- 
gestellt wird. 

Bezeichnet  ui;in  ;ilso  die  Componenten  des  Liniencleiiieoles 
dQ  nach  den  gcgeiiiräiii(/cn .  in  f?r)/  .tiiuepehenen  Axon  an.  g,  h 
mit  t/0,  '/0.  r/H,  so  wird  (/  H  =0  sein,  weil  die  //-Axe  senk- 
rech! L'Ciieu  die  a;^-Kbenf\  mithin  auch  senkrecht  gciion  dQ  ist. 
Dem^emilss  nehmen  die  Formeln  (25.)  gegenwartig  die  Ge- 
stalt an: 
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(27.)  I  di2^  =  u,d(t>  +  (j^dQ, 

wo  «1,  er,,  iir,  (ebenso  wie|  frfther)  die  Ricblungs-Gosinus  der 
X'Axe  iD  Pezug  auf  4,  2,  3  vorstellen.  Aus  (97.)  folgt  sofort: 

ia^  d  Q,  d      -4-  «3  ^/  Q3  = 

-4-^,^/0,  H-. 7, (/Q,  =  dQ, 
h^dQ,  -h  -I-  Ä,(iÖ,  =  ü; 

und  die  erste  dieser  Formeln  (28.)  gewinnt  mit  Rttciuicht  auf 
(20.)  die  Gestalt: 

(S9)  rf<r>  =  ß,  dy,  H-  ./^,  r/;',  -h     dy.^ . 

Dies  ist  dir  Dc/Inition  des  eiiizulührenden  Ditierentials  (/O,  von 
weichern  bereits  in  (3.)  die  Rede  war. 

Die  h'\\r  >iebt  senkrecht  gegen  x  und      [vgL(26;].  Su-  * 
mit  ergiebl  sich  : 

-I-  A,<fQ,  +  h^äQ^  »  0, 

folglich  3 

.  h^ :     :     ä  (a,  r/Q^  —  a^dQ^) :  (a,  ^/Q^  —  «,  f/Qj) :  («^//Q,—  cf,  dQ^] , 
also  tuil  Kucksiclii  auf  die  erste  lionzontale  des  Systems  (IS.J; 

folglich: 

(SO.)  A.  -  ^,  A,  -  a:,  Ä,  _  ^,  wo  A«  -    + + 

Da  nun  ferner  das  Axensysteni  r/,  h  positiv  und  rechtwinkliy 
sein  soll|  so  ist  (vgl.  die  auoiogen  lurmeln  (15.),  (46.)]: 

«4 

»I  ^5  ,  =  ^' 

''1  : 

und : 

^1  *i«s  —  *3««'  //i  =  —  ^4«,-  .7,  =  ^'i«,  —  A,a,. 
Hieraus  folgt,  falls  man  fUi*  Z/^,      A,  die  Wcrlbe  (30.)  einsetzt : 

(3<-J      =  »     =  j          i/i  =  ^  

Hieraus  folgt  weiter: 
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9A'     ^t^t      y»  ^i  =  ^  i«t'  («t^a'  -  ««Öf  )      «t'  (etc.) 

+  a/  (elc.)], 

«Iso  noH  Rücksicht  auf  (48.): 

=  ^  l«*'  «i  +     «»'] » 

also  mit  Rücksicht  auf  die  in  (30.)  angegebene  Bedeutung  von  A  : 

also  mit  Hinblick  auf  die  zweite  der  Formeln  (28.) : 

(38.)  ^=  ^-  5 

Substituirt  man  jet^t  (iieseo  Werth  von  A  in  den  hormelo 
(30.),  (34),  so  erhalt  man: 

(33.)  Ä,  ta      ,  A,  =         A,  SB  , 

9^  ,/-0 — »    =  —  ,/y  — »  ^«  -  — de — 

Hierdurch  aber  gewinnen  die  Formeln  (27.)  die  Gestalt : 

woraus  z.B.  folpt : 

(36.)   (dQ       ((iQ<)*  +  (dQJ* » (d<l>)«  +  (etej«  +  (daj«  +  (<tej«. 

Durch  (35.),  (36.)  erhalt  schliesslich  der  in  (23.)  fUr  die 
lebendige  Kraft  raufgestelile  Ausdruck  folgende  Gestalt: 

(37.)  . r = u(A^^ H- .V)  [(-^) V (^) 

+  [„.(„.*J  +  M!!ir5Ä)V....].  • 

wobei  unter  d0  das  in  (29.)  angegebene  unvollständige  Dif- 
ferential zu  verstehen  ist  : 

(37a.:i  d<t>  =  ß^dy^  4-  (i^dy,  (^,dy^. 

Nun  sind  A^f  A^f  A^,  a«,  a,,  [vgl.  (i.i]  gegebene  Functionen 
von  Pf  g,  Dmgemäss  hat  der  Ausdrude  (37.)  in  der  That  die  m 
(3.)  angeg^ne  Beschaffenheit, 


Digitized  by  Google 

J 


40.) 


Ueber  die  rollemoe  Bewe(*u.xg  eines  Körpers,  365 

§  4.  IKe  clyiuuDiaefa«!!  Biffemtialgleichimgen. 

Nach  Gonstatirang  der  Formelo  (3.),  (5.): 

(38.)  r=r(,,,, 

haDdelt  es  sieh  nun  daram,  die  dymmtKhenDiffiarefUialgleidtun- 
gen  »u  bilden^  auf  Grund  des  H  am  i  1  ton  -Jacob  Tschen  Princips: 

(39.)    ö/iT-*-  U)dt  =  0  d.  i.  / [d \T  -hU)]dtmzO, 

Schwieriglieiten  sind  dabei  nur  insofern  zu  überwinden,  als 
ein  unvollsUlndiges  DifTerential  ist,  mithin  ddO  wesentlicl^ 
verschieden  ist  von  dd<t>.  Um  die  gegenseitige  Bexiehung 
zwisehen  6d0  und  i^dO  zu  ermitteln,  werden  wir,  ausser  d0 
selber,  gleichzeitig  noch  andere,  ebenfalls  unvollständige  Diffe- 
rentiale in  Betracht  zu  ziehen  haben,  nämlich  dQ,  dQ^J  dQ^,  dQ,. 
Zwischen  diesen  und  d4>  finden  nach  (27}  die  Relationen  statt : 

dQ^=a^d0'hg^de,  j aQ,  =  a^(34)-H  r/,(50, 

rfQ,  =  a,c/C>4-r/,c/0,  uliÜliD  isl  aucli  !  c)Q,=  a^cJO-*- <y,()9, 

Unterwirft  man  nun  das  r/Q^,  Welches  [nach  seiner  ur- 
sprünglichen Definition  (47.)]  die  Bedeutung  hat: 

(a.)  dQ^  =  «f,d€f,  H-  ß,dß^  -h  y,dy,^, 

der  Operation  6,  so  ergiebt  sich  : 

(^.)  ödQ,  =  a.öda,  4-  ß.ödß^  -h  yjdy,) 

+  (da, der»  -I-  dftd/^,  -f-  ^;',dy,). 

Nach  den  beiden  letzten  Ckilonnen  des  Systems  (Ifi.)  ist  aber 
(falls  man  in  der  einen  d  mit  d  vertauscht) : 

woraus  durch  liultiplication  folgt : 

da,  da,  +      a,^,  H-  dy,  dy,  =  —  dQ,  dQ, ; 

so  dass  also  die  Foniiel  {(i.)  die  einfachere  Gestalt  erhält: 
[y.]  ödQ^  =  («gdda,  H-  /^3cJt//i,  -h  ;'3 —  dQ^öQ^, 
Subtrahirt  man  von  dieser  Formel  diejenige,  welche  aus  ihr 
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durch  Yertauschung  der  Operationen  d  und  6  entsteht,  so  erhalt 
man  sofort : 

Ebenso  ergiebl  sich : 

(d,.)  6dQ,  -  rfaQ,  «  c/Q,  SQ^  -  dQ,  dQ, . 

Subslituirt  man  jetzt  in  Iß^.)  fdr  r/Q,,  tiQ^,  JQ^  und  ^Q^,  SQ^^ 
dQj  die  W'erlbe  (40.  ,  so  eriiiehl  sich: 

oder,  was  dasselbe  ist  : 

(fi,.)  ff,  {dd0  -  dd0)  +  (drfe  -  ddO)  -h 

=  («,.73  -«3(/,;{r/<Dde-rfea0). 

Khuuso  wie  diese  Formel  (f,.)  aus  [^^.)  entstanden  ist,  ebenso 
entstehen  analoge  Forniehi  ^^.^  und  (c,.)  aus  (d^.'  und  ((Jj.  • 
Auch  übersieht  man  sofort,  dass  diu  Formeln  (e,.),  (f,.)»  (^3  ' 
einfacher  Beziehung  zu  einander  stehen,  nUmlich  in  einander 
Ubergehen  durch  cNklischc  Progression  der  ludices  2,  3. 
3Inlii|)licirt  in.in  dalHT  die  Formeln  f*, .).  (e^.),  £,.)  respectivc 
mit  öj,  a^,        und  addii  t,  so  erhält  riKin  : 

-  («4 dpi  +  «,d^,  +  cc9(i92,äB  =  0. 
Nach  (S6.)  ist  a,  +  ff, 9,  »  0,  mitbin: 

Das  liier  auf  der  rechten  Seite  stehende  Ti  inom  ist  ahi  r  =  0. 
weil  r/«,.  da^,  dc(^  [vgl.  (33. )J  mit  Äj,  A,,  Ä,  proportional  sind, 
und  die  beiden  Axen  g  und  h  zu  einander  senkrecht  stehen. 
Demgemiiss  wird  also: 

wodurch  die  Formel  (C.)  die  einfachere  Gestalt  erhalt: 
(i;.      ddO  —  dd0  -I-  (cf,  (5^,  4-  ff,d^,      «a^i/j  dO  »  0. 
Hieraus  aber  folgt  sofort: 

(^.)      dd<t)  -  ddd)  =      öa,  +  if,da,  +  9,  da,)  dS, 
oder,  mit  Rtlokstcht  auf  (34.): 
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[i.]  öd0  —  dd^  =  [ct^da^  —     da^  \  öa^  -+-  fa,  (/«^  —  ofaf/a^) <5a, 

-4-  .r^'/(f,  —  a,r/«,)^«3. 

Die  re<;hle  Seite  dieser  Gleichung  ist  «'iiir  Dcferminnnte, 
und  kann  J'allsman  jede  Determinante  durch  Mi-dersciirift  ihrer 
ersten  Horizontal-Keihe  andeutelj  folgendermassen  dargestellt 
werden ; 

I  ^a^,   da,,   «,  |  . 

oder,  weil  or^,  a,,  [vgl.  gegebene  irunctionen  von  py  q 
sind,  auch  so : 

oder,  was  dasselbe  ist,  auch  so : 

Die  Formel  {t.)  gewinnt  daher  folgende  Gestalt:, 
(41.)  öd<t>  =  (/()cj)  H-  S  (d/)rfry  —  dpdqj  , 

wo  der  Factor  6'  die  Bedeutung  hat : 


«4 

dp 

w 

Up 

d«3 

öy 

0  wie 

«1,  «t» 

«3, 

Function  von  />,  q  vorstellt. 

Nachdem  in  dieser  Weise  die  gegcnseitij^e  Beziehunc;  zwi- 
schen dd<t>  und  dö<t>  zu  Tage  gefürdert  ist,  kehren  wir  zurück 
zu  den  zu  Anfang  dieses  Parugraphen  genannten  Formeln  (38.], 
(39. j.  Aus  (38.)  folgt  sofort: 


(42.) 


^  (r  +  üy 


dq 


wo  die  Aceentc  Dillereutialquotientcn  nach  der  Zeit  andeuten. 
Nun  ist  ohne  Weiteres: 

lo.) 

(/*.) 
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bio gegen  nach  (41.) : 

Diese  Werthe  (a.),  (ß.)^  {y.)  in  (42.)  subslituiri,  eriidli  toan : 
tio    VT         /öfT+r)  .  dr  .    T+L)  ,u 

(43 .  i  c)  T-h  t/ :  =  (-5^  -h  -j^^-  S9 )  (3f/>  +  (-5^  -  ^  ^,  6p  )  dq 

3?    dl        bq'     dt        W  dt 

Lttsst  man  aber  diesen  Werth  von  (5(7+  £/)  einlreten  in  die 
Formel  :39.]  des  Hamilton- Jacobt  sehen  Princ^fn,  So  gelangt  man 
in  bekannter  Weise  zu  folgenden  Gieichangen : 


(44.) 


— IS?— 


""  6?^  -  Ttt 


0  =  ^ 


dl  ^i''^ 
jj_  bT 
dt    b^'  ' 


Aus  der  letzten  Formel  folgt  sofort  ' 

=  Consi.  =  C 

Und  hierdurch  gewinnen  die  Gleichungen  (44.)  folgendes  Aus- 
sehen : 

_d_  ör  _  ö  r  +  f 

dl  dp' 

d     bT        ^  , .  ^    ,  w-  ' 


(45.) 


dp 



dl  d« 

/>/es  diirfle  die  einfachste  Gestalt  der  hier  aufzustellenden 
dynamischm  Differentialgleichungen  sein.  Dabei  isi  beachten, 
dass  C  eine  durch  den  Anfangssustand  su  bestimmende  Co  it - 
Stanley  S  hingegen  eine  gegebene  Function  von  q  vorsteiU 
[vgl.  (41a.)]. 


§  ft.  Das  Frindp  der  lebendigen  Kraft. 

Miiltiplicirt  man  die  drei  Gleichungen  (44.)  respective  mit 
P'i  ^'y  addirt,  so  erhält  man: 
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a (r ^  ü)  ,  ^  biT+ü]  .  ^ 

P  dt  V     ^  d<  "5^     ^  dt  da»' ' 
'  oder,  was  dasselbe  ist : 

Die  /itiAe  Seite  dieser  Formel  ist  ofieDbar  Dichts  Anderes,  als  der 
vollständige  DifTereotialquotient  von  (T  -+-  -U)  nach  der  Zeit. 
Andererseits  ist  das  auf  der  fechten  Seite  in  Parentliesc  ge- 
stellte Trinom  identisch  mit  'üT,  wie  sieh  sofort  ergiebl,  falls 
man  nur  beachtet ,  dass  T  eine  tiomogene  Function  xweiten 
Grades  von  p\  q\  0'  ist.  Demgemüss  geht  also  die  Formel 
ttber  in: 

d  {T  -i-  U)       d  ii  T  . 
dt  d<  ' 

woraus  durch  Integration  sich  ergiebt : 

(46.)  r— ITs  GoDSt.  »IT; 

dies  aber  ist  das  Princip  der  lebendigen  Kraß. 

Bemerk  üii|4.  —  Von  ähnlicher  Einfachheit  wie  die  For- 
mel (46.)  ist  odenbar  die  erste  der  Formeln  [45.J : 

(47.)  .      jj-  -  Const.  -  C. 

Wir  werden  weiterhin  zeigen,  dass  diese  letztere  Formel  einen 
Flacheu<;atz  repräsentirt,  oder  wenigstens  einen  Satz  repräsen- 
tirt,  der  dem  Flächensalz  nahe  verwandt  ist.  Einstweilen  sei 
nur  bemerkt,  da.ss  die  doppelle  lebendige  &.raft  [nach  (23.)  und 
(27. )J  folgendermassen  darstellbar  ist: 

(48.)  »  r «  JT (ii,* + ii,« + i4,*)    + e'») 

-ü/p.a.-t-  ^,a,  +  ^a,)<D'+  {A,g,+  A^g^-¥  A,y,)&]^ 

dass  mithin  die  linke  Seite  der  .Formel  (47.)  den  Werth  besitzt  r 
m    |^,«ir(V:+V-»-^»)*'  : 
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Der  Uebergang  vod  (48.)  zu  (49.)  d.  I.  die  Differentiation  von  T 
nach  4>'  ist  völlig  oo^rect.  [Man  erkennt  solches  am  Einfachsten, 
wenn  man  statt  der  soeben  benutzten  Formeln  (27.)  die  etwas 
umständlicheren  Formeln  (35.)  anwendet,  und  dabei  beachtet, 
dass  a^,  a^^  er,,  Ä^y  A^^  gegebene  Functionen  von  p,  q  vor- 
stellen.] 

§  6.  Die  instantane  Drehongs-Aze. 

Subsliluii't  man  in  don  Formeln  (7.)  für  u,^,  Wq  die  aus 
(13.)  sich  ergebenden  Werlhe,  so  erhalt  man  sofort : 

u  =      (/,  —  A^)  -h      [1^  —  A^]      cf,'  (/j  —  /!,) , 
(50.)  V  ^      (/,  -  A,)  +  -  A,]  +      (/,  ~  .1,) , 

Hier  bezeichnen  ti,  tc?  die  Geschwindigkeits-Componenten 
eines  gani^  beltehigen  Kdrpermolekttls  m  l^^  l^].  Und  gleich* 
zeitig  sind  A^,  A„  A^  die  (den  Äxen  4,  2,  3  entisprechenden) 
Goordinaten  des  augenblicklichen  Gontactpunctes.- 

Denkt  man  sich  die  Geschwindigkeit  (ti,  v,  w)  des  Moleküls 
m  (/„  l^i  in  drei  Gomponenten  zerlegt  nach  den  Axen  1,  2,  3, 
und  diese  Gomponenten  mit  t)«}  Dm  bezeichnet,  so  ist  offenbar 
z.  B. : 

also  nach  (50.): 

t),«(«,«;+A/?;+y,y;)(i,-^J+(a,a;+A/J/+y,y/)(i,^ 
also  mit  Rttcksicht  auf  (17.) : 

!t),  =      i/j  —  /i,)  —  Ö,'     —  .1,) .  Ebenso  ergiebl  sich : 
»•  =  ö;  7.  -  A,)  -  0/  {/,  -  A^U 
t),=  Q/(/,-^,)-Q;  (/,-  >!,).  , 

Diese  Formeln  (51.)  zeigen  von  Neuem,  dass  dasjenige 
Molekül  m,  welches  an  der  Berührungsstelle  sich  befindet, 
dessen  Goordinaten  Z^,  1^  also  gleich  A^^  A^^  .1,  sind,  äugen-- 
büdtlkh  in  Rvke  Ist.  Sie  zeigen  ferner  aber  auch,  dass  Gleiches 
von  air  denjenigen  Molekülen  m  gilt,  deren  Goordinaten  l^, 
der  Formel  entsprechen : 

(52.)  -  A^  :  /,  -  /l,  :     -  .1,  =  Q,' :       :  ö/. 

Diese  augenhlickUrh  ruhenden  Moleküle  bilden  daher  zu- 
sammengenommen eine  gerade  Linie,  —  die  instantane  DrehungS" 
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axe.  Diese  Axe  geht,  wie  aus  (52.)  ersichtlich,  durch  den 
Contactpnnkt  (^4^,  A^^  A^),  und  ist  gegen  die  TrSgheite-Axen 
1,  2,  3  unter  Winheln  geneigt,  deren  Cosinus  proportional  sind 
mit  Q/,  Q/,  Q,',  d.  i.  mit  dQ,,  dQ„  dQ,.  Das  früher  wm  uns 
constrmrte  lAsiienüement  dSl  [vergl.  (24.)]  repriuentirt  daher  die 
Riditung  der  instantanen  Axe. 

§  7.  Bm  hoxinHitnle  Afimnth  dar  insfantaaen  Axa. 

Die  im  Contaclpunkt  rrrichlele  (der  .-r-Axe  parallele)  Nor- 
male und  die  durch  den  Contactpunkt  gehende  instantane  Axe 
bilden  zusammengeooromen  eine  Verticalehene,  die  im  All- 
gemeinen in  Drehung  begriffen  sein  wird.  Es  soll  das  Azimuth 
dieser  Verticalehene  gegen  die  feste  Verticalehene  xy  mit  l  be- 
zeichnet, und  nnher  untersucht  werden,  in  der  schon  frUber 
(^6.)  entworfenen  Figur 

ff  * 


.  (83.) 


ist  ofTcnbar  X  derjenige  Winkel,  unter  welchem  die  beiden 
Axen  y  und  g  gegen  einander  geneigt  sind. 

Aus  dieser  Figur  ergiebt  sich  sofort : 

(g^  =s     cosk  •+•     siü  Ä,  jA,  =  —     sin  A  -h    cos  Ä, 

|^,so  /9r,cosi.-l-/,sin^  :         [a,ss  — /:^,sini+yjCosX» 
und  hieraus  durch  Umkehning  : 

it^i  —  9i      Ä  —     sin  l,  ^y^  =     sin  l  +  h^  cos 

—  g^cosk     h^s'm kj   (55 a.)  iy^ »  ^^sin  il  H-  A,cos k, 
ß^=  ^,  cos  A  —  A,  sin  kf  as  g^^ sin  A  -1-    cos  X. 

lblk.-phf«.  ClMS*.  IMS.  S5 
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Durch  Differenlialtoii  der  Formeln  (55  a.)  folgt  mii  Rttcksicht 
auf  (55.): 

( —  /^i     as  8in  il  .  dy^  ■+■  cos  il  .  rfÄ, , 
(56.)       '[  d}\  —     r/A  =  sin  A  .  r/f/^  -f-  vus  /.  .  ^///^ . 

I  fly^  —  /^j,  r/A  =  sin  /  .  r/f/j  -+-  cos  A  .  . 

NuDDiehr  folgt  aus  den  Formein  (55.)  und  (56.)  durch  Muitipli- 

catton  : 

—  V^^t  +    *^9%)  sin*  ^ : 

also  mit  Btteksicbt  auf  (37a.) : 

(57.)  -  dl  =  H-  4-  , 

oder,  falls  man  für  ry,.  7^,  r/,.  Ä,,  Ä,  die  Wertbe  (30.),  (34.) 
substituirty  nach  ieichter  JVeduction: 


^  _     -  ' 


I  r* 

«,   o,  er, 


3 


ffa  cfj 


WO  die  Accento  Difl'ereiitMtioncn  nach  der  Zoit  vorstellon.  Diese 
Formel  zeigt,  das5  dA.  und  d<t>  keineswegs  unter  einander  iden- 
tisch  sind. 

Der  innere  Grund  dieser  NichlUbereinslinimung  isl  leichl 
»mgebhnr.  Es  reprüsentirl  nämlich  d0,  \vif^  aus  (^5.),  (iß.i, 
(27.'  f'>lgt,  Hon  Winkel,  um  welchen  sirh  der  starre  k'ürper 
während  der  Zeit  dt  um  die  x-Axc  dreht.  Hingegen  rpprasen- 
tirt  dl  den  der  Zeit  di  entsprechenden  Drehungswinket  flcr 
Ebene  xg  um  jene  Axe.  Diese  beiden  Dinge,  der  starre  Körper 
und  die  Ebene  xg^  sind  aber  keineswegs  starr  uuteinauder  ver- 
bunden, und  werden  also  im  Allgeincineu  mit  verschiedenen 
Geschwindiskeilen  um  die  a-Axe  sich  drehen. " 

B  e  i  I  iui  f  i  c;  e  Fo  rnieln.  —  Aus  (31.)  folgt  durch  Multipli- 
cation  mit  da^j  da^,  da,  und  Addition: 

(«•)  giäa^  +  g^äa^  -h  g,da^  =  0 . 

In  gleicher  Weise  folgt  ans  (30.) : 

iß,)      da^  +  //.da,  +  h^da^  =  =  Adt  ==  dO ; 

denn  nach  (8S.)  ist  ^dtssd&.  Fügt  man  nun  m  diesen  beiden 
Formeln  (a.),  (^.)  noch  die  Gleichung  (57.)  hinin,  so  erhält  man 
folgendes  Formelsystem: 
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Andererseils  folgt  uus  (55.),  {55a.)  durch  Multipliealion 
mit       da^f  do,,  und  mit  Rttcksichtnabme  auf  (59.): 

ii^  </ff ,  +  (i^  /V,  </of3  s      sin  A  .  dQ , 

}\'lce^  -+-  ■+■  Yv^ffct^  =  -h  cos  A  .  r/0. 

Filal  mnn  hierzu  noch  die  Gleichung  (37a.)  hinzu ,  so  erhüil 
man  folgendes  Form oisy stein : 

(60.)     I  Yi         Yt  ^^t     ys  ^''s  «  w  X  .  d9  dB, 

l  a,  f//^^         <lß^  +     tl($^  «  sin  A  .  dO  ss  df, 

\vü  (iu'  rc(*hls  hcigciUgteii  (/A,  (/B,  dV  als  blosse  Abbreviaturen 
dienen  sulien  fUr  spätere  Zwecke. 

§  8.  Veber  »iii  d«n  VlidMUftli  Yerwaadtei  ThMram. 

Das  hier  darzulegende  Theorem  ist  mit  dem  fflächensats 
keineswegs  identisch,  besitzt  aber  mit  demselben  gewisse  Aehn- 
lichkelt.  Das  Theorem  lautet : 

Rollt  der  gegebene  Körper  unter  dem  Einfluss  der  Schwere 
auf  einer  festen  Horizontalebene ^  und  bezeichnet  man  die  augen- 
blicklichen Coordinaten  und  Geschwindigkeiis-ComponerUen  der  ein- 
zelnen Körpermoleküle  m  mit  x,  j/,  s  und  u,  u>,  femer  die 
augenblickh'rhrn  Cordinaten  des  Conlactpwiktes  mit  x^,  y^,  so 
wird  die  Ober  alle  Körpermoleküle  ausgedehnte  Summe 

(61 .)  Im  [{y  -      tü  -  (3  —  v] 

constant  sein,  d.h.  ein  und  denselben  Werth  haben  für 
aUe  Augenblicke  der  betrachfeten  Beil  egung. 

Dabei  ist  das  mt  Grunde  geleyie  feste  Aamsystem  s 
der  Art  zu  denken,  dass  seine  yz^Ebene  identisfk  ist  mit  der  ^- 
gebenen  Hcrizentalebene,  (Mithin  ist  t.  B.     stets  s£  0.) 

Beweis.  —  Nach  (6.)  und  (7.)  ist: 

X  =      -f-  «4    +        -4-  «3    ,         u^-lr  a^'l^     er. 7, 
ferner  nach  (8.)  und  (43.): 

i6» 
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Hieraus  folgt  durch  SubiracUon : 

(a.J  ^  =  cr^A^      a^X^  -*-  ««^»1  "  =  «1^4      "t '^t  ^»^■'*> 

falls  man  naiiiiliob  St  ^7  ?  ^d  ^*  ^  als  augenblickliche  Ab- 
kUrzungen  beuutal  fttr  folgende  Dißerenxen : 

(y.)      A^»^,  -il^,    A,»/,  — il.,       ä/,  —  ,4,. 

Die  Formeln  (a.)  repräsentiren  offenbar  folgende  PormeUysime: 

j  ^  =  «,         «t  ^4  +  «3  Ä, ,        j  w  =  a/Ä,  -+-  «^'/.^  -+-  Ä3, 

(d.)  V  =  A  -f.  A  X,  ^.  A, ,  (t.) 1 1»  =     + ^t;;.,  +  /^f,/.,, 

l  c  +    A,  +       ,       ( ti; «  y/A,  +  y,' A,  y,'A,. 

Suhslituirt  man  die  aus  (d.)  für  .  A^,  A,  enlspringendeu 
Wertbe  : 

in  die  Formeln  (e.;)  so  crgieht  sich  mit  Rücksicht  auf  (60.): 
Hieraus  folgt  sofort : 

oder,  falls  man  lür  A',  B',  T  ihre  eigentlichen  Bedeutungen  aus 
(60.)  sttbstituirt: 

t}w  -    =  0'  (1/  -h  g*)  -  e'  cos  A .    —  e'  sin  A .  j;. 

Mulliplicirl  man  diese  Formel  mit  der  Masse  m  desjenii^en  Mo- 
leküls, auf  welches  u,  w  und  ar,  mithin  [nach  fi.)  j  auch 
I,  17,  £  sich  beliehen,  und  summirt  sodann  ttber  aUe  Moleküle 
des  ganzen  KOrpers,  so  ergiebt  sich : 

(/^ .)  Zw {i^w  —  i^v)  =  0'Z///  (1;*  4-  f*)  —  0'cos AZwf —  0'sin AZ»i{C. 

Die  Summen  rechter  Hand  sind  leicht  berechenbar  auf  Grund 
der  Formeln  !f5.),  wobei  fur  A«,  A«,  A^  die  Werlbe  (y.)  zu  sub- 
stiiuiren  sind.  Man  findet: 
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Zm(j?* 4- t'j  =  J/ -I- A,*  +  .4,*)  -  3/ {A,a,-^A^a^  +  .1,«,)* 
Zm|i7«  IfM,«,  -I-  -h ...)  _  (M, a,  A     •  • 

wo  M  d\o  Massp  *i(  >  Ki  rpers  und  M,,  M,,  M3  seino  Haupllriifz- 
heilMnoineule  vorstclicn.  Multiplicirt  man  die  beiden  IcUlcn 
Formeln  mit  cos  l  und  sin  und  addirt,  so  folgt  mit  Rücksicht 
auf  (54.): 

(4.)  cosXXm^'i;  4-.  sinAlml^  =  M  {A^a^  -*-••)  (^1^1  +  •  •  •) 

Durch  Substitution  der  Werlbe  (^.),  [i.]  gewinnt  jetzt  die 
Formel  (17.)  folgendes  Aussehen: 

Zufolge  (49.)  ist  aber  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  nichts 

d  T 

Anderes,  als  der  Werth  von         Somit  erhält  man: 

also  zufolge  des  SaLzes  (47.) : 

[fiA  T,m{tnc  —  Cv]  s  Gonst. 

Dies  aber  ist,  falls  man  für  i},  'Q  ihre  Werthe  {(t,)  einsetzt,  das 
zu  beweisende  Theorem. 

§  9.  Uebor  die  Bestfmimuig  sftmmtlicher  Variabloa 
als  Funetionen  der  Zeit. 

Durch  die  drei  Differentialgleichungen  (4&.)  bestimmen  sich 
zuvördersl 

(«.)  p,  qy 

als  Functionen  der  Zetl.  Solches  aber  aubj^efUlirt  j^cdachl,  werden 
[zufolge  (4.)] 

(33,)  A^,  i4,,  J„  a,,  a,,  a,, 

und  [tufolge  (30.),  (34.)] 

(^0  ^,  hi,  Ä,,  A,,  (jr^,  g^, 
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ehc'nf;jlls  bekiinnte  Funnlionm  der  Zeil  sein.  Da)>ei  bleibt  das 
Vorzciclu'n  von  A  willkiii iicli,  was  darin  »einen  Grund  hat. 
dass  (lio  iiuxiiiaren  Axcii  </,  h  durch  unsere  Dcleniiiniiiioru'u 
noch  niclit  völlig  bestimuil  sind.  In  der  Thal  kcinii  man  diesen 
Axen  <7,  A,  sUitt  dci  ihnen  fn  der  Figur  (26.)  zuertheiltcn  Rich- 
tiingeu,  ebensogut  auch  die  etUgegeiigesetzlen  Hichtuugea  ver- 
leihen. 

Sind  Hüll  die  liiosseu  {^.)»  (^0  ftmcitonen 

der  Zeit,  so  ^iit  [nach  [öS.Jj  Gleiches  auch  von 

also  [Dach  (55.)]  Gleiches  aaeb  von 

{^•)  /^3»  /n  71)  73) 

also  [nach  (13.jj  Gleiches  auch  von 

(SO  «ir»«'*»^^^    und    a?d,  yfft«a- 

Endlich  ergeben  sieb  alsdann  auch  die  Coordlnaten  s  der 
CwUactsteÜ9  als  FuncUonen  der  Zeü,  Und  swar  erhält  man  in 
dieser  Eeiiehung  [durch  Inlegratien  der  Gleichungen  (10.)]  fol- 
gende Formeln: 

/  =  t 

/  =  /« 

wo  y,, ,  5.,  die  Coordioalen  der  Conlaclsteile  zur  Zeit  l  ^  vor- 
slellen  sollen. 

§  40.  Beiläufige  BemeikuAg, 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Ermittelung  der  gej^en- 
seiligen  Beziehung  zwischen  öd  und  dd  meistentheils  eine  etwas 
mühsame  Aufyabe  ist  [vgl.  Seite  365  — 367],  mag  hier  eine 
diesem  ZweciL  entsprechende  und  verhältnismässig  einfache 
Methode  angedeutet  werden. 

Dreht  sich  ein  starrer  Kdrper  um  einen  festen  Punkt  und 
lüsst  man  von  0  zwei  Axensysteme  4,2,3  und  x,  y,  z  ausgehen, 
das  erstere  starr  mit  dem  Kdrper  verbunden,  das  letztere  unbe- 
weglich im  Räume,  so  gelten  für  die  Goordinaten  Z^,  und 
^1  U)  ^1  welche  irgend  ein  Ktfrpermolekül  m  in  diesen  beiden 
Systemen  besitzt,  die  Formeln : 
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wo  die  a,  /  die  Richtungs-Gosinus  dt*8  einen  Axensyslems  in 
Bezug  auf  das  andere  vorslellen.  Aus  {A.)  folgt  durch  Difleren- 
tiation : 

oder,  Hills  iiiau  lUr  /,  ,  die  aus  (A.)  sicii  ergebenden  Werlbc 
substiluirt : 

Diese  Forinel  aber  gewinnt,  falls  man  die  Abkürzungen  ein- 
ftihrt: 

folgüiiüe  Gestall: 

{dx^  zdB  —  ydV,  Und  ebenso  erbttlt  man: 
dy  =  xdr  »rfA. 
rfjs  SS  ydA  —  xdB» 

Hieraus  folgt  durch  Ausftthrung  der  Operation  d : 

m 

oder,  falls  man  in  den  beiden  letsten  Gliedern  für  iy  und  Sz  die 
aus  (C.)  orsichtliclien  Werthe : 

dy  =  acdr  —  jsM, 

SB  —  07^8 

sttbstitnirt: 

ddijc  =  iddB  -  yddf  -  x  {dBöB  -h  d^dV]  -h  ydBÖA  -h  sdröA. 

Nun  ist  offenbar,  was  die  linke  Seite  dieser  Formel  betriflü, 
ddx  SS  dddc;.  Demgemüss  muss  also  die  rechte  Seite  ebenfalls 
bei  einer  Vertausehung  von  d  und  d  sich  yletch  bleiben.  Die  so 
entstehende  Gleichung  zerfällt  aber,  weil  x,  »  willkttrlicb 
sind,  in  dm' Gleichungen.  Von  diesen  drei  Gleichungen  ist  eine 
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* 

(namlich  die  durch  Verglcicbung  der  Goeffidenteii  von  x  enU 
stehende)  identuck,  während  die  beiden  andern  (d.  i*  die  durch 
VergleichuDg  der  Goefficientea  von  y  respeclive  z  entslehendoD) 
dargestellt  sind  durch  die  beiden  letxten  Formeln  des  folgenden 
Systems: 

{^d^  -  döA  =  dVdB  -  dVdB , 
dilB  -  rMB  =  (Ifi^dr  -  dAdf . 
ddf  -  ädr  =  äBöA  -  öBdA , 

Dass  sich  die  erste  Formel  dieses  Systems  in  analoger  Weise 
herleilen  lüsst,  bedarf  keiner  weiteren  Erläuterung. 

Leipsigy  Juni  4885. 
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Rt'sitzt  die  Function  u  -f-  io  einer  complexon  Variabnlen  z 
(itit  Hnnde  ( inos  einfach  oder  mehrfach  zusaninienhdngcnden, 
ebenen  (ichictcs,  in  dessen  Innern  die  Funclion  reguiür  ist,  die 
Werthe  U  4-  <>,  so  sleiU  üus  iulegrai 


erstreckt  in  positivem  Umlauf  (d.  h.  die  eiDgeschlossene  Fläche 
bleibt  zur  Linken]  tlber  alle  Randpunkte  ji,  den  Werth  der 
Function  u^w  fttr  alle  inneren  Punkte  dar.  Dieselbe  muss 
dabei  »im  allgemeinen  gleichmassig  stetig«  in  die  Randwerlhe 
ttbergehen.  Das  ebene  Gebiet  nehmen  wir  als  ein  einblättriges  an. 

Durch  Zerlegen  des  integrales  in  seinen  reellen  und  imagt- 
nttren  Bestandtheil  erhült  man  die  Gleichungen : 


Hier  bedeutet  (/a  d  is  Bogenelement  der  Randcurvo,  /  dir  positiv 
genommene  Entfernnng  dos  Elementes  da  von  dem  bclnichleten 
l^unkte  x-t-  ///  =  Qe^",  ftlr  welchen  die  Werthe  u  und  /'  ermittelt 
werdt'n  sollenj  und  €  den  Winkel,  welchen  die  nach  innen  fje- 
riclilele  Normale  des  Elementes  da  niu  der  Geraden  /  (in  der 

COS  B 

Richtung  von  da  nach  dem  Punkt  (o;,  y)  bildet.  Die  Grösse  — ^  da 


§  4 .  Dafinition  das  Integrales. 
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ist  dte  scheinbare  GrOsse  des  Elementes  da  vom  Punkte  [x,  y] 
aus,  und  wird  von  Uerm  C.  Neumann  mit  ((la)j^  beseidinet. 
Dieser  Werth  ist  Uberall  positiv,  wenn  die  Flüche  nur  von  einer 
Randcurve  begrenzt  ist,  die  Überdies  stets  ihre  oonvexe  Seite 
nach  aussen  richtet,  und  weder  nach  innen  gerichtete  Spitzen 
noch  Ecken  besitzt,  oder  allgemeiner,  wenn  keine  Tangente  der 
Randcurve  in  das  Innere  der  Flache  eintritt.  In  allen  anderen 
Fallen  wird  [da]^  wenigstens  für  gewisse  Gebiete  von  a;  aucb 
negativ.  Es  tritt  dies  ein,  sobald  die  Fläche  des  vom  Punkte  x 
und  dem  Bogenelementedir  gebildeten  Dreiecks  beim  Durchlaufen 
des  Elementes  da  zur  Rechten  bleibt ;  [da)j.  soll  daher  der  olgt^ 
brmsche  scheinbare  Winkel  heissen. 

Auch  das  Differential  y  kann  durch  da  ausgedrückt  werden. 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  $'  den  Winkel  zwischen  der  posi- 
tiven Richtung  des  Bogen  dementes  und  der  Richtung  /,  so  ist 
in  allen-  Fallen,  auch  dem  Zeichen  n.ich  :  dl  =:  —  cos  e'da. 

Der  Kurze  wegen  werde  ich  indessen  im  Folgenden  stets 
die  Form  benutzen: 


§  2.  Die  Kelationen  zwitcheu  den  functionen  U  und  V, 

Die  Functionen  u  und  v  sind  nicht  ua  iliiiiingig  von  ( in- 
ander^  denn  sie  genügen  für  jeden  Punkt  [x.  y]  im  luucrn 
des  Gebietes  den  partiellen  Differentialgleichungen 


Functionen,  welche  in  dieser  Beziehung  zu  einander  stehen, 
werde  idi  zwei  oonjugirte  Functionen  nennen ;  man  hat  dabei 
noch  zu  unterscheiden,  welche  Function  den  reellen,  und  welche 
den  imaginären  Bestandtheil  der  complexeo  Function  bildet. 

Auch  die  Functionen  ü  und  V  können  daher  an  den  Rand- 
curven  eines  Gebietes  nicht  willkürlich  gewählt  werden ;  viel- 
mehr müssen  zwischen  den  Randwerthen  U  und  denen  der 
conjugirten  Function      und  folglich  auch  zwischen  den  vier 


(S) 


dtt       h-       du  _  hv 
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Integralen  der  (iloicliungcn  (2)  Relationen  l>eslebon.  Dicsell>eD 
sollen  zuerst  eruiiltelt  werden.  SeUl  man 

jif^^''"i^<  "«  =  »Ii /''«'• 

so  isl 

Demnach  sind  h-  /r^  und  +  iv^  Functionen  einer  com- 
plexen  Yarlahelen,  und  daraus  folgt,  dass  sich  diese  Functionen 
aus  ihren  Randweitheu  ebenso  darslolleii  lassen  müssen,  wie  u 
und  V.  Bezeichnet  man  also  mit  U^^  K,  die  Weribe, 

welche    ,  v^^     ,     am  Rande  annehmen,  so  ist 

ü,^  u^,   r  =  r,  +  \\ 

und  es  bestehen  die  Gleichungen : 

= nAf'"')*  =  -  A  +  i^Ac")«  • 

Hieraus  folgt,  indem  man  Air  ü  und  l^die  obigen  Werthe  ein- 
führt, 

Die  beiden  Gleichungen  lassen  sich  in  den  einen  Ausdruck  ver- 
einigen : 

Derselbe  lehrt,  dass  ein  complexes  Integral  dieser  Art  im 
Inneren  eines  beliebigen  Gebietes  allenthalben  Null  sein  kann, 
ohne  dass  die  im  ZHhler  stehende  Function  verschwindet,  piese 
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FuncUoD  ist  aber  Dicht  als  Randwertli  eioer  »Function  einer 
complexen  Variabelen  «  su  betracliten,  und  deshalb,  ist  das  In- 
tegral nicht  als  ein  »Integral  von  Gaucbt«  zu  bezeichnen. 

Bei  der  Ableitung  der  Gleichungen  (4)  ist  vorausgesetzt, 
dass  die  Functionen  t/^ ,  t/, ,  ...  im  allgemeinen  gleichmassig 
stelig  in  bestimmte  Randwerthe  übergehen,  was  noch  zu  be- 
weisen ist.  Zu  dem  Zwecke  muss  die  Function 

nebst  der  conjugirleu 

naher  untersucht  werden.  Ich  beschränke  mich  dabei  auC  den 
Fall,  dass  ü  iSngs  des  Randes  eine  eindeutige  und  stetige  Func- 
tion ist.  Auch  soll  der  Rand  von  Gurven  gebildet  sein,  die  bis 
auf  einzelne  Eckpunkte  Uberall  eine  bestimmte,  sich  stetig 
ändernde  Tangente  besitzen,  und  die  weder  unendlich  viele 
Wendungen  machen,  noch  sich  selbst  oder  unter  einander 
durchschneiden.  Alsdann  sind  die  Functionen  und  't^i  im 
Inneren  des  Gebietes  allenthalben  stetig,  und  dasselbe  gilt  für 
die  ersten  partiellen  Ableitungen,  zwischen  denen  die  bekanu- 
ten  Relationen  bestehen,  wie  dtrect  aus  den  Gleichungen: 

hervorgclit.  Ks  werde  nun  am  Rande  ein  l)estii!HjUer  Punkt  s 
heimeiltet.  Vau  diesen  Punel  5  als  Mittelpunlvl  l)esehreilje  fiian 
einen  Kreis  mit  beliebig  kleinem  Radius,  der  durch  seine 
ilusserstcn  Sehnitt))unkte  auf  dem  Rande  den  Bogen  o'  be- 
stimmt. Ein  Element  dieses  Bouens  werde  mit  do'  l)ezeiehnet, 
während  alle  Übrigen  Randelemente  dd'  heissen  mögen.  Dann 
ist 

Der  Werth  der  Function  ü  im  Punkte  s  heisse  üg.  Im  ersten 
Integral  der  rechten  Seite  unterscheiden  sich  sämmtliche  Werthe 
von  ü  von  dem  Werthe  um  eine  Grttsse,  deren  Betrag  durch 
Verkleinerung  von  if  kleiner  gemacht  werden  kann ,  als  eine 
beliebig  gewählte  Grösse     Zufolge  der  Stetigkeit  von  V  kann 
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diese  obere  Grenze  d  gleichseitig  fttr  alle  Paukte  s  fizirt  wer- 
den. Also  ist 

Das  lotegraiy  ida']gg  giebt,  mit  UuterschetduDg  positiver  und  , 

negativer  Elemente,  den  Winkel  an,  unter  welchem  der  Bogeif 
ff'  von  dem  inneren  Punkte  x  aus  gesehen  wird.  Rückt  der 
Punkt  CD  in  den  Randpunkt  s ,  so  geht  dieser  Winkel  in  den- 
jenigen Uber,  unter  welchem  der  Bogen  vom  Punkte  s  aus 
gesehen  wird.  Drehrichtung  und  Grosse  dieses  Winkels,  der 
durch  cci  bezeichnet  werden  soll,  ergtebt  steh  unzweideutig  aus 
dem  Grenxprocess.  Kehrt  die  Randeurve  an  der  Stelle  s  ihre 
ooncave  Seite  nach  innen,  so  ist  er  ein  ttberstumpfer  Winkel, 
an  einer  eonvexen  Stelle  dagegen  ein  stumpfer  oder  spitzer. 

Der  Uebergang  in  den  Werth  «a  ist  fttr  alle  Randpunkte  s 
ein  gleichmtoig  stetiger,  d.  h.  man  kann  nicht  nur  nm  jeden 
Punkt  s  einen  Kreis  angeben,  so  dass  der  scheinbare  Winkel 
das  Bogens  fOr  alle  Punkte  x  im  Inneren  dieses  Kreises  von 
dem  Warthe  oi  beliebig  wenig  abweidit,  sondern  es  lasst  sich 
auch  für  den  Radius  dieses  Kreises  die  nttmliche  obere  Grenze 
bei  allen  Werthen  t  bestimmen. 

Der  Nachweis  dieser  Behauptung  folgt  aus  elementaren  Be- 
trachtungen, wenn  man  beachtet,  dass  die  vom  Punkte  s  aus- 
gehenden Schenkel  des  Winkels  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
mit  der  Sehne  des  Bogens  ^  bestimmen. 

Das  Integral 

änclort  sich  stetig,  und  zwar  gleichinassig.  Denn  es  erstreckt 
sich  nur  über  soU  In*  Hogenelemenle,  für  welche  /  niemals  ISull 
wird,  auch  wenn  der  Punkt  x  in  den  Pui  ki  v  hineinrückl. 
Demnach  wird  der  Werth  dieses  Integrales  sclitiessiich  gleich 

und  so  erhalt  man  vorläufig  das  Resultat:  ROckt  der  innere 
Punkt  X  in  den  Randpunkt so  wird 
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In  dieser  Formel  ist^abs (c/<j')^  jedenfalls  eine  endliche  Grösse; 

denn  ontwedcr  ist  dor  Orenzwerlh  dieses  Intour.ilos  gleich 
falls  der  Bogen  a'  seine  coneave  Seile  nach  innen  kehrt ,  oder 
er  ist  grösser  als  lo,  aber  endlich,  weil  der  Bogen  nicht  unend- 
lich viele  Wendungen  macht.  Es  isl  ferner 

fu{da"].=J'u[da],  -  fu{ila'), 

und  das  zweite  Integral  der  rechten  Seile  wird  gleich  U^J* {(lo']^ 
bis  auf  eine  Grösse,  die  wiedernm  kleiner  ist  als 

d y^abs  {({ a] g  . 

Da  nun  die  Grosse  d  durch  VerkletDerung  von  o'  beKebig  klein 
gemacbi  werden  kann,  so  folgt,  dasB 

ist.  In  einem  gewöhnlichen  Corvenpnnkte,  in  welchem  die  Tan- 
genten, vor-  und  rückwUrts  genommen,  den  XlVinkel  bilden, 
ist 

lim  oj  =  7t  f  lim  j'\dG']^  =  0  , 

also 

In  einem  Eckpunkte  der  Gurve,  in  welchem  die  Tangenten  den 
Winkel  a  bilden,  ist 

lim  ct»  BS  SflT     a  ,  lira J [do')^  =  0  , 

also 

lim  ^fu{ä<^,~±{i«-a)U,+  ±f U{dä),  . 

Auch  diese  GrenzUbergUngo  erfolgen  nach  Ausschluss  «ier  Eck- 
punkte durch  beliebig  kleine  Umgebungen  mit  gleicbinässiger 
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Stetigkeit,  wie  aus  dem  Mittet weribsatz  der  Differenlialreoh- 
nung  hervorgebt.  Damit  ist  die  ursprüngliche  Behauptung  voll- 
ständig bewiesen. 

Zu  einer  Randfunction  U  gehört  also  eine  bestimmte  Func- 
tion der  Randpunkte,  nämlich        U{äa)g.    Ich  werde  diese 

Function  mit  ^Pg  oder  auch  kUrxer  mit  \P  beseichnen,  und  P 
die  zugeordnete  Function  von  Ü nennen*]. 
Es  ist  für  einen  regulären  Randpunkl 

(Ä)       lim  ^  f  U{da]^  =  Um  «.  «  l/,  =  j  />,  +  y  . 

Dagegen  fttr  Eckpuncte  mit  der  Winkelttffnung  a,  die  aber  im 
Folgenden  nicht  weiter  berücksichtigt  werden  sollen: 

(5  a)         \\m^Jü(dü)^  = 

«Iim«,  =  l/,«|(2--^)r7,+  ;  P,. 

Die  zugeordnete  Function  ist  eine  stetige  Function  von  so- 
lange keine  Eckpunkte  auf  dem  Rande  vorhanden  sind  (Nbd- 
aAnify  a.  a.  0.,  p.  439  und  450), 

Dieselben  Betrachtungen  gelten  auch  fttr  die  Function 

wobei  wiederum  V  als  einp  stolige  l'niiciion  vorausgesetzt 
wird.  Es  ist  fUr  eineo  regulären  Randpunkl  ^ 

(6)        lim  ^  f  \  {dij^^^  =  lim  r,  =  l  ,  =  j  r,  -H  I  . 

X  =  s 

Q  bedeutet  die  der  Function  V  zugeordnete  Function,  d.  h. 
es  ist 

Von  (lieser  zugeordneten  Function  handelt  Herr  C.  Neumann  bei  der 
Theorie  der  r>oppell)tI*'giin?en  im  4.  Cii|»ifel  seincsBuch«>s :  l'tifersuohungcn 
über  das  Logarithn»i.s(  he  und  Newton  sehe  Potential  '  (Leipzig,  tB77'.  Der 
Beweis  des  Salzes  von  der  gleichmU.ssigen  Consergcnz  ist  jedoch  daselbst 
nicht  roltgetbellt  (vergl.  die  Bemerk,  pag.  152  daselbst). 
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Für  die  zu     und     conjugirlen  Functionen 

v,  =  -±flJ-ii   und  u^^^Jv"! 

Ifisst  sich  der  Nachweis,  dass  sie  stetig  nach  heslimnUen  Rand- 
wort hon  K|  und  (/,  oonvergiren,  nicht  in  derselben  directen 
Weise  führen.  Da  aber 

ti  8       -h  //,  ,     f>  as      +  V, 

isl,  so  folgt,  weil  n  und  v  der  Voraussely.iinu  n.irli  in  die  be- 
stifiiinteu  Werlhe  und  \\  Uberj^ehen,  während  x  nach  cou- 
vergirt: 

(7)  lim  f/,  «  ü;  a=  ü  -  t;,  =        -  iP,  , 

j-  =  * 

(tt)  litnr,  -K, -F-i; -ir,-4(?,. 

Trügt  man  diese  Werthe  von  und  in  die  Gleichungen  (4) 
ein,  so  erhalt  man  den  folgenden  Sats: 

Besitzt  die  Function  n  +  iv  einer  complexen  Variabeien  s 
an  (lern  Hantle  eines  einfach  oder  mehrfach  zusammenhängenden 
Gebietes  die  stetig  «ic/i  ändernden  Werthe  U-^iV,  so  bestehen 
zwischen  den  Functionen  U  und  V  die  Relationen: 


Babei  bedeuten  P  und  Q  die  den  Fktnctionen  U  und  V  sugeordneien 
Pktnctionen ,  und  sämmtUche  Integrale  sind  auf  den  Randcurven 
SU  bilden,  während  der  Punkt      ij  im  Inneren  des  G^netes 
li^ig  gewühU  wird. 

Man  kann  die  Voraussetsungen ,  unter  denen  dieses  Eesul* 
tat  bewiesen  wurde,  noch  erweitem.  Ist  s.  B.  nur  ü  im 
CAitcBV*schen  Integrale  eine  stelige  oder  eine  überall  endliche, 
integrirbare  Function ,  so  dass  die  Function  u  im  allgemeinen 
^Icichmüssig  sielig  in  die  Randwerthe  U  tlbergeht,  so  gilt  das 
CA0CiiT*scbe  Integral  für  diesen  Rand,  sobald  man  unter  den 
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abrigen  Integralen  der  Gleiohnng  [9]  die  Grenxwerihe  verstebt, 
welche  dieselben  annehmen,  wenn  man  von  einer  innerhalb  der 
Flüche  gelegenen  Integrationseorve  mm  Rande  selbst  ttbergeht. 
In  diesem  Sinne  gelten  dann  auch  die  vorstehenden  Gleichungen, 
ohne  dass  V  eine  stetige  Fanetlon  sn  sein  braucht. 

Der  vorstehende,  gans  allgemeine  Sats  erhttlt  eine  sehr  ein- 
fache und  bekannte  Form,  sobald  der  Rand  nur  aus  einem  ein- 
zigen £reise  besteht.  Denn  fttr  einen  Kreis  werden  die  zuge- 
ordneten Functionen  P  und  Q  constant.  Es  ist,  wenn  B  den 
Radius  des  Kreises  angiebt,  und  da^  RtUp  gesetzt  wird: 


so  dass  hier  der  Satz  lautet : 

Besitzt  die  im  Inneren  des  Kreises  A  reguläre  Function 
ti  -h  Ii;  am  Rande  der  Kreisperipherie  die  Werthe  C/^  -mT,  so 
bestehen  zwischen  den  Functionen  ü  und  V  die  Relationen : 


Auf  Grund  dieser  Gleichungen  ist  die  Randwerlhaufgabo,  d.  h, 
die  ßeslimniuni^  der  complexen  l'unciion  aus  dem  reellen  Rand- 
werlhe  ü  für  den  Kreis  ohne  Weiteres  lösbar;  denn  es  bekommen 
die  Gleichungen  (2)  hierbei  die  Form 


wodurch  u  vollständig,  uud  i;  bis  auf  eine  additive  GoDStunle 
bestimmt  ist. 

Die  specielien  Gleichungen  (10)  liefern  fUr  den  Kreis  die 
bekannten  Relationen 


M*ih.*pb]r«.  Cl«ue  1S$». 
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welche  hier  die  Anwendbarkeil  der  FoLRiER'schen  Reibe  für  die 
Darstellung  der  Functionen  t/  und  v  begründen.  Analoge  Rela- 
tionen gelten  für  einen  beliebig  zusammengesetzten  Rand. 

Wird  nUmlich  die  Randcurve  auf  ein  Polarcoordioaten- 
System  mit  beliebigem  Anfangipnnkt  bezogen,  so  dass  r  «  f{(f 
die  GleiehoB^  der  Eandourve  wird,  so  besteben- die  Glei- 
cbangen: 

j\u-P)dip  =/ir-ft£/logr, 
-J^U'-Pid  log  r  =/(r  -  Qi  d(f  , 

(A'«  4,     3,  ....oo)  . 

§.3«  Die  Eindeutigkeit  der  BarsteUang  einer  complflKen 
Functioii  mittelit  de«  Caaehy'sohea  Integrales. 

Der  üben  gefundene  allgemeine  Satz  gestattet  folgende  Cu.- 
kehrung: 

Ist  für  den  Band  eines  ehnten  (iebietrs  eine  st('ti(iP  Fuht  li'u 
U  gegeben,  und  kann  man  eine  Function  V  vermitteln,  für  n  eiche 
die  Gleichungen  (4J  oder  (9j  erfüllt  sind^  so  stellt  die  Gleichung 

eine  Function  dar,  welche  im  Jiineren  des  Gebietes  die  Beditiguny 
^  ^  ^  ^0  erfüllt  und  m  dem  Rande  dm  Werth  U  besäst. 

Der  Beweis  ertiifb!  sich  durch  eine  Umkebrung  der  vorigen 
Betrachtung.  Indem  num  niiinlich  die  Functionen  ti, .  ?/, .  i\.  t, 
einführt  (Gleichungen  3),  und  die  Function  U'  durch  die  Glei- 
chung deßnirt: 

cilutli  mau  aus  den  Gleichungen  ;2)  zusammen  mit  den  Glei- 
chungen (4J  die  UelatiüUeQ : 
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Bieraus  folgl: 


und  aus  diesen  Gleiohuugen  ist  bu  scbltesseu,  das«  die  stetigeo 
Functionen  ü  und  ü*  identisob  sind. 

Dazu  bedarf  man  des  folgenden  Salses : 

Wenn  eine  stetige  y  nur  für  den  Rand  eines  Gretes  d^nirte 
Function  Wdie  Eigensckafi  hat,  daee  für  jeden  Punkt  im  Inneren 
des  einfach  oder  mehrfach  zusammenhängenden  Gretes 


constant  gleich  Null  sindy  so  ist  W  für  alle  Punete  des  Ralndes 
falls  gleich  Null. 

Der  Beweis  für  diesen  Sats  ist  meines  Wissens  noch  nicht 
ausgeführt  worden,  und  in  der  Tbat  nicht  ganz  einfach,  wenn 
man  in  Bezug  auf  die  Function  W  keine  weiteren,  beschrSnlcen- 
den  YoraussetBungen  einfuhren  wiil.  Aber  der  Inhait  des  Salzes 
ist  von  Bedeutung,  weit  aus  ihm  unmittelbar  hervorgeht,  dass 
die  Integralrelattonen  (4)  oder  (9)  die  nothwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen  für  den  Zusammenhang  der  Functionen 
CT  und  V  bilden,  und  dass  eine  complexe  Function  nur  auf  eine 
einzige  Weise  in  der  Form  des  GAUCBT^schen  Integrales  und  der 
in  demselben  enthaltenen  Reibenentwickelung  darstellbar  ist. 
Ich  halte  es  daher  für  gerechtfertigt,  auf  den  Beweis  ausführlich 
einzugehen. 

LHsst  man  den  inneren  Punct  x  an  einen  Randpunkt  s  her- 
anrücken, so  wird 


f\V[da)^   und"  ±fw'J 
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daher 

Hat  man  es  mit  eiiiooi  ebcDen  Qebiete  zu  than,  das  nur  von 
einer  einzigen  Randcurve  begrenzt  ist,  die  ohne  nach  innen  ge- 
richtete Spitzen  oder  £cken  nach  aussen  überall  convex  ist, 
oder  angeraeiner  ausgedrückt,  deren  Tangenten  nicht  in  das 
Innere  der  Fläche  eintreten,  so  kann 'man  schon  aus  dieser  letz- 
ten Gleichung  unmittelbar  schliessen,  dass  W-ss  0  ist.  Denn 
in  diesem  Falle  ist  (da)^  eine  durchweg  positive  Grosse  und 

im  allgemeinen  (d.  h.  abgesehen  von  etwaigen  BekpruDklen) 
gleich  Eins.  Beteichnet  non  M  denjenigen  Werth  von  W,  des- 
sen Betrag  am  grösslen  ist,  so  ist  auch 

Da  in  <lif»sem  Inteizral  alle  Eleiueoto  von  gleichem  Zeichen  sind, 
so  muss  im  altgemeii^ä  «  * 

Jf  +  Ii  =  0 

gleich  sein;  und  da  stetig  sein  sollte }  so  jstttberali  TV^con- 
stant  gleich  —  3/.  Diese  Gonslante  kann  aber  nur  NuU  sein, 
xufolge  der  Gleichung 

Im  allgemeinen  Falle  aber  sind  zunHobst  die  PunctioDen 

»:(.'I)iI<i('l  für  einen  ausserhalb  der  Flüche  yeleyenen  Piifxt  x\  y] 
zu  Ulli»  1  suchen.  Dio  Richtung  der  Normale  ist  hei  diesen  lülc- 
grait^Q  ili(»s('ll)p  wie  fr(lh(M*. 

LiUst  man  nun  den  äusseren  Punkt  an  den  Handpunkt  s 
anrücken,  so  yellen  immer ^  d,  h,  bei  Jeder  stetigen  FutuUion  W  die^ 
Gleichungen:  ,  .  ■       ■  . 

(48)      lim j'-  fw{dx)^~  -{W,  +  ^^  fwi*o\  ■ 
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Die  erste  Gleichung  ergiebt  sich  ebenso  wie  im  vorigen  Pani- 
craph  die  Gleichung  (5),  wenn  man  nur  beachtet,  dass  beim 
Hernnrücken  eines  äusseren  Punktes  an  das  Element  da  der 
Winkel  id a\  j.>  negativ  wird  und  den  Grenzwerth  —TT  erhalt*}. 
Aus  den  GleichuDgen  (12)  und  (43)  folgt  daan 

Es  muss  also  constant  sein,  wenn  der  Nachwels  geführt 
werden  kann,  dass  auch  für  alle  äusseren  Punkte  das  Integral 

^  Jw  [dx)^  =  const. 

ist.  Diese  Gonstante  kann  dann  nur  Null  sein,  weil  das  Integral 
für  den  unendlich  fernen  Punkt  diesen  Werth  hat. 

Die  Eigenschaft  der  Gonstans  folgt  at>er  unmittelbar  aus  der 
noch  SU  beweisenden  Gleichung  [U}.  Denn  da  In  dieser  Glei- 
chung unserer  Voraussetzung  zu  Folge  die  rechte  Seite  constant 
gleich  NuU  ist,  so  ist  auch  die  linke  Seile  constant  gleich  Null, 
und  die  Function 

%n  J  ^  V 

ist  dann  tiberhaupt  gleich  Null,  weil  sie  auch  Im  Unendlichen 
diesen  Werth  hat.  Folglich  muss  auch  die  conjugirte  Punetion 

Null  sein. 

Der  Beweis  fttr  die.  Gleichung  (Uj  Iflsst  sich  folgender- 
niassen  führen: 

Auf  der  Normale  im  Randpunkte  s  seien  zu  verschiedenen 
Seiten  von  s  die  Punkte  x  und  x'  In  der  beliebig  kleinen  Ent- 
fernung a  von  s  gewählt.  Indem  wir  annehmen,  dass  die  Band- 
curve  an  keiner  Stelle  unendlich  viele  Wendungen  besitzt,  und 
nun  den  Punkt  §  nicht  etwa  in  einen  Wendepunkt  verlegen, 
lasst  steh  eine  conveze  und  eine  concave  Seite  in  der  Umgebung 
•  von  s  unterscheiden.  Mit  x  mOge  der  Punkt  bezeichnet  sein, 
welcher  auf  der  concaven  Seite  von  s  liegt,  mit    der  andere. 

*)  Aus  dieser  Gleichung  folgt ,  dass  die  Existenz  einer  Lösung  der 
Randwerlhaufgabe  gezeigt  ist,  sobald  die  Möglichkeit  nachgewiesen  ist,  das 
innere  Gebiet  einer  Flöche  «lerart  pindentig'auf  dos  äussere  confonn  abzu- 
bilden, dass  die  Punkte  der  Ratidcui  ve  sich  selbst  entsprechen. 
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Es  kann  jetzt  alsou;  auch  den  äusseren  Puokl  bezeichnen,  wenn 
die  Curve  bei  s  ihre  eoin.ase  Seite  nach  aussen  kehrl,  x'  ist 
dann  ein  innerer  Punkt.  Der  Punkt  s  sei  zum  Anfan4;spunk4ö 
eines  Poliucoordinatensysleuies  gewählt,  die  Tangente  in  s  sei 
die  Coortiiiiatenaxe ;  r  =  f{fp)  die  Gleichung  der  Curve.  In- 
dem man  zu  beiden  Seilen  von  s  einen  beliebig  kleinen  BoLien 
von  der  Gesammtlange  er'  abschneidet,  von  rp  =  0  bis  zu 
(f  =  fp'  auf  der  einen  Seite  der  Xoi'malen,  und  von  <f  =  0  bis 
2X1  (p  =  (p"  auf  der  anderen  Seite,  sind  nur  die  Intcjinli  zu 
betrachten,  welche  sich  auf  diesen  Bogen  a' beziehen.  Denn  für 
den  ül>ti^en  Theil  des  Randes,  a",  ist  die  Gleichung: 

für  a  =  .r' =  5  selbst verstHndh'ch. 

Der  Winkel  von  0  bis  (p'  (und  ebenso  von  0  bis  r/)"^  sei  so 
klein  gewählt,  dass  zu  jedem  Werlhe  von  fp  zwischen  0  unti  (p 
nur  ein  Werth  von  r  gehört;  ferner  sei  nicht  nur  r  für  dieses 
Bogensttlck  eine  durchaus  wachsende  Function,  sondern  es  sei 
auch  a  so  klein  gewählt,  dass  für  diesen  Werth  von  «.  sowie 
für  alle  kleinereu  die  Grösse  /  iirimer  grösser  als  a  ist.  Da 

r*  H-  a*  —  8  ar  cos  |y  —  <;ij  at    +  a*  —  2ar  sin  <p  , 

90  verlangt  diese  Bedingung,  dass  r*  —  Sarsin^  >  0  »  d.  b. 

a  <  Y^^^  ist.  Diese  Forderung  ist  immer  erfüllbar,  wenn  sich 

die  Randcurve  in  der  Unitiebung  des  Punktes  5  vtrhrill,  wie 
eine  analytische  Curve  in  einem  rejj^ularen  Punkte,  wenn  also 
daselbst  z.  B.  r  durch  eine  nach  ganzen  Polenzen  von  rp  fort- 
schreitende Reihe  darstellbar  ist,  die  mit  der  ersleu  Polenz  von 
q>  beginnt.  Es  ist  nun 

=  r*H-a*— Saroos —  ip\  «  r*  + o*— Äarsin» 

V*  SB  r*  —  Äar  cos  (y  ^  ^p)  =  r*  +  o*     8  ar 
ferner 

.»yy'  n9^*P*  p*^^9' 

tpm^ 
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r*+  a*  —  Jarsin  <;p 
F*  iar sin ^  ' 

T**  H  =  F  

>-  —  (1^  i  a  [sin  (p  li  r  —  r  cos  y  ri  ^  j  —  4  r     cosop  d^» 


Das  Differential  sxufdr^romfpdip  wird,  wenn  man  es  wie 
oben  mit  einem  regulären  Punkte  zu  ihun  hat,  nicht  unendlich 
oft  sein  Vorzeichen  wechseln,  sondern  während  q>  das  Intervall 
von  0  bis  tp'  durchlauft,  stets  positiv  oder  negativ,  oder  auch 
gleich  Null  bleiben.  Ist  längs  eines  ganzen  Bogenstückes 

sin  (f  dr  —  r  cos  (p  drp  =  0  , 

SO  ist  dieser  Bogen  ein  Kreisbogen  oder  eine  Gerade.  Unsere 
Voraussetzung  lässt  sich  geometrisch  durch  die  etwas  engere 
ersetzen,  dass  ein  Kreis,  welcher  dieCurve  im  Punkte  <  tangirt, 
nicht  in  beliebiger  Nuhe  des  Punktest,  und  also  auch  nicht 
auf  dem  beliebig  kleinen  zu  ^'  gehörigen  Bogen  einen  weiteren 
Bertthrungspunkt  mit  der  Curve  besitzt. 

Die  Grösse  [r'  —  a^]  wechselt  ihr  Zeichen,  indem  r  durch 
den  Werth  a  hindurchgeht.  Setzt  man  zur  Abkürzung  das  obige 
Differential 

i.  /        _  (r»-o*)  tadu-  ^tt*rdv 


SO  behHlt  jedes  der  Differentiale  du  und  dVy  wahrend  g>  von  0 
bis  9'  variirt,  ein  unverändertes  ZeicheUf  und  es  ist 


r  ö  0  .        r  =  a  tp  =  0 


In  Bezug  auf  das  Differential  du  ist  also  eine  Theilung  des  In- 
tegrationsintervalles  vollzogen  wortlen.  weil  —  sein  Vor- 
zeichen wechseil.  Auf  jedes  der  Integrale  rechts  liissl  sich  nun 
der  erste  Mittelwerlhsalz  anwenden.  Man  bezeichne  drei  initi- 
iere Warthe  von  W  im  iDtervall  von  rp  =s  0  bis  qf  ss  ^'  mit 

Wey'»   ^•'9»'.  ^ry'» 
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so  ist  die  rechte  Seite  gleich : 


r«0 


Die  Grösse  <p'  kann  von  vornherein  so  gewählt  werden,  dass  die 
W(>rtlie  der  stetigen  Function  W  in  diesem  Intervall  um  weniger 
ttls  eine  Grösse  6  sich  unterscheiden.  Also  ist,  wenn  man 


bis  auf  eine  Grosse,  deren  Betrag  kleiner  ist  als 


In  dem  Ausdruck  (18;  verschwindet  Ig-  für  ^  n  0  und  stellt 

für  f  =  ff  '  eine  endliche  Grtfsse  dar,  die  mit  a  nach  Null  con> 
vergirt.  Es  isi  also  nur  noch  zu  zeigen,  dass  die  beiden  in  (49) 
enthaltenen  Integrale  jedenfalls  endlich  bleiben,  wenn  a  nach 
^iuli  oonvergirt.  Das  erste  dieser  Integrale  ist  gleich 


Da  nun  und  gleich  oder  grösser  sind  wie  o',  und  da  der 
Betrag  von  r*  —  gleich  oder  kleiner  ist  wie  a*,  so  ist  der 
Betrag  dieses  Integrales  kleiner  wie 


r=  0 


cos  9p  d  ^  =  i  -h  i  [sin  g>] 


res  0         rtm  0 
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also  jedenfalls  eudlich.  Desgleichen  ist  in  dem  anderen  Integrale 


4a*rcoso  . 


^  B  0 

>         >  ar ,  also  wird  der  Betrag  des  Integrales  kleiner  als 

4  cos  (pd(p  =  i  sin  €p'  - 

Damit  ist  bewiesen,  dass 

i  I 

lim 

beliebig  klein  wird  fUr  a  b  0 .  Dasselbe  gilt  auch  fttr  den 
anderen  Tbeil  des  Bogens  a\  Sonach  ist  der  Satz  vollständig 
bewiesen,  und  zwar  für  jede  Randcurve,  die  im  allgemeinen, 
d.h.  bis  auf  einzelne  singulHre  Punkte,  in  Bezug  auf  ihre  Tan- 
gente und  deren  Aenderung  dieselben  Eigenschaften  besitzt, 
wie  eine  analytische  Gurve  in  einem  regulären  Punkt. 

Man  kann  den  obigen  Satz  auch  noch  in  folgender  Weise 
erweitern : 

Wenn  eine  integrirbare,  Uberall  endliche  Randfunction  W 
die  Eigenschaft  hat,  dass  für  jeden  Punkt  (x^  y)  im  Innern  eines 
«infacb  oder  mehrfach  zusammenhängenden  Gebietes 

constant  gleich  Null  sind,  so  ist  W  fttr  die  Punkte  des  Randes 
im  allgemeinen  gleidi  Null,  d,  h.  die  Stallen,  an  denen  W  um 
mehr  als  irgend  eine  bestimmte  Grösse  von  Null  verschieden  ist, 
bilden  eine  »discrete  Menge«. 

Der  Beweis  crglebt  sich,  indem  man  an  Stelle  der  Function. 
W  aus  der  Gleichung  (12)  die  ihr  »im  allgemeinen«  gleiche 

Function   ^~J*^{^^^)s  einführt;  denn  diese  Function  ist 

ausser  in  etwaigen  Eckpunkten  der  Randcurve  stetig. 
Scbliessiicb  ist  noch  zu  bemerken,  dass  der  Satz 

limr-  fW-rsfe  lim—  lW-=- 
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aussagt:  Bezeichnen  U',  und  W,^  die  inneren  und  äusseren  loga- 
rilhmischen  Potentiale  einer  D  ^  pelbelegung,  so  lu  steht  zwi- 
schen den  Diirerentialquolienteu  nach  der  inneren  und  aiissereo 
Normale  des  Randes  in  jedem  Randpunkte  die  Gieictiung 

vorausgesetzt,  dass  diese  AbleiluDgen  ttberbaupt  bestimmte 
stetige  Werthe  habeo. 


§.  4,  Die  Neamann'flche  Löinng  der  Sandwertlian^abe  fftr  ome 
Flielie  olme  eiaspriiif  ende  Baadtangenteii, 

Die  weitere  Anwendunf:  der  Gleichung  ^9)  liefert  unter  ge- 
wissen Bedingungen  eine  Losung  der  Aufgabe,  die  Function  u 
(und  v)  zu  besliuimen.  wenn  die  Werthe  der  Function  U  längs 
des  Randes  gegeben  sind.  Es  ist  das  die  Lösung,  welche  Herr 
Neumann  in  seiner  oben  genannten  Schrift  gegeben  hat.  Sie 
fuhrt  auf  dem  dirpcteslen  Weu:e  zum  Ziele,  daher  icli  sie  im 
Zusammenhange  mit  meinen  Untersuchungen  noch  kurz  aL- 
geben  möclile. 

Es  ist 

Ist  also  U  gegeben,  so  ist  nur  das  zweite  Integral  noch  unbe- 
kannt.  FUr  dieses  ergiebt  die  erste  der  Gleichungen  9) : 

Hier  Ist  die  Function  0  —  f^'^^^^^^  unbekannt.  Be- 
achtet man  nun,  dass  —  Q  die  conjugirle  Function  zu  P  ist,  so 
kann  man  dieselbe  Relation  zwischen  P  und  —  Q  entwickeln, 
wie  zwischen  U  und  K.  Sind  also  und  die  zugeordneten 
Functionen  zu  P  und  —  Q ,  so  wird 

-kßT-rJ" -  .4i     f")« ii  /<?.  T  ' 

Setzt  meQ  dieses  Verfahren  fort,  indem  man  zu  ,  —Q^ 
die  zugeordneten  Functionen  P,,  bestimmt,  so  erhält  man 
schliesslich  die  Gleichung: 
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(80)       +  (-«r  4  /p»-.(<'<')»+  (-*)"•-' -r/p»  («*«')» 

Diese  Gleichung  hestinimt  dns  gesuchte  InlearMl.  und  zwnr  in 
Form  einer  uueudiichen  Heihe,  wenn  die  Function  ,  und  also 
auch  Qf^^  mit  wachseodeo  Werlheu  von  n  immer  mehr  eioer 
CoDSUmle  sich  ottherl.  £a  wird  dann 

lim /(?,  j.=  0  ,       «B^  J^nK-iol»  =  C 
und  man  erhält  die  Fuoction  in  der  Form: 

»  =  ^  +  ¥  ßv-P}iäo)^+^  Ja  -  P^{<ioi^+  .... 

oder  auch 

(22)  -±  yjp^-P^j.da)^-.... 

-■^  / e^t»-  ''tn+il  (d^)x  - 

Für  eine  Pläehe,  deren  Randcurve  so  gestaltet  ist,  dass  die 
Tangenten  derselben  nicht  in  das  Innere  eintreten,  bei  welcher 
also  [da)^  und  {da)g  stets  positiv  ist,  lasst  sich  die  Gonvei^ens 
dieser  Reihe  nachweisen  ,*  nnd  swar  ergiebt  sich  dieselbe  aus 
dem  Satse,  dass  bei  diesen  Flachen  die  Schwanl^ungen  der 
Functionen  Uj  P,  P^^  P^^ ....  starker  wie  eine  geometrisdie  Pro- 
gression abnehmen.  Der  Fall  der  Dreiecks-  und  Vierecksfläche 
ist  dabei  noch  besonders  zu  berttckstchtigen. 

Die  vorstehende  Entwickelung  bleibt  auch  dann  noch  gU*> 
tig,  wenn  fUr  U  bloss  die  Voraussetzung  der  Endlichkeit  und 
Int^rirbarkeit  gemacht  wird.  Auch  ist  die  ganze  Betnu^tung 
(wie  überhaupt  ohne  jede  Einsdiranknng  die  Satze  in  §.  %  und 
§.3)  auf  die  von  der  Gurve  begrenzte  äussere  Flache  mit  ge- 
ringer Modifieation  Übertragbar.  Far  eine  belidiig  gestaltete 
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IWiiuicui'\e  aber  liisst  sich  die  Convergenz  dieser  Reiben,  die 
man  mit  Kinführimg  eines  festen  Punktes  a,  b  in  der  Form 

ti(x,y) -w(o,6)  = 

=  ^  [/ Ulda]^  -  fm(lo)a\  -  ^  [fPM^^L  ''Jhio)a]  +  .... 

zusammenfassen  kann,  allgemein  noch  nicht  mrhweisen.  Auch 
ist  f»s  bisluM'  nicht  f^eluiifien.  venvandl«^  fi(  ilu  n  dieser  Art  ftlr 
den  alkciiit  iiu  II  1  zu  bilden.  Derselbe  erlordert,  zumal  bei 
den  rUumHctien  IM  obiemen  in  der  FoleoUaitheone,  eine  andere 
Methode  des  Beweises. 
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Wird  ein  Stück  eines  elastischen  hoinos^enen  Kreiscyliuders, 
weleher  (iiuch  XAvei  auf  die  CyliDderax.e  senkreehte  Ebenen 
beizren/.l  isl.  iiuf  eine  horizontale  feste  ebene  Unterlage  geslelltj 
so  nniss  i  r  vorniöue  seiner  eigenen  Schwere  deforinirt  werden. 
Welches  isi  unter  diesen  Unnstanden  sein  Zustand?  Diese  so 
einfache  Aufgabe  ist,  wie  ich  glaube,  noch  nirgend  gelöst.  Man 
sich  auf  unendlich  dünne  Cylinder  beschrankt.  Auch  hier 
süil  "diese  Aufgabe  nur  mit  einer  gewissen  Einschränkung  gelöst 
werden,  nämlich  mit  der,  dass  auf  der  oberen  Endllfichc  des 
Cylindersein  zweites  von  einer  festen  Khene  begrenztes  Gewicht 
laste,  welches  gross  ficnug  ist,  den  Endflächen  des  Cylinders 
auch  nach  der  Defornialiun  die  ebene  Gestalt  zu  erhalten.  Ich 
habe  einige  Hoffnung,  die  Aufgabe  auch  ohne  diese  Einschrän- 
kung mit  den  hier  anzuwendenden  Mitteln  leisen  zu  können,  und 
werde,  falls  dies  ••elinnt,  der  Köniul.  Gesellschaft  der  Wissen- 
Schäften  seiner  Zeit  davon  Mittheilung  uiachen.  Sollte  das  i*ro- 
blem  an  sich  als  geringfügig  erscheinen,  so  glaube  ich  doch, 
däss  die  zu  seiner  Bewallis^ung  anj^ewandlen  Methoden  einiges 
Interesse  beanspruchen  können ,  ein  Resultat,  mit  dem  mau  ia 
der  mathemalischen  Physik  sicli  ja  so  oft  bofznügen  muss. 

Ich  wt'ide  nun,  um  die  analytischen  Ilülfsmittel  bei  der 
Hand  /u  haben,  sogleich  im  Artikel  I.  einige  Eigenschaften 
Bessd  sclii^^v  Functionen  herleiten.  Wenn  ich  dabei  \uü  der 
üblichen  liezeichnungsweise  etwas  abweiche,  so  geschieht  es 
deshalb,  weil  die  Variable  in  einer  andern  als  der  gewöhnlichen 
Form  auftritt.  Im  Art.  II.  stelle  ich  sodann  die  elastischen 
DifTerentialgleichungen  und  OberflHcheubedingungen  in  geeig-- 
neten  Coordinaten  auf.  Im  Art.  III.  suche  ich  particuläre  Lösun« 
gen  der  sich  ergebenden  Differentialgleichungen,  und  gebe  iqi 
Art,  IV.  die  cigealHche  Lösuog  der  Aufgabe«  . 
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Art.  L  fieiierschd  Fnnctioiiflii. 

Setzen  wir  zur  Abkürzung 

r*  \rl  Ifj  r*  äi^rj  * 

SO  isl  es  die  folgende  Differenlialgieicbung,  auf  welche  unsere 
Aufgabe  führen  wird : 

oder  mit  Entfernung  der  Abkürzung  t: 

Dieselbe  inu9s  integrirt  werden.  Dabei  wird  am  Besten  der 
Fall  €  Bi  0  fttr  sich  geDommen.  Es  mag  dann  t  durch  I,  ersetet 
werden»  so  dass  (1^)  die  Form  gewinnt 

welche  Gleichung  durch  den  Ausdruck 

^0  =  ^0  +  <^t''*  H-  rjg  r  +  C,r-* 
vollständig  inteiiriri  wird.  —  Im  <-i)Igemeinen  Fnlle  bedenken 
wir,  dass  die  Goefficienten  der  DitlcK^utialgleichuDg  ganz  und 
rational  bleiben,  wenn  wir  r*  oder  («r)*  slalt  r  als  un.ddiängige 
Veränderliche  einfuhren,  und  versuchen  deshalb  die  DiflTereutial- 
gleichung  durch  Reihen  zu  inlegriren,  welche  nach  Potenzen 
von  (er]*  fortschreiten.  Zur  Bestimmung  des  Anfangsexponenten 
einer  solchen  Beihe  erhalten  wir  nach  bekannten  Regeln  die 
Gleichung 

woraus  sich  für     die  Warthe 

-4,  0,  0,  4 

ergeben,  und  woraus  sogleich  folgt,  dass  das  eine  particul^tre 
Inlo^rnl  ein  proportionales  Glied,  das  andere  ein  logarith- 
niisches  Glied  onthält.  Von  der  Unlersuchung  dieser  beiden 
.  particniHren  im  Punkte  Null  sini^uUircn  IiUegrale  kennen  wir 
hier  aus  GrUndon,  die  sich  später  erizehen  werden,  absehen: 
es  fragt  sieb  aber,  was  für  uns  wichtig  ist,  ob  überh  uipt  zwei 
im  Punkte  Null  reguläre,  ich  meine  nach  ganzen  Poien/en  von 
r  fortschreitende,  Reihen  als  Integrale  von  [\]  vorhanden  sind, 
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was  nicht  UDinittelber  einleuchtet,  weil  die  Exponenten  dieses 
Integrals  sich  um  ponae  Zahlen  unterscheiden.  Diese  Frage  zu 
beantworten,  setsen  wir  die  Reihe: 

in  die  DiffereDiialgieicliung  (l**)  ein,  und  erhalten  dadurch  die 
Gleichung : 

fll  =  00 

r»  =  0 

in  welchem  Ausdrucke  mit  («r)»,  (er)*,  {«r)*,  . .  («r)*"* . »  bez. 
die  Grossen  multiplicirt  sind: . 

Oa^ y    Oo^  —  Oo,>,   o,  2*  .  (8  —  cr^  2* .  2  +     ,  . . 

Diese  sind  gleich  Null  zu  setzen  und  ]iei<  i  n  t  ]ne  Heeursions- 
forinel  für  Da  aber  die  beiden  crsti  ii  ( iliMrhunuen  von 

srlffsl  erfüllt  sind,  so  enthillt  die  Ii (  zwi'i  wilikUrüche  Con- 
sttiiitt'n  (i^  und  a^,  und  es  ^ip|)t  also  in  d<^r  That  zwei  im  Funkle 
Null  r<;:ijlare  Integrale  der  OillVi  >  nl  i  iliilMchung  '4).  Um  die 
Inlegr;i(inTi  wirklich  auszuluhren,  bemerken  wir,  dass  die  Giei- 
cbuDg  eriullt  ist,  wenn 

ist.  Bezeichnen  wir  die  im  Punkte  Null  nicht  singulare  Ufsong 
dieser  Differentialgleichung  mit  f^  (er),  so  traben  wir 


f  i  (*'')  —  "      m  fac  m  +  I 

als  das  eine  particuläre  Integral  von  (4).  Diese  Gleichung  wird 
aber  auch  befriedigt,  wenn 

gesetzt  wird.  Inlegrirt  man  diese  DifTerentialgleicbuDg  durch 
eine  Reihe  von  der  Form 

so  ergiebt  sich 

Äm  4  m  (m  +  4)  —  o„.  _ .  =  ■■^  , — - —  , 
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welche  Reoursionsformel  doreb  den  Ausdhick 

befriedigt  wird,  so  dasa  wir  als -zweites  Integral  d«r  Gleichung 
[I)  die  Fundion  erhalten: 

in  =  00 

/•  ffirl  *  ^   

m  «0 

und  es  sind  die  im  Punkte  Null  regulären  Integrale  in  der  Form 
enthalten 

Es  wird  also  unsere  Differential gleichung  vierier  Ordnung 
durch  Functionen  integrirt,  welche  für  sich  je  einer  Differential- 
gleichung zweUer  Ordnung  Genüge  leisten,  dureh  ^etfeTsobe 
Functionen.  Wir  entwickeln  einige  Eigens^aften  dieser  Funo~ 
tionen. 

Die  Reihen    [er}^  f\  [er]  oder  allgemeiner  die  Beiben 

m  =  06  . 
m  rB  0  ' 

worin  ö  nur  keine  ganzo  negative  Zahl  sein  darf,  hier  aber  nur 
als  eine  ganze  positive  /Aih\  auftritt,  sind  ttberall  convergenl, 
die  durch  sio  dartieslellten  Functionen  sind  also  ganze  Irans- 
cendeale.  Ihre  siinunllichen  Tenne  .sind  positiv,  wenn  r  bez.  er 
reell  ist,  diese  Functionen  wachsen  daher,  wenn  r  von  0  bis 
oo  /  I-,  oder  von  0  bis  — oo  abnimmt,  fortwährend  von  1  bis  oo 
und  nehmen  den  Werth  0  nicht  nn.  Der  Quotient  (r)  :  f^  [r] 
wHchst  el)enfalls  fortw.ihrend,  weil,  vom  dritten  ab,  jeder  ein- 
zelne Term  des  Zählers  schneller  zunwnmt  ahs  der  entsprechende 
des  .Nenners,  mithin  wachst  auch  der  Ausdruck  f^^{r]^f^ — fjr]}^^^ 
w'enn  M^.  M,.  positive  Constanten  sind,  mit  wachsen<iern  /•  fort- 
wahrend, lial  iiciiien  kleinsten  Werth  für  r  =  0,  und  kann  sein 
Zeichen,  wenn  überhaupt,  nur  einmal  wechseln.  Speciell  der 
Ausdruck 

*'('•)-/■.('•)/■,!<■)  -fAr)hik), 

für  weichen  wir  das  Zeichen  K[r)  auch  ferner  gebrauchen  n  ollen, 
ist  für  r  =  0  negativ,  gleich  —\k-f^  k)  und  hleii)t  iorlwüh-» 
rend  wachsend  negativ,  bis  er  fUr  r  =  k  Null  wird.  Ebenso  ist 
der  Ausdruck.  • 
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eine  mit  ziinehmeuileni  f.r  fortwährend  wachsende  und  «liiher 
ihr  Zeic  hen  nur  eiomai  wechseiode  FuocUon,  weil  offenbar  von 
den  Keihen 

fer-.'f"»-«-«)  ^        V*  [er/-  **'»'*)  

m s  0  '       '  nicBti  '  ' 

die  erste  rascher  wttehst  als  die  zweite. 

Aus  dem  blossen  Anblick  der  f^^  definirendea  Reihen 
erschliesst  man  die  Formeln : 

■STjr-— ii^^- -«*»•*/.  {«»•), 

Setzt  man  t^Af^  [er)  +  Bf,  [er] , 

to  folgt: 

(3«)  r»r-..l««rY.(f). 

ldl^  +  *'-***^/"«;*'")- 
Dtfferemirt  man 

=  f.'M  -  i^'r^n*    )  =  'A  +  if/'.) !/".  - 

nach  lg  r,  so  crhüll  man 

und  mithin  ist  r 

(4)    P [Br]  =  /,*  -  I«* i'Y**  =  <  +  i /^*r*/;»(er) d  lg  r 

0 

eine  Grosse,  welche  fUr  reelle  r  sleis  positiv  Ist.  Da  dieser  Aua- 
druck  Öfter  vorkommen  wird»  so  wird  P[£r)  als  abkttrsende 
Bezeichnung  auch  fernerhin  eingeftihrl. 

Durch  Ausführung  der  Differentiation  erhalt  man  ferner 

dlgr  — * 

und  mitbin  ist 

Xttb.-pkri.  ClMM  tsu.  27 
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r 

0 

für  reelle  er  positiv. 

Es  ist  für  die  folj^cnden  Untersuchungen  sehr  wichtig  zu 
wissen,  wie  sich  /  Jr),  {r)  für  sehr  grosse  r  verhalten.  Hierzu 
dient  die  Darstellung  dieser  Functionen  durch  bcstiromte  In- 
tegrale, man  gelangt  zu  dersell>en  mittels  der  Gleichung 

I 

0  * 

aus  welcher  folgt : 

«IM    t    9  im—» 

'ff  4 


/iw  I«  fac  c)  +  «I         /"ac  t  m  /ac  d  +  m 
I  n  fac  tJ  —  f ,/ 


•4»         A,.        «f—  *     w  -  ^  rf<r 


/ac  i  m 

0 


0 


und  also : 

jjj  SS  <x      _  , 

f»  «t  0 

4  1 

_2         ar,^'"(l  /va4.r-"^l  .;4-a*/-^c/a, 

"  *•/  /"ac  m  *f 

0  0 

Hierfür  schreiben  wir: 

0 

bemerkend,  dass  für  ein  wachsendes  r  verschwindet.  So- 
dann wenden  wir  auf  das  siehengebliebeoe  Integral  die  Sub- 
stitution mra^r  —  a'  und  erhallen  so  (mit  Unterdrückung 
des  Striches  an  <f)  : 
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fd  ('•;  =  i^d  +  ^=J^   a^~^  (\  -  ^^^^'du  . 

Aus  dieser  Darstellung  scbliesst  man  auf  die  Gleicliung : 

(6)  lim  r^'*'^  t-       ^;    =  2'^  ,  Y^Ti  . 

r  ■>  80 

Selzen  wir: 

SO  erhallen  wir  etwas  genauer: 

.  _      e»-«*   e''^  '<r  -4-  i  JIV'* 

Zill')—     —  ff+l  j'j.a'*'    ^4«  i 


worin  und  /{',y  mit  wachsendem  r  versehwinden.  Tiehen  wir 
niil  diesen  Werlhen  in  den  Ausdruck  =s/,*t'*j  —  i'**/j*(r) 
ein,  so  finden  wir,  dass 

isif  worin  A"  mit  wachsendem  B  gegen  Null  convergirt.  P(r) 
wächst  daher  wie    /*^,  jedoch  rascher  als  /\  f\  gegen  Unendlich. 

Dies  elwa  sind  die  Eigenschaften  JmWseher  l'unctionen, 
deren  wir  nachher  bedürfen.  Wir  %%'ollen  jeduch  nebenbei  noch 
bemerken,  dass  das  Quadrat  zweier  ^mWsclien  Functionen 
eine  hypergeouietriscbe  Heibe  dritter  Ordnung  ist,  und  also 
einer  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  GenUge  leistet.  Man 
hat  nilmlicb : 

fA*  (21/:)  =r  V     V  '  

"in 


fac  cf        /lar  ?/i  /"«f"     +  ^ 


fac 

NT  —  m'    —  m'+  4         —  «»'-«•  m  —  I    —  m'  —           -  »»'—     +  m  —  I 
 ^      «  ■    ^^^^^     •       ♦       #      ^^^B^^^M^^^H^^M      •      —   ■      «       »       •   W 


/ae  9  fac  m  fac  m  •<>  tf 

(m) 

und  also  [Gausi*  Werke  Bd.  HI.  pag.  447, : 

27' 
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(8)  /rf*(2Vf)=^7; 


/ac  m  fac  m  +    fac  m  +  ö  fac  m  +  i  ti 

[m) 

4       ,       .  ^    .    J    .  .  .   _  


,0» 


fac  m  facm  'tr  d  fttcm  %4 


Zuletzt  mögen  noch  zwei  trigonometrische  Reihen  hier  Platz 
finden,  von  donen  wir  im  Laufe  unserer  Untersuchungen  Ge- 
brauch machen  worden  und  welche  den  neben  ihnen  stehenden 
Functionen  so  lange  gleich  sind,  als  s  zwischen  0  und  l  liegt. 
£s  sind  die  Reihen 


ms  00 

m  3  0 


.  m  9  OB 

   SID  — 


2/  «  _  ül  V  ^ 


I 

ms  0 


Art.  11.  Die  DifTerentialgleichungen  der  ElasÜcität 
und  die  GrensfaedingoagexL 

Das  Pi'nbleui,  um  welches  es  sieh  handelt,  ist  in  der  Kin- 
leituni:  aufi:estellt,  wir  müssen  uns  noch  über  die  Bezeiclnuing 
einigen.  Die  Achse  des  homogenen  eiastisehen  Cylinders  sei  die 
r-Aehse  eines  rechtwinkligen  Coordinatcnsystems,  und  die  ary- 
Elicne  sei  die  untere  horizontale  GrundflMche  desselben,  wäh- 
rend die  obere  Grenzebene  durch  die  Gleichung  z  =  l  bestimmt 
ist,  so  dass  /  die  LSInur  des  Cylinders  bedeutet.  Die  Versehie- 
buDgen  seien  in  Üblicher  Bezeichnung     i\  n\  und  es  werde 

ijeselzt,  sodass  r.s  (iie  Vei Schiebung  in  der  Richtung  des  Fahr- 
slralils  r  ist,  welcher  den  verschobenen  Puni^t  mit  der  r-Achse 
verbindet,  und  daher  die  i.idi.ilr  Verschiebung  genannt  werden 
kann,  wülirend  5  das  radiaie  Veiseiiiebuugsuiass  heissen  mag. 
Es  sind  d-nui  hei  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  ,v  nml  w 
Functionen  von  /  und  .z.  Der  Winkel  ^,  den  r  mit  x  einschiiesst, 
wird  beinahe  gar  nicht  \orkommen.  Der  Radius  des  Cylinders 
sei 
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Wir  Iransformiren  die  bekannten  Gleichungen  für  dijs 
Gleichgewicht  olaslischer  lioinogener  Körper,  auf  deren  Inneres 
nur  die  Schwere  wirkt,  während  q  die  Dichte  bedeutet,  —  die 
Diirerentiaiji^icichuügen 

vJu  +  (A  -I.     II  «  0  ,    pJv  +     +  r;  ^  «  0  , 

dadurch,  dass  wir  r,  ^,  z  als  unabhängige  Coordinalen  ein- 
fuhren. So  ist 

  ^  _j_       ^    Ty   bs  bu-          r  i)?/- 

Säe'"'        >    dr'  5äc       r~i5r'  S^^r^Jr* 

du       xy^  ds       bv    j/'   i^s    1/  bw 

<S»       r  "Sr  '  ^      "T      '  dV  ~  T  57  ' 

0  =  2s  +  r  ^  H-      =  25  +  ^  + 

or       da  0  Igr       0*  * 

ö«M       gf3r»-^g'  ö^v       b-u  _  ^1^«  bU 


bB  iUt> 

r»  da  d  Ig  r  '    *        r  br  ^  br*  \^  STgr  ^  SlfF*/ » 

'^-^  =  2  ^  -I-  r  ^'-i- 

ds  da         575  lg  r      da*  * 

Mit  Anwendung  der  eben  eingeführten  AbkUrzungen  liefern  die 
beiden  ersten  ElasUcitatsgteichungen  die  eine  neue : 

(9)  -t-        +  v0  -♦-(/.  +  v)  w  =  0, 

wogegen  die  dritte  xu  der  Gleichung  führt: 

Differenziren  wir  (40)  nach  z  und  Igr,  so  folgt  noch; 

^^^^     b^^^'/i?^     +  2  ,/  -h  (/.  +  P}  r^J  =  0. 

Eiiminirt  man  w  zwischen  (9)  und  (^O»),  so  erhalt  man  für  s 
eine  Differentialgleichung,  welche  die  bemerk enswerthe  Eigen- 
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Schaft  hat,  von  den  Elasticittttscoefficientea  k  und  v  frei  zu  sem, 
nümlieh  die  Gleichung : 

Um  die  Hediii-iuii-icn  für  die  Oherlläche  zu  erhalten,  wollen 
wir  für  den  Augenldiek  iiiiL  «,  y  die  Cosinus  der  Winkel 
bezciclmen,  welche  die  ruu-li  ////jr/i  iierichlele  Normale  Ix  z.  luii 
der  .r,  y,  3-Achse  bildet.  Dann  sind  die  Bedingungen  im  All- 
gemeinen 

Hier  sind  E  und  Ü  überall  iilcich  Null,  für  die  Mautelflache  ist 
Z  ebenfalls  gleich  Xuli.  Für  ^  s=  0,  2  s=  /  ist  bez. 

Do  =  -  Z,        =  -  Z 

der  noch  unbekannte  Druck,  welchen  die  Unterlage  bez.  die 
aufj^elegte  Ebene  auszuhallen  haben ,  und  diese  Druckkräfte 
sind  Functionen  von  r.  —  Für  die  Mantelfläche  ist 

a  =  —  X  ;  r,       =  ^  y  :        y  »  0,    r  =.  A-, 

und  wir  erhalten  für  dieselbe  aus  den  allgemeinen  Bedingungen 
die  beiden  Gleichungen : 

(I2-)        1^  +  2")  (2^  +  J^)  +  ^S^  =  <*• 
Ftlr  s  SS  0,  wo  a  Ä  0,    =  0,  /  =  4  ist,  erhalten  wir: 
(<3)  ic-O,  ^-0, 

wüiuend  der  Druck  nul  die  Unterlage 

ist.  Für  5  =  /,  wo  er  =  0,    =s  0,    Ä  —  1  ist,  folgt ; 

lt.  n  A 
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und  der  Druck  auf  diese  Ebene  ist 

(U.)        - (i©  +  s . _  _  A (2 ,  +  ]-[k+ir]'^. 

Art.  III.  Anfsnchnng  partienlftrer  Integrale. 
Wir  wollen,  unser  Problem  in  zwei  zerlegend, 

S  :b  S't      M7  SS  tt?,  -I-  tt?' 

setzen,  und  annehmen,  dass  s^j  w\  die  Gleichungen  (9J  und 
(40)  befriedii^eu,  während  w'  dieselben  Gleichungen  berrie- 
digen,  wenn  in  (10],  Null  an  Stelle  von  Qg  i^cselzt  wird.  Es 
genügen  dann  5,  w  offenbar  ebenfalls  den  Gleichungen  i9]  und 
(10),  während  s^,  ii\  sowohl  als  auch  8%  vo*  den  Gleichungen 
•9)  und  ;10^)  Genüge  leisten. 

Fttr     v\  können  wir  die  Functionen  wählen  r 

^0  «  <^o''  '  +       «  0  =  -  -  ,c,r*  +  c;  +  5  (5  -  /;  c". 

Fuhren  wir  diese  Warthe  in  ^9)  ein,  so  folgt; 

8  a  +  2  v)    -  2  ;a  +  c.  =  0 , 

und  (10)  liefert: 

Soll  diese  Gleiehiing  für  jedes  z  zwischen  o  und  /  erfüllt 
sein,  so  muss  r„.  also  iiuch  verschwinden,  und  wir  erhallen 
daher,  wenn  u  ii-  noch  6"  durch  C-  X  ersetzen,  was  für  spiUer 
bequem  ist,  für  s^^,  \jc^  die  Functionen: 

(15)  ,.-AC.        _  _  C. . 

Was  die  Oherflachenbedingungon  anbetrifft,  so  werden  die 
für  ^  =  0  und  r.  =  /,  also  (13j  und  (14),  durch  .v,j.  u-^  von  seihst 
erfüllt,  ebonso  wird  die  zweite  ManteKliiclienliediiigimi,'  l?**) 
von  sell)si  befriedigt.  Die  erste  ;iber  kann  ineht  für  jedes  s 
befriedigt  werden,  wenn  nian  auch  (ll)er  V  und  C"  \erfügen 
wollte.  Bezeichnen  wir  die  ZuLikrafl,  weiche  an  der  Mantel- 
fläche normal  zu  ihr  angebracht  werden  müssle,  damit  dfis 
Gleichgewicht  herseslelit  w  ürde,  mit  —  ^ /j  //^  4-  /I',  so  er- 
halten wir  die  Beziehung 

(46)  2C-(Ah-  "  llW^^  -  a  «     -  Tl^^TV, 
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Der  Druck,  den  unter  Annahme  der  Verscbiebungen  s^t 
die  Unterlage  bez.  die  aufgelegte  Ebene  auszubauen  hat,  Ist 

\ n, ,  =  -  n^c  +  {'/. -h ^v) c  -iQyi  , 

und  es  ist  iliesor  Druck  in  allfn  Pnukten  einer  Endflik-ljc  (Ilm* 
nüniliehe,  so  dass  man  dun  (lesanHiitiimck  ;iuf  eine  dt  rsclhen 
erhiill ,  wenn  man  den  in  jeden»  Element  auf  die  Einiieit  der 
FlUcbe  bezoiienen  eben  iiefundenen  Druek  mit  ;//.*  rnviltiplicirl. 

Uni  .'jher  Anstlrtlehe  ftlr  s\  w'  zu  erhalten,  suelien  wir 
parliciilare  Inteizraie  von  '9  und(IO),  wenn  dort  05^  durch  Null 
ersetzt  wird,  und  zwar  suchen  wir  solche  Ausdrücke  in  der 
Form 

worin  eine  Constanie  ist,  und  1^  und  /„'  nur  von  r  abhüngen 
sollen.  Wir  beschränken  uns  jedoch  auf  die  erste  Form,  weil 
sie  rur  unsere  Zwecke  genügi.  Fuhren  wir  s„  =  /^oos£„9  in 
{M)  ein,  von  der  im  Art.  1  eingeführten  Abkürzung 

^«  ~  7*  (di^    ^  rflfr)  ~ 

Gebrauch  machend,  so  erhalten  wir  die  Differentialgleichungen 
('8)  ^5^7- =  ö  . 

welche  mit  ( 1 )  und  (1 Ubercinslimnicn.  Ist  diese  Gleichung  in- 
tegrirt,  so  ergiebt  sich  die  particulttre  L<isung 

Die  Grösse  ,  aus  vier  particulären  Integralen  zusammen- 
geseizi,  enthalt  im  Grunde  vier  willkttrliche  Constanten,  die 
man  auch  alle  brauchen  würde,  wenn  man  einen  Hoblcyllnder 
untersuchen  wollte.  Wenn  wir  uns  aber  auf  einen  vollen  Cy- 
Imder  beschranken  y  so  ergiebt  sich  daraus,  dass  rs  und  \t>  für 
r  =  0  bez.  versehwinden  und  endlich  bleiben  müssen,  dass 
die  im  Punkte  Null  singularen  L(}sungen  der  Differentialglei- 
chung (1)  oder  (18)  fortfallen  müssen,  und  es  ist  daher 

(20)  in  ^  KhM  i^nUM 
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zu  setzen,  worin  Constanten  sind.  —  Aus  dem  Aus- 

drucke für  Wn  kann  man  noch  mittelsl  [1 8)  das  Integraheicben 
entfernen.  Es  folgt  daraus 

was  für  fVf^  die  neue  Form  ergiebt 

Hierin  muss  eigentHch  in  der  Klammer  noch  eine  Integrations- 
constante  etwa  C^^*  hinsugefUgt  werden,  die  aber  weggelassen 
ist,  weil  sie,  wie  sogleich  nachgewiesen  wird,  verschwindet. 
Es  mtlssen  nämlich  s^,  die  Gleichungen  (9)  und  (40J  be- 
friedigen, wenn  darin  durch  Null  ersetst  wird,  während  bei 
der  Herleitung  (9)  und  (10^)  benutzt  wurden.  Wir  bilden  lu- 
Dttchst  denf  Ausdruck 

TS  *  tllgr«  " 

oder,  wenn  man  mittels  (ISj  den  dritten  DiffereDlialquotienten 
fortschafft, 

und  setzen  dies  in  (10)  ein  [Null  für  qq  darin  gesetzt),  wodurch 
wir  zu  der  Gleichung  gelangen 

Es  muss  also  C„'  «s  0  sein,  w.  z.  h.  w. 

Die  Grössen  8^,  u'^  genügen  den  Grenzbedlngungen  i13) 
und  14],  wenn  f„  =  n:r  :  l  gesetzt  wird,  denn  dann  sind  für 
9  99  0  und  s  =t  l  die  Grössen  tc„  und  hs^ :      gleich  Null. 
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Die  Gleichung  (12^)  aber  Hereri  für  die  in  f,^  enlhaltenen  Con^ 
stellten  A,^ ,      die  Gleichung 

oder 

(21^)     A„  [{k  +  2-1/)  A        +  2  (A  4.  |.)^ 

welche  Gleichung  wir  dadurcli  ei  lüllen,  dass  wir 

^- c, !(;.-•-»•)/•,  M)  , 
^''-J   fi,  -  - c, :(i  +  «..■./•, (f,t)  +  in  +  y)f. (*,*)) 

setzen.  Die  Bedini:ung  (13*)  wird  durch  die  (irusseo  ,  <r^ 
/j/c/?l  befriediiif.  soiulern  man  muss,  um  das  Gleichaewichl  her- 
zustellen, an  dein  Manlel  eine  normale  Zui^krafl  anbringenj  die 
wir  mit  JT„cosf„s  bezeiehueu  wollen.  Alsdann  bestimmt  sich 
/7„  aus  der  Bedingung 

(83)     8.        ^  ä,,,)  -  J::^        +  ir„)  -  JT,  . 

Ks  ist  bemerkenswerth,  dass  die  linke  Seite  durch  Diffe- 
renliation  nach  Igr  und  Division  mit  vr*  in  die  linke  Seite 
von  (21)  übergehl,  wenn  man  nach  jenen  Operationen  noch  k 
für  /•  setzt,  Stellen  wir  noch  und  r„  durch  Bessel'sche  Functio- 
nen dar,  so  erhalten  wir  in  der  im  Art.  I  eingeführten  Beieich- 
.nungsweise 

(23^)    JI,  «  ivA,  ({  «.*AV.l*»<)  +  1TT/".(*«*))  + 

-=    -8»'./.  +   )■;   C„P,Cjj  , 

wornus  folgt 

fC„=  -l7,:fv(Ä +  »')/':;(„/.)  , 

Das  Verschiebungsmass 

hat  fOr  s  SS  z*  und  r  s  0  bez.  r  s  A*  die  beiden  Werlhe 
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*«('•  =  0)  -  -fvfer  cos=2i'  -  _L_/.  , 

11712,.  , 

Diese  beiden  Grössen  beben  das  Zeichen  von  iT,^  cos  (n/rz' :  1} 
und  mitbin  findet  die  Verschiebung  rSf^  in  der  Ebene  i  z' 
Überall  in  derselben  Richtung  statt. 

Der  Druck,  welcher  bei  den  Verschiebungen  s^,  auf 
die  Endfliichen  ausgetlbt  wird,  D^f^^  ^hni 

Far  f*  K  0  and  r  —  A'  giebt  dies 

D.  „  (r  -  *)  -  i-C.  [S  (A  +  .-1  /•, .  (I VA-Y.  +  /•„)  - 

=.  8y  (i+,-)c,  (/;/•, -f) 

Der  Druck  i^l  nii*  ?•  =  0  positiv,  wenn  //„  positiv  ist,  und 
nimnil  ab,  wenn  r  zimiuunl,  für  r  =  /.  ist  er  [verg!.  4 '  ?i»'i-M- 
tiv,  derselbe  wechselt  duUer  uud  zwar  fortwährend  abuciiniend 
sein  Zeichen. 

Der  Gesammklruek  auf  tlie  l'nlerlage  ist  bei  Annahme  der 
Verschiebungen  s„,  m  „  iNull,  es  ist  nämlich 
in   k  k 

0     0  ^0 

fr  k 
0  0 

Iii    I      iyjf'X'^it'  ,i 
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Die  Gleichung  r**"'.  '  für  r  =  A*  Ist. 

stanteD  ^  ^  ^^,Jh^      fOhreHi  wenn  darin 

f,;'tv^f^Äi>r«clile  keinen  Nulxen,  wollte 
,      ^  ^^.^  '''^WTh^    zerlegen,  von  denen  der 
^ ■;;J/;A^^'V^iali8irung  n  =  0  entstände,  der 
"'t^'^'^^'U  befriedigte.  Es  wird  deshalb  im  Fol- 
S'' -''''yr  ■  '^"f/räher  gefundene  Werlbsystero  bedeuten, 
V         ^'"^''"^  'l'  '     A/osse  SpecialisiruDg  aus  s^,  m'„  gefunden 
^ffiJ^^'^'^^'^lvff^^  deshalb  für  n  künftig  nur  die  ganzen 
n  "     setzen  sein. 

"  -  /.  ^'  '  " 

Arl.  iV.  Lösimg  des  Problems. 

^^itfii  wir 

»vertle  unter  5 F[n)  die  Summe  F(4)  +       +  f  (3) . . .  ver- 
ffTm'^"'  und  werden  für  s^.  «„;  5,^,  ir«  die  im  vorigen  Ar- 
itiei  ^(fundenen  Ausdrücke  genommen,  so  befriedigen  wir 
(furch  liie  Grössen     w  die  Differentinlgleichungen  (9)  und  (iO) 
,{{1(1  (i>^  Oberflttchenbedingungen  (12^),  ^43}  und  (iij.  Damit 
(;jeieligowicht  bestehe,  muss  noch  am  Hantel  eine  normale  Zug- 
l^rafl  n  angebracht  werden,  welche  den  Werth  hat 

jr  «  n' H- («  - 1 -I- jsii«  cos 

Soll  das  Gleichgewicht  für  TT  0  bestehen,  wie  unser  Problem 
fordert,  so  muss  der  für  Tl  gefundene  Ausdruck  für  alle  s  zwi- 
schen 0  und  /  verschwinden.  Um  aus  diesem  Umstände  Glei- 
chungen für  die  //„  zu  erhalten,  ersetzen  wir  nach  Fourier 
3  — durch  die  am  Ende  des  Art.  I  schon  aufgestellte  Co- 
sinusreihe, und  gelangen  so  zu  der  Gleichung . 

+  JSil--C0S— 7—  +  S  |JI«ii.4.4  2^.      a  ^  —7-2   COS  ;   , 

dass  also 


(«6) 


rr    —  M  TT        —  ^^9^ 
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sein  muss.  Hiernach  ergiebt  sich  als  vollständige  Uteung  des 

Problems 

(2i)  i^kC  ■t-^,;t^.g^^„>^COS  j  

r  a+fi/     /  in  -H  ,7r\     fit» » 4)  fffc  (fir+_t)»r"| 

^  1  /T^/"\     /  "//«V — j  /  • 

Aus  den  uuiet  (ü)  und  (7j  Art.  1  gefundenen  VerhHllnissen 
des  AiiNNüchsens  der  Functionen  /',,  P  für  ein  wachsendes 
Argumtnl,  also  auch  für  den  Fall,  dass  in  (2N  +  1}7n*:/  die 
Zahl  n  grosser  und  grösser  wird,  folgt,  so  lange  r</.  ist,  also 
für  (ins  ganze  Innere  des  untersuchten  Körpers,  dass  die  Reihen 
$  und  w  sanuiii  ihren  sümmtlichen  DifTentialquotienlen  nach  z 
und  r  unbedingt  convergenl  sind.  An  der  überÜache  sind 
aber  wenigstens  diejenigen  Diflerentialquotienten  convergenle 
Reihen,  welche  in  den  OberGHchenbedingungen  vorkuiumen,  so 
dass  wir  Uberall  nur  erlauble  Operationen  vorgenommen  liaben. 
Der  Druck,  den  die  unlere  GreuzUäche  auszuhallen  hat,  isl 

Ii»;  i;,  =  /),,,  + iß,. 

Vn— /o^— ^    )/«\      i  j 

"   Xl^  —      /o  [  1  )  ft       l       )  - 
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DerDruek,  deo  die  oben  aufitelegie  Ebene  aunuhalten  hat,  ist 
{88')   O,  -  /),,,  +  2D,^„i,  =  fi,,,  +  - 

Der  GesammUlruck  «mf  die  Unterlage  bez.  aufgelegte  Ebene  isl 
.  (29)  ^Spß-^vJk^fTC --iQfjlk^f  ; 

Ist  der  Gesammidruck  auf  die  obere  Ebene  Null,  so  ist  der  auf 
die  Unterlage  dem  Gewichte  des  Gylinders  gleich.  Der  Druck 
auf  die  Unterlage  ist  nach  [28}  in  jedem  Punkte  ein  vtfllig  be- 
stimmter. Wdre  der  KOrper  nicht  elastisch,  sondern  starr,  so 
wttrde  die  analytische  Mechanik  Uber  diesen  Punkt  keinen  Auf- 
scbluss  geben ,  er  wttrde  unbestimmt  sein.  Fttr  r  ^0  und 
r  s  A'  hat  der  Druck  die  Wertbe 


Die  letzte  Summe  hat  einen  negativen  Werth  (vergi.  (2  i)  Art.  III). 
Damit  aber  der  Druck  Überall  einen  negativen  Werth  habe,  wie 
es  fttr  die  experimeDtelle  Behandlung  des  Problems  nOtbig  isi, 
muss 

sein,  was  immer  mdglich  ist,  weil  man  den  Gesammidruck  be- 
liebig i^ross  machen  kann.  Soll  aber  zugleich  auch  der  Druck 
auf  die  obenauf  gelegte  Ebene  ebenfalls  des  Experimentes  we- 
gen aberall  positiv  sein,  so  muss 
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sein,  was  ebenfalls  möglich  ist.  —  In  der  Grenzfläche  s  s  0 
hat  das  radicale  Verschiebungsmass  den  Werth 


und  ist  poiitiv,  wenn  C  positiv  ist,  für  2  s  /  aber  hat  es  den 
Werth 

Diese  Verschiebung  kann,  wenn  C  nicht  zu  gross  ist,  negativ 
sein,  und  kiinn  an  einer  bestimmten  Stelle  ihr  Zeichen  wech- 
seln. Die  Summe  dieser  Grtissen  in  entsprechenden  Punkten 
der  oberen  und  unteren  Grenzfläche  ist  constant.  In  der  Ebene 
7  =  ^/  ist  «  :=  C\  es  ist  also  dort  das  Verschiebungsmass  un- 
abhängig von  der  Entfernung  von  der  Achse.   In  ihr  ist  auch 

^  von  r  unabhängig  und  also  auch  6  die  Dilatation.  Eine  Faser, 

\vt'li  lie  die  EiiKeniunu  /  '  von  der  Achse  hal,  und  ihr  parallel 
ist,  hiil  nach  der  Üeformaiion  die  Gleicliung 


f  -  r'*  -  r'C'l  +  S ,  4"»^*    .  .S„ oosÜl±iÜÜ  , 


wenn  i"  die  Ahscisse  und  r  die  Ordinate  ist.  An  der  Stelle 
s  s  ^/  hat  diese  Gurve  einen  Wendepunkt,  weil  h-^  :  dz^  dort 
verschwindet.  Setzt  man.  um  von  der  üusseren  Gestalt  eine 
Vorstellung  zu  erhalten,  k  ftlr  r%  so  folgt  als  Gleichung  der 
Oberflächenmeridiancurve 

in  +    TTZ      ,  /  in  +  I ,  Ttk > 
(.30,     S  =  UC  +  2:  üt^,.'  • 

Ware  /.  S3  0,  wäre  also  mit  dem  Zusammendrucken  keine 
seilliche  Ausdehnung  verbunden,  und  betrachten  wir  der  Ein- 
fachheit halber  nur  den  Fall,  in  welchem  der  Gesaintii! druck 
duf  die  obere  Flache  Null  ist,  in  welchem  also  SvpC  ss  ^(fgl 
Ist,  so  würde  sich  ergeben 
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«'-^W-i^C,'-i^^,  .-0. 

Wenn  wir  aber  ).  nicht  Null  setzen,  r  und  k  aber  so  klein  anneb- 
11)01).  ci.iss  wir  die  zweiten  l'olenzen  vernachlässigen  dürfen,  so 
erhalten  w  ir  unter  ilerselbeu  Voraussetzung  tlher  den  Gesammt- 
druck  durch  Suiuinaiion  der  Iriponnmetrischen  Keihea 




.    in  +  I  rtz 
SlO 


wir  erhalten  also  das  vorige  Resultat  fttr  to  wieder,  nur  mii 
einem  anderen  Factor  versehen. 

Damit  haben  wir  das  gestellte  Problem  geltfst.  Auf  die 
Untersuchung  des  ElasticitatselUpsoids  einzugeben  unterlasse 
ich  wegen  der  zu  umfangreichen  Formeln. 
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Wilibald  Reichardt,  Ein  Beitrag  sur  Theotie  der  GMcku»- 
gen  sechsten  Grades,  (Vorgelegt  von  F.  Klein,) 

Für  die  Anwendbarkeil  der  von  Herrn  Prof.  Klein  im 
45.  Bande  der  Math.  Annalcn  mitgetheilten  Methode  cur  LOsung 
einer  allgemeinen  Gleicliung  n^**  Grades 

ist  ein  erstes  Erfordemiss  die  Kenntniss  von  Grössen  y^^ 
y%i  "  -1  Vf*  (wobei  möglichst  klisin  ist) ,  die  sich  bei  allen 
Vertauschungen  oder  (falls  man  die  Quadratwurzel  aus  der 
Discriminante  adjungirt)  wenigstens  bei  den  geraden  Ver* 
tauschungen  der  n  Wurzeln  k^^  k^j  . . .  linear  mit  bekannten 
Coefßcienten  subslituiren. 

Im  Falle  n  5  s.  B.  ist  durch  die  Existenz  zweier  GrOesen 
y^t  y%y  zu  denen  eine  Gruppe  linearer  Substitutionen  (die 
Gruppe  der  420  Ikosalklersubslltuttonen)  gehört,  die  mit  den 
60  geraden  Vertauachungen  der  Wurzeln  k^j  A^,  . . .  A-^  isomorph 
ist,  ein  zur  Losung  der  allgemeinen  Gleiäung  5^*  Grades 
indicirt. 

In  seinen  Seminarvortrtf gen  im  Sommersemester  4  885  und 
auch  bei  anderer  Gelegenheit  ^)  hat  nun  Herr  Prof.  Klein  darauf 
aufmerksam  gemacht,  dass  im  Falle  n  »  6  die  homogenen  Goöi^ 
dinaten  w  :  cc  :  y  :  9  eines  Knotens  der  zu  der  Gomplexscbaar 

i  * 

als  Singularitatenfljfche  iiehorigen  Kummer 'sehen  Flache, 
wenn  iii;in  als  C()orciiiialentetrai*der  eines  der  15  Füiuiamental- 
tetraeder  zu  Grunde  legt,  Grössen  yi  -  yf  -  y^  '-  y^  der  gewüüLeii 

Vergl.  dieFnssnote  pag.  4t6  in  F.  Klein:  Yorlesangen  Uber  das 
Ikosaöder  und  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom  5«*«  Grade. 
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Art  sind*),  und  zwar  solche,  zu  (Jenen  eine  Gruppe  gebörl,  die 
mit  allen  720  Vertauschungen  der  A,  isomorph  ist.  Als  gleirh- 
herechtigt  mit  den  Coordinaten  :  x  :  y  :  z  eines  Knotens  in 
Bezui;  auf  ein  erstes  Fiindaaientalietrai^der  erscheinen  doch 
nämlich  einmal  die  Coordiuaten  der  anderen  15  Doppelpunkte 
in  Bezug  auf  dasselbe  Fundamentaltetra^(ier.  dann  äl>er  auch  die 
Coordinaten  der  Knoten  in  Bezug  auf  die  anderen  Fundamenlal- 
tetraöder;  oderj  präciser  ausgedrückt  :  iv  :  x  :  y  :  rs  hiingen  in 
der  Weise  irrational  von  den  kf  ab,  dass  tnit  einem  ersten  Werth- 
systeme w  :  X  :  y  :  s  alle  übrigen  zu  flenselben  Werthen  Av 
gehörigen  Werlhsysteuie  durch  lineare  Uelationen  verbunden 
sind,  welche  der  Ausdruck  der  folgenden  16  . 72Q  GolIinealioDeQ 
sind: 

1)  Der  16  .  360  Collinealfonen.  welche  je  der  CombinatioQ 
einer  geraden  Anzahl  von  Vorzeielienwechseln  der  IJnieneoor- 
dioaten  x.  mit  einer  geraden  Vertauschung  der  entsprechen. 

2)  Der  i6  .  360  CoHinealionen.  die  je  durch  Comhination 
einer  iingpi-iden  Anzahl  von  Vorzeiehenwechseln  der  mit 
eioer  ungeraden  Vertauschung  der  x.  entstehen. 

Zu  den  liouiogenen  Coordinaten  ?r.  .x,  z  eines  Knofens 
in  Bezug  auf  ein  1  undamenlaltetraedcr  gehört  also  «;ine  Gruppe 
homogener  lioearer  SubstitutioneD,  weichej  dea  \  6  . 720  Um' 
Setzungen 

3)  ±  Xfc  (f,  /f  s=  4,  2,  . . .  6< 

entspreeheD,  und  die  mit  den  780  Vertausehungen  der 
(meroOdrisch)  isomorph  ist,  wie  es  verlangt  wurde. 

Zanäohst  wird  nun  behauptet,  die  sugekifrig'.  quafemäre 
Gruppe  h(mo$ener  linearer  Substitulionm  bestehe  nitki  aus  hUa  • 
4$»7Sa^  sondern  aus  %.4$,  720  Operationen,  Die  Möglichkeit 
hierzu  ist  dadurch  gegeben,  dass,  wenn 

eine  homogene  lineare  Substitution  von  t/',     y,  z  ist,  die  einer 
bestimmten  Operation  3)  entspricht,  die  Substiiuiion 


Es  sind  dies  Grossen,  welche  Borchardt  nls  Moduln 

ia  die  Theorie  der  zum  Falle  p  =:i  gehörigen  hyperelUptischen  Tiietofunc- 
tionen  elnftthrt  (Comptes  rendos,  t.  88). 
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derselhen  Operation  3  zuizehort,  weil  ja  ein  solcher  simnllaner 
Zeicheuwechsel  der  PuukicoordiDaten  auf  deu  Werth  der  Linieo- 
ooordinnton      keinen  Einfluss  bat. 

Zum  beweise  unserer  Behauptung  {^enügl  es  offenbar  zu 
zeigen,  duss  der  homnrphismus  der  Gruppe  \  )  mit  der  Ihr  ent- 
spreeheiuieii  Gruppe  qualernürer  Substitutionen  heniiedrisch 
ist;  und  iiierzu  wiederum  hat  nian  sieh  nur  zu  Uberreugen, 
dass  die  Gruppe  quateroilrer  Substitutionen,  die  einer  der 
beiden  Gruppen 


correspondirt  (wobei  immer  nur  eine  gerade  Anzahl  von  Vor- 
zeichenwechseln resp.  Vertauscliungeü  gemeint  ist),  aus  doppelt 
so  viel  Operationen  besteht,  wie  4j  resp.  5).  Wie  zu  erwarten 
steht,  gestaltet  sich  der  auf  die  kleinere  Gruppe  4)  bezügliche 
Nachweis  einfacher  als  der  die  Gruppe  5)  betrelTende.  In  der 
Tbat  erkennt  man  leicht  die  Richtigkeit  des  folgenden  (diesen 
Tbeil  unserer  Behauptung  ausdrückenden)  Satzes: 

I.  Aus  den  3^  sich  padrwcäe  nur  durch  das  Vorzeichen 
unterscheidenden  linearen  Substitutionen  von  w,  y,  z,  welche 
der  G nippe  4)  entsprechen^  kann  man  keine  aus  /6'  Operationen 
bestehende  Gruppe  G  zusammensetzen^  die  mit  4)  holoedrisch  iso- 
morph wäre. 

Zum  Beweise  dieses  Salzes  uiai  lit  sich  natürlich  die  wirk- 
liche Berechnung  wenitzslens  einiger  der  zu  untersuchenden 
linearen  Substitutionen  der  u\  x,  y,  z  nothwendig.  Dies  ge- 
schieht unter  Benulzunfz  der  folgen<lcn  Gleichungen,  die  den 
Zusammenhang  der  x^  inii  den  auf  ein  Fundamentallelraeder 
bezüglichen  IJniencoordinalen  p^f^  und  also  mit  den  Coordinaten 
Wf  Xf  y,  z  vermitteln  *) :  " 

Die  Auflösungen  dieser  Gleichungen  lauten  folgende rmassen : 


5) 


*)  Vergl.  Röhn,  Math.  ADnatm  Btnd  1,8. 


28» 
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<=a?,  3,  4,  5) 


lajfc  «  a;;^  (*«3,  4,  5,6), 


der  Gruppe  4)  entsprechen  nach  diesen  Formeln  6)  die  quater- 
ndren  Substitutionen 


Das  lieisst  also:  Bildet  man  durch  Einführung  der  Worihe 
x'.  y' ,  z  statt  der  Wy  x,  y,  z  aus  den  p,^  die  Grös-^e  n  p'a,  und 
drückt  man  diese  durch  die  ar;,  aus,  so  erhalt  mau  für  die  pa 
Ausdrücke,  die  aus  den  rechten  Seilen  der  Gleichungen  ö^) 
durch  die  Operationen  [S]  resp.  [T]  hervorgehen.  Nun  isl 


Sollen  also  [S]  und  [T]  einer  Grappe  G  der  verlangten  Art  an- 
gehören, 80  rouss  auch 


sein.  Die  beiden  hingeschriebenen  Substitutionen  [Si  sowohl, 
wie  die  beiden  Substitutionen  [r]  fuhren  aber,  zweimal  hinter- 
einander angewendet,  to,  js  nicht  wieder  in  io,  as, 
sondern  in  u?,  ^o;,  — —z  über;  sie  können  also  nicht 
der  gesuchten  Gruppe  G  angehören.  Es  fragt  sich  nun  aber, 
oh  man  sie  nicht  durch  Zufügmg  geeignete!^  ProportionalUäts- 
factoren  go  moäificiren  kann,  dass  sie  doch  einer  Gruppe  G  von 
der  verlangten  Beschaffenheit  angehören  dürfen.  Da  die  hinge- 
schriebenen Operationen  und  [T]  bei  zweimaliger  Anwendung 
ti;,  Xf  y,  a  in  —  iü,  —  jt,  —  y,  —  Uberfuhren,  so  gewinnt  man 
die  allgemeinsten  Operationen  [Sf\  und  [T]  von  der  Periode  2 

durch  Zulügung  des  Proportionalittttsfactors  V— <  =  ±  t: 


x'  =  ^  iz 


j  y  «  ± 

I  3'  «  ±  tflC. 


[SY  =  1 ,      [2?  =  < 


[^1 
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die  Operationen  [S]  [T]  und  [T]  [S]  dagegen  können  bei  keinen 
Werlhen  von  fi  nnd  v  identiseh  sein,  vielmehr  Ist 


Nachdem  so- der  Nachweis  erbracht  ist,  dass  der  Isomor- 
phismus der  Gruppe  4)  mit  einer  ihr  entsprechenden  quaternären 
Gruppe  nothwendig  hemiedrisch  ist,  hat  zugleich,  wie  schon 
oben  gesagt  wurde,  die  Frage  nach  der  Art  des  Isomorphismus 
der  Gruppen  1)  und  3)  mit  den  ihnen  entsprechenden  quater* 
nttrcm  Gruppen  ihre  Erledigung  gefunden  :  Auch  dieser  Isomor- 
phiimus  ist  hemiedrisch;  die  den  senären  Gruppen  \]  resp,  3] 
entspredtendm  quaternären  Gruppen  bestehen  also  noffiwendig 
aus  9,46. 560  resp.  2.16, 7 SO  Sibstitutionenj  mag  nun  der  Iso^ 
morphismus  der  Gruppe  5)  mä  der  ihr  entsprechenden  quaternären 
Gruppe  ebenfalls  nt^hwend^  henMrisi^  sein  oder  wieht 

Der  Entscheid  dieser  lettteren  Frage  ist  aber  an  sich  von 
Interesse,,  weil  man  doch  schliesslich  voriiehen  wird,  statt  der 
homogenen  Goordtnaten  Wy  Xj  z  eines  JüiotQns,  die  bei  den 
Yertanschungen  der  46 .  720  Gollineationen  erleiden,  solche 
Grossen  y^,  y^y  y^,  y^  zu  benutBon,  bu  denen  eine  Gruppe  linearer 
Substitutionen  gehört,  die  mit  der  Gruppe  der  360  geraden 
Vertanschungen  der  womöglich  bemiedrisoh  oder  gar  hole«- 
drisch  isomorph  ist,  in  welch  letsterem  Faile  man  ja  sogar  die 
GHfssen  rational  bilden  konnte  *).  Eben  dieser  Fall  tritt  nun 
aber  nicht  ein ;  es  gilt  vielmehr  der  folgende  Sats: 

II.  Bs  ist  unmaglicht  eine  Gruppe  G  von  360  Suhstitutkmen 
der  iv,  Xj  y,  j»  onMugdfenj  die  der  Gruppe  der  560  geraden  Ver- 
taiuschungen  der  (der  Gruppe  5)^  entsprü^e  und  mit  ihr 
h<Mdriseh  isomorph  wäre. 

Um  dies  bu  beweisen,  fassen  wir  diejenigen  drei  unge- 
raden Yertanschungen  der  Xf  ins  Auge,  die  aus  der  Identität 

<}  Vergl.  F.  Klein,  K  c. 
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die  Permulaliouen 


X^  flCj  Xf 


■^'t 

3Cj         iT^  OC^ 


Of*  ^f* 


machen,  und  setzen  aus  Ihnen  die  folgenden  drei  geraden  Yer- 
tausohungen  zusammen 

^SA^   *   «IC^        «Cii  «3Cf 

(ilC) 
(JBC) 

Wir  wollen  beachten,  dass 

so  dass  also  die  quaternilren  Substitutionen 

[BA],    [AC],  [BC], 
falls  sie  eitier  Gruppe  G  der  genannten  Art  angehtfrig  sein 
sollen,  ebenfalls  resp.  die  Perioden  3,  %  3  haben  müssen.  Nun 
ergeben  sich  aber  nach  den  Gleichungen  6)  Substitutionen 

SÄ  z:  13 


[AC]: 


y  =  ±x 

3'  =  -f-  iir  , 

von  denen  jede,  zwoiin;»!  hintereinander  anizewoiidel,  //\  .r,  //. 
nielii  III  >f\  7-,  //,.j5,  sondern  in  — tv,  — r,  —1^.  —  r  Uberführt. 
Aus  de  n  72ü  sich  paarweise  nur  durch  das  Vorzeichen  unter- 
scheidenden Stdistilutionen  der  tc^  ./•,  //,  3,  wie  sie  sich  direct 
nach  den  Gleichungen  6)  erge])en.  liisst  sich  also  sicher  nicht 
eine  Gi'upy>e  ^f'  der  verlangten  Art  zusainnu^nsetzcD.  Es  ist  nun 
aber  wieder  die  Frage,  oh  man  nicht  diese  Substitutionen  der 
w,  X,  y,  z  durch  Zufügung  geeigneter  Proportionaütatsfacloren 
so  niodificiren  kann,  dass  sie  doch  eine  Gnippe  G  bilden.  Die 
allt:emeiDi»le  Operation  [AC]  von  der  Periode  -2  uewinnt  man, 
indem  man  in  die  iiingeschrieben»'ii  Substitutionen  den  Propor- 
tional itätsfactor  s  ±1  eiülUgl: 


lAC]  : 


X  =  :p 

I  y'  =  ±  lir 
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Berechnet  man  weiterhin  nacli  den  Relationen  C  die  den 
Operationen  [BA]  und  [HC]  enlspreehenden  (jualerniiren  Sm1>- 
slitutionen  [BA^  und  BC  und  versieht  diese  in  ailgemeioster 
Weise  mit  Proportiouaiiiatsiacloren  derart,  dass 

[BAY  =  I ,      [BCy  »  4 
wird,  so  erhält  man: 


[BC]: 


ihin 

w  = 

-  3 

# 

y  = 

%h%7t 

«) 


(Ä  =  0,1,2) 


Nun  ist  doch 

BÄ)  [AC]  =  (ÄC)  . 

Soll  also  eine  Gruppe  G  der 'uewoUien  Art  existiren,  so  muss 
nothw  cndig  auch  durch  Verbinduug  einer  der  zulassigen  Sub- 
stitut i(M«n  [BA}  mit  einer  der  zulüssigen  Substitutionen  [AC] 
eine  der  zulassigen  Substitutionen  ßC\  erhalten  werden  können. 
Nun  findet  sich  aber 

e    ^   •  i        t)      +  u) 


[BA]  [vlC]  : 


w  =. 


ihin 
3 


«  »  X  e  "  .  -J  (4  —  i)  (oj  -f-  ty) 

l*iü:  (A«0,  1,«) 
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und  keine  dieser  Substitulionen  ist  inil  einer  zulässigen  Sub- 
stilulion  HC  identisch,  weil  man  doch  umuuglich  //.  A  und  das 
Vorzeichen  so  wählen  kann,  dass  beispielsweise  die  Werthe 
von  w'  gleich  werden,  dubs  also 

ihin  %kin 

e     •       «  ^  t 

wird. 

Damit  ist  in  der  That  der  verlangte  Nachweis  erbracht. 
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Ba^id  Mlbert,  ü^btr  em«  allgmmiM  Gaihmg  irrationaler 
Invarianten  und  Covariankn  für  eine  binäre  Grundfinm  geraden 
Grades.  (Vorgelegt  von  F,  Klein.] 

Unter  den  Schwierigkeiten  und  Hindernisaen,  weiche  sieb 
der  forteehreitenden  Entwtefcelnng  der  binüren  Invarianten-» 
Iheorie  in  den  Weg  stdlen ,  sind  diejenigen  nielit  gering  zu 
schätzen,  welcbe  einerseits  in  der  Hersteilong  hinreichender 
Invarianten«  resp.  Govarianteneriterien  für  die  einfachsten  und 
nächstliegenden  Ausartungen  einer  Grundform,  andererseits  in 
der  Deutmiig  der  einfochsten  Invariantmi^  resp.  Covarianten- 
relationen  durch  Besdireibung  der  entsprechenden  Ausartung 
jener  Form  bestehen.  Wie  in  der  That  die  bisher  der  Unter* 
snchung  sugttngUchen  Einzelfälle  bestätigen,  geben  im  Allge- 
meinen einäiche  an  eine  Grundform  gestellte  Anforderungen, 
s.  B.  die  Forderung  einer  Doppelwursel,  keineswegs  su  Uber- 
sichtlichen  invarianten  Blldungea  Anlass,  wlihrend  umgekehrt 
das  identische  Verschvrinden  einfacher  Govarianten,  x.  B.  einer 
bestimmten  Ueberschiebung  der  Grundform  ttl>er  sich  selber, 
nur  selten  eine  einfache  Deutung  fQr  jene  Grundform  gestattet. 
Eine  Aussöhnung  des  gekennielchneten  Zwiespaltes  fttr  eine 
Eeibe  von  Fragen  ansuübahnen,  eventuell  Grund  und  Wesen 
jener  eigenthttmlieben  Yerbaltnisse  aufzudecken,  daftlr  giebt  es 
meiner  Uebeneugung  nach  ein  geeignetes  Mittel  in  der  syste- 
matischen Behandlung  einer  gewissen  allgemeinen  Gattung 
trrotioita/sr  Invarianten  und  Cavarianten  der  Grundform.  Als 
irrationale-  Invariante  bezeichnen  wir  jede  Wurzel  einer  alge- 
braischen Gleichung,  deren  Coelficienten  rationale  Invarianten 
der  Grundform  sind  und  zwar  in  der  Weise,  dass  ihre.Gewiohte 
eine  arithmetische  Reihe  bilden.  Die  so  defi'nirte  irrationale 
Invariante  besitzt  in  der  That  die  Eigenschaft,  fflr  die  trans- 
-  formirte  Grundform  einen  Werth  anzunehmen,  welcher  bis  auf 
eine  Potenz  der  Snbstitutionsdeterminante  als  Factor  mit  ihrem 


Digitized  by  Google 


I 


42S  David  iiiLBi^HTj 

ursprünglichen  Wertbe  Ubereinsliromt.  Eine  irrationale  Co- 
variante  ist  eine  solche  Govariante,  deren  Bildungsgesetz  die 
KeoDiniss  irgendwelcher  irrationaler  Invarianten  voraussetit. 

Um  nun  den  Weg  anzudeuten,  welcher  naturgemäss  und 
unmittelbar  zur  Betrachtung  jener  allgemeinen  Gattung  irratio- 
naler Inyarianten  und  Goirarianten  hinftthrt,  verfahren  wir  der- 
art, dass  wir  lunächst  eine  irrationale  Govariante  ip  von  unbe- 
aibnmter  Bedeutung  fingiren  und  dann  von  dieser  ms  unter 
ausschHesslIeher  Benutsung  der  einlaohsten  und  ursprünglich- 
sten invarianten  Prozesse  tu  weiteren  irralioBalen  Bildungen 
fortauschreiten  versuchen.  In  diesem  Sinne  bilden  wir  die  i** 
Ueberschiebung  der  Form  (p  Ober  die  Grundform  /,  wodurch 
steh  die  neue  irratienale  Covartanle  [f^  (p)^  ^  tf  ergiebt;  die  t** 
Ueberschiebung  der  leteteren  Uber  die  Grundform  liefert  die 
weitere  Irrationale  Govariante  ({>)(  =  (f  u.  s.  f.  War  die 
ursprüngliche  Form  ^  vom  Grade  so  besltst  die  Form  fp'  den 
Grad  ^  -f*  n  —  2  die  Form  ^"  den  Grad  H- S»-^  2(1+^)  u.  s.f. 
Biditen  wir  es  nun  so  ein,  dass  nach  einer  gewissen  Ansabl  % 
von  Wiederholungen  der  beschriebenen  Operation  die  dann  ent- 
standene Form  mit  der  ursprünglichen  Form  9  den  gleichen 
Grad  v  erhillt  und  lassen  von  da  an  die  UebersohiebungszahleB 
t,  1%  ...  fC*-*  0  periodisch  wiederkehren,  so  ist  damit  ein  in  das 
Unendliche  fortlaufender  Prozess  definiri,  und  es  entsteht  die 
Frage,  welche  Grensformen  nach  unendlicher  Fortsetzung  dieses 
Prozesses  auftreten.  Die  nllhere  Ueberlegung  zeigt,  dass  diese 
Grenzformen  von  der  Art  der  ursprOngltch  fingirten  Form  tp 
wesentlich  unabhängig  erscheinen:  zugleidi  ergiebt  sieh  die 
aufgeworfene  Frage  als  gleichbedeutend  mit  der  Aufsuchung 
solcher  Formen  r/,  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  sich  nach 
X  maliger  Wiederholung  des  oben  beschriebenen  invarianten 
Prozesses  bis  auf  eine  Gonstante  X  zu  reproduciren.  Diese  Gon- 
stante  A  ist  eine  irrationale  Invariante  im  früher  definirten  Sinne, 
die  Form  ^  eine  ihr  zugehörige  irrationale  Govariante.  Invrie- 
fem  die  in  der  bisherigen  Litteratur  behandelten  EinzelfilUe  von 
irrationalen  Invarianten  und  Govarianten  durch  die  düzzirten 
Gesichtspunkte  neuen  Zusammenhang  und  einheitliche  Bedeu- 
tung gewinnen,  tritt  im  weiteren  Verlauf  der  Untersuchung 
klar  zu  Tage. 

Nach  vorausgeschickter  Kennzeichnung  des  allgemeinen 
Problems  dürfte  es  als  eine  naturgemttsse  Spedalisimng  des- 
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selben  erBcbeinen,  wenn  wir  uns  vorläufig  mitder  UntersDohung 
des  DicbstliegeDden  Falies  x  «  I  eingehender  bescbtf fügen. 
Unsere  Fragestellung  specialisirt  sich  in  diesem  Falle,  wie  folgt : 
Wie  kosen  sich  bin&re  Formen  (p  =  aj.^  vom  ^  Grade 
finden^  die  si^  nadi  ihrer  ^  üeberschiebung  über  eine  yeyebens 
dmOre  Grundform  f  aa  uj^  vom  f^^  Grode  bis  auf  einen  eonskt»- 
tenj  m  Allgemeinen  von  Nuü  verschiedenen  Fador  —  l  ungeändert 
reprodtteiren,  miUnn  die  Identität : 


erfüllen  ? 

Zunächst  ist  offenbar,  dass  in  Folge  der  Relation : 
.   ^H-fi  —  St'ss^  oder  n  as  S  t 

(las  LiPizonwiirlitze  Problern  stets  oine  binäre  Form  lin  ii  ion  Gra- 
des als  i^eiieljcnc  Liruiulform  vornusselzt.  Da  fernerhin  das  Ver- 
schwinden siunfntlicher  j'  -f-  t  Coeffieienlen  auf  der  linken  Seite 
der  Formel  (1)  erforderlich  ist,  so  zerfällt  die  Bedingung  (1  ii> 
V  -4-  1  Bedingungsgleicbungen  fUr  die  v  \  uicht  houogenen 
Uobekannlen: 


worin  sich  von  vorne  herein  die  Widerspruchsfreibeii.und  Be- 
stimmtheit unseres  Problems  offenbart.  Durch  die  Mittel  der 
Determinantentbeorie  und  die  ausgiebige  Anwendung  von  Eli- 
minationsprosessen  gewinnen  wir  der  Reihe  nach  folgende 
Resultate : 

k  ist  eme  irrationale  Invariante  der  Grundform  f  vom  Ge- 
wichte i  und  geriiuß  der  Gleichung    4-  Grades: 


warin  eine  von  Null  verschiedene  Zahl,  J,,  /s,  .  • .  /j/^.«  rationale 
Invarütnten  resp.  vom  Grade  2,  3,  . . .  v  +  i  in  den  Coefficienten 
der  Grundform  f  bedeuten.  Die  linke  Seite  der  Gleichung  (2) 
schreibt  sich  <ds  Determinante  in  der  Gestalt: 


.  (0 


{f,  <f),  +      =  0 


t/a,+  (-l)»'{;)i 
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Die  Zeichen  k  bedeuten  gewisse  gaoze  Zahlen,  welche  der 
Doppelgleichung : 

genügen.  Zur  Discussion  der  Glcichunt^  (2)  und  damit  über- 
haupt zur  WeiterentNvickelung  des  Problems  ist  eine  durch- 
gehende Unterscheidung  folgender  vier  Hauptfälle  nolhwendig: 

HauptfaU   1:   tsO,  t^sO  (mod2) 

III :    i  =  1  ,    */  =  0       -      [  n  =  2 1 .  ' 
IV:    tsO,  vsi 

Es  leigi  sich,  da»  nur  für  HauptfaU  I  die  Gleicbimg  (2)  im 
Allgemeinen  $^-f-  4  wesentlich  untereinander  verschiedene  Wür- 
feln il  liefert;  für  Hauptflall  II  ordnen  sich  die. r -hl  Wurzeln 

X  in  — r—  Paare  entgegongeselzt  gleicher  Wurzeln;  für  Ilaupl- 

fall  111  ist  eine  der    -i-  4  in  Rede  stehenden  Wurzeln  gleich 

Null,  wtfhrend  sich  die  übrigen     in     Paare  entgegengesetzt 

gleicher  Werthe  anordnen;  Hauptfall  IV  endlich  eharaklerisirt 
sich  dadurch,  dass  sich  für  ihn  die  v-i- 1  Wurzeln  X  der  Glei- 

chung  (8)  in  -j—  Paare  gleicher  Wurzeln  anordnen.  Zur  Er- 
leichterung der  Uebersioht  bei  spaterer  Bezugnahme  gruppkm 
wir  die  4^  4-1  Wurxeln  l  der  Gleichuny  (2)  in  dm  frier  Haup^ 
palen,  wie  fol^t: 

HauptfaU  I : 
äwptfall  II  : 

Hauptfall  III : 

Hauptfall  IV: 

Was  nun  die  Ermittelung  und  Discussion  der  fraglichen 
Formen  q>  selber  anbetrifft,  so  ergiebt  sich,  daes  für  die  ertten. 
drei  HauptfUUe  tm  AügemeiMn  %u  jeder  der    + 1  Wwr%eln  l 
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eine  und  nur  eine  Form  <p  im  Sumc  der  Bedi$igu$igsgleichutig  {\) 
gehört.  Setzen  wir  zur  Abkürzung : 


0^- 

0, 


...*/a,-4-(-<)''n;i, 


und  entwickelQ  die  Determinaute  nach  Potenzen  von  A,  wie 

(3)      '^(a5,y,A)  -C.X«'4.C,Z*'-  +  ...  +  C^, 

ISO  sind  die  Coefficienten  C^,  C^,  ...  C„  ralionalp  Covarianteu 
vom  Grade  v  für  jede  der  beiden  Variabelnreihen  x^ ,  r, ;  ,  y^, 
dagegen  resp.  vom  Grade  0,  1,  ...  v  in  den  CoefHcienlen  der 
Grundform  f.  Wie  mit  Hülfe  dieser  invarianten  Bildung  (3) 
für  die  ersten  drei  Hauptfälle  die  Consiruclion  der  zur  Wurzel 
}(^*)  zugehörigen  irralional-covarianten  Form  (f^^*)  ausgeführt 
wird,  ist  aus  der  nachstehenden  Tabelle  ersichtlich ; 


Uauptfall  I :  J  [x,  y,  X^f*))     =  (p(f>  (x)  .  (p(t*)  [y) 

U :  J  [x,  y,  =  r^^i«)  [x]  9?(i»*0  (y) 

(x,  y,  =  ^(/**')  (x)  (y) 

=  90*)(a?)9>(f^*)(a?) 

-     III :  ^  (a;,  y,  l^^))     =  <p<^'>  [x)  r/j^/**« >  (y) 
^  (a?,  y,  Xt^**»))  «  (a;)  y</*)  (y) 

^(x,  X,  aW)    «i  J  [x,  X, 

s  (p(f*)  [X)  9^'"^'>lX;, 

^(a:,y,0)       =  ^pW  (a?)yC*')  (y), 
J  [x,  X,  0;        »  [V''>  'a?;j« . 


} 
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Der  vierte  Hauptfiill  schliesslich  nimmt  eine  gesonderte  Stelluog 
ein,  mdein  iüi denselben  die  iavarianten  Ausdrucke  r/.  |(/*)) 
für  alle  Werthe  der  Variabein  o*,,  a",  und  //, .  v,  identisch  ver- 
schwinden.  Die  nähere  Untersuchung  dieses  üauptfalles  zeigt 

demeDtsprechend,  das«  hier  jedem  der  — ^  unter^nmder  ver- 
schiedenen WurzelwerUie  k  nidU  eine  beitimmle  Form  tp^  «ond^m 
aXUFijTmm  emes  gewissen  Pormenbüsckels  MU^oren.  Zur  Gon- 

struclion  dieser       BUschei  verbilfl  uns  die  invariante  Bildung: 

a  •  •  •  •■•«, 

*  •  >  •  ■ 


worin  die  EDtwickelun^scoefticienlen  r^,  C,,  ...  rationale 
Covarianten  vom  Grade  p  für  jede  der  Variabelnreihen 
^«i  y*»  ^t'   **t^  ^« '  dnL;t  uen  resp.  vom  Grade 

0,  1,  ...  t'  —  1  in  den  Coefiicienten  d.  r  Grundform  sind.  Be- 
zeichnen nun,  als  gerade  vorausgesetzt,  r^/'*^  und  ip^f*'*'^^  zwei 
beliebige  Formen  des  zur  Wurzel  A^^)  {gehörigen  Büschels,  so 
besteht  die  Formel  : 

HauptfalllW: 

Die  Jaeobi'sehe  Govariante  J^>  des  so  aaltretenden  FormeiH 
bttschels  dillckl  sich  unter  Einfahmng  des  ravarianteii  Deler- 
minanteilausdradLes : 
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Ji'){as,  y,  i)  - 


•  •  •  * 


0,  0,        0?/-«,       -(7')x/-«x,....  0, 


miUelst  der  Formel: 

HauptfaU  lY:  ^'*)(a?,     iK/*))  «  •'^'*%) 

direet  durch  den  Wurzelwertb  nod  die  ralionaUinvarianten 
BUdungen  C^,  C^,  ...  Cf,_^  der  Grundform  ans.  Welche  Formel 
ttbrigens  in  allen  bisher  angegebenen  Formelpaaren  den  Voraug 
verdient,  ob  die  ersCere  mit  zwei  Yariabelnreihen  oder  die  letS' 
tere  mit  nur  einer  Variabelnreihe,  bleibt  der  Prüfung  desEiniel- 
falles  vorbehalten. 

Betreffs  des  gegenseitigen  Verhalteps  der  Formen  (p  unter- 
einander  sprechen  wir  in  aller  Kürze  folgende  Behauptungen 
aus: 

Die  V 1  Formen  (p^^\  <jp(*),  . . .  f/)(*')  bilden,  von  Ausnahtne- 
f allen  ah(/esch€n,  ein  System  linear  von  einander  unabhängiger 
Formen  v'*"  Grades. 

Ihre  v****  Ueberschiebungen  (fp^^\  fp^^^)v  i-^J'-^^ch winden  für 
alle  Indexpaare  /i,  k,  trelihe  sich  n  icht  in  nachstehender  Tabelle 
mit  bezüglicher  Unterscheidung  der  vier  Hauptfälle  verzeichnet 
finden, 

Tab.  I. 

Hauptfalll:  /i,x  =  0,0;  =1,1;  =ü,i; ...  =i',y. 

II:  /iyxas  0,4;  »8,3;  »4,5; ...  ss)/^1,ff. 
-     III:  |tt,x80,4;  =«,3;  =4,5; ...  =y— I;  — y,«'. 

IV:      x  =  0,1;  =»2,3;  =4,5;...  =j/ — 1,y. 
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Die  iti  der  Tabelle  ausgezeichneten  Ueber Schiebungen  müssen, 
von  Äusnahmel allen  abgesehen^  nothwendig  endlich  bleiben;  sie 
(/estatten  eine  einfache  Darstellung  als  Function  der  Wurxelwerthe  . 

/.,  IV ie  folgt: 

tiauptfaU  1,  II,  III :  ^f^^^^l  =  (/(i")  -  -  X^O) . . . 

In  diesen  Fonuelii  ist  zugleich  dio  Proportionalität  der  Discri- 
iiiiriimle  von  Gleichuni;  iiiit  detn  Quadiiile  der  Funclional- 
in Variante  des  Formensystems  (f  ausgesproelien. 

Zwischen  den  quadratischen  Covarianten  der  Formen  (p  be- 
stehen bezüglich  für  die  vier  Ilauptfälle  die  folgenden  linearen 
Identitäten :  • 

Tab.  II. 

(7=0,  i,  ...  r  —  t  —  2,  V  —  I  -H  2,  . .  .  1/ . 
<r  SS  0,  2,  ...  V  —  i  —  2,  V  —  i  -f-  2,  . . .  v  —  1 . 
(F  »  4,  3,  ...  y  —  I  —  2,  V  —  i-*-  Ä,  , . ,    —  4 . 

(J  =  1  j  3,  ,  .  .  y  —  t  —      v  —  ^  4-  ^,  ...  )' . 

Die  Gonstanlen  c^»"^  sind  nichts  anderes  als  die  Wurzelwerthe 
A^.")  nach  ihrer  Division  mit  den  hezüt^liclien  in  der  vorigeo 
Tabelle  angegebenen  Ueherschiebuugen  {(p^^^\  ^f^-^^)y  • 

Mit  der  Herstellung  des  invarianten  Bedingungssystems 
(Tab.  II)  ist  die  (iesammtheil  der  allgemein  gUltigen  invarianten 
Relntionen  des  Formensystems  T^'^"^,  (p^^\  •  •  •  7^^*'^  erschöpft, 
indem  das  gleichzeitige  Bestehen  der  bisher  gefundeoeu  inva- 
rianten Beziehungen  fflr  jenes  Forniensysfem  hinreicht,  damit 
dasselbe  im  Sinne  d(  i  l^cdingungsgleichung  (1)  einer  Grund- 
form  f  vom  Grade  n  =  ^i  zugebOren  kann.  Wir  gewianea somit 
das  Theorem  : 

Verschwinden  für  ein  System  von  j'  -+-  i  {-onih-/!  p^"*  Grades 
alle       üeberschiebungen  mit  Ausnahme  der  bezüglich  in  Tab.  I 

angegebenen  und  existiren  femer       4  resp,        resp.  y  +  ^ 
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Omtanlen  c  von  der  Art,  dau  zwitdten  den  quadratüehen  Cava- 
Honten  der  Pcrmen  g>(*\  ^(*>,  . . .  qfi")  be%üglidi  die  linearen  Be- 
ziehung in  Tah,  II  stattfinden,  dann  und  nur  dann  gehört  das 
FormenstfStem  im  Sinne  der  Bedingungsgleichung  (4)  einer  Grund- 
form f  vom  Grade  n  9  8 1  zu.  Die  Grundform  f  und  die  ent- 
sprechenden irrationiUen  invarianten  l^t*)  derselben  erhält  man 
tieMü^ieh  aus  den  'Formeln : 

Hauptfall  I : 

f^c^{if('\  <p^%^i  +  cO)(y(»),  ,^(0)^_.  H- ...  +  c(»')  (^pC),  yC)),.,.; 
Hauptfall  II : 

Hauptfall  III : 

Hauptfall  IV: 

Nachdem  damit  die  Hauptpunkte  des  Eingangs  beieicbneten 
Problems  erledigt  sind,  entsteht  eine  Reihe  weiterer  Fragen, 
unter  denen  die  Untersuchung  der  mttgUehen  Ausartungen  des 
allgemeinen  Falles  die  erste  Steile  einnimmt.  Der  eben  be- 
trachtete Fall  ist  dadurch  charakterisirt,  dass  für  ihn  die  + 1 
Wurseln  jt,  ven  der  paarweisen  Gleichheit  im  vierten  Haupt- 
falle  abgesehen,  untereinander  verschieden  ausfallen.  Bestehen 
jedech  zwischen  den  Invarianten  Jg, ...  J^^^  der  Grund- 
form f  in  Gleichung  (8)  eine  resp.  mehrere  Relationen,  welche 
die  Gleichheit  zweier  resp.  mehrerer  Wurzeln  k  zur  Folge  haben, 
so  ist  offenbar,  dass  die  Gonstruction  des  vollstündigen  Systems 
9>(*),  ^<*>,  . . .  fp^^^  in  obiger  Weise  nicht  durchführbar  wird. 
Schliessen  wir  vorlaufig  andere  Vorkommnisse  und  Ausartungen 
höherer  Art  aus,  so  zeigt  die  eingehendere  Untersuchung  mit- 
telst Grenztibergang,  dass  im  Falle  einer  (l'^^)  fachen  Wurzel 
X  an  Stelle  der  entsprechenden  Formen  ^^>, . . .  gewisse 
andere  Formen  ifi^^f  ...  treten^  für  weldte  allerdings 
die  aufgestellten  Theoreme  des  allgemeinen  Falles  im  Einzelnen 
eine  modlficirU  Gestalt  annehmen. 
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Wahrend  der  eben  skiesirle  Ausnabnuefan  doreh  die 
Existenz  gewisser  Relationen  zwischen  den  rationalen  /n Va- 
riante i»  der  Grundform  f  bedingt  war,  uinfosst  eine  zweite 
nicht  minder  wichtige  Gattung  von  Ausartungen  des  allgemeineD 
Falles  alle  diejenigen  Vorkommnisse,  In  denen  es  sich  um  das 
identische  Verschwinden  der  zur  Gonstruction  des  Systems 
^(OJ,  .. .  tpi*)  nothwendigen  Covarianten  der  Grundform 
f  bandelt.  Um  hier  möglichste  VollsUindigkeit  zu  erzielen,  wird ' 
das  Studium  der  allgmeineren  nivarimten  Bildung : 


•       •  • 

0, 
0, 

«  •  •  • 

0. 

mthwemligj  woi'in  die  Entwickelungscoe/ficivnlen  C,, ...  C,._/^, 
rationale  Covarianten  vom  Grade  v  für  jede  der  2  /  Variabeinreihen 

Vi^^i  Vt^^'^  •••  Vi^^i  /V"'  7i"'>  V«^^^  dagegen  resp.  vom 

(trade  0,  1 ,  ...  — /-|-  4  /«  den  Coefficienten  der  Gnmd/'orm  sind. 
Es  zeigt  sich,  dass  das  identische  {'erschtvinden  dieser  invarianten 
Bildung  nach  Einsetzung  eines  Wurselwerthes  k  zur  Folge  haty 
dass  dem  letzteren  nicht  eine  einzelne  Form  </>,  sondern  alle  For- 
men einer  bestimmten  l-fach  unendlichen  linearen  Mannigfaltigkeit 
im  Sinne  der  Bedingungsgleichung  [i]  zugehören.  Die  Bestimmung 
dieser  Fnrmemnannigfaltigkeit,  sotvie  ihrer  Functionalcovariante 
geschieht  wiederum  mü  Hülfe  raiimalet*  Covarianten  der  Grund- 
form. 

Tritt  uns  die  eben  beschriel)ene  Ausartung  in  ihrer  reinsten 
Form  enlgegeu,  so  wird  jene  Wurzel  A  nur  zu  einer  /«i-l -fachen 


0. 


L-  ^  n. 


0, 
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Wunel  der  Gleichung  (i)  und  die  befriedigende. ErlecH^iing 
dieses  Falles  bietet  keine  ifemere  Schwierigkeit.  Fallen  jedoch 
noch  weitere  Waneln  der  Gleichung  [2]  mit  jenem  / «1-4 -fachen 
Wuntelwerthe  A  susammen,  so  eombiniren  sich  die  beiden  vorhin 
beschri^enen  Gattungen  von  AusnahmeflUlen  und  es  entsteht  eine 
grosse  Mannigfaltigkeit  möglidier  Vorkommnisse,  Eine  befrie- 
digende und  volisUndige  Discussion  derselben  erreichen  wir 
mittelst  einer  Methode,  welche  der  Methode  der  Elementar- 
theiler  in  der  Theorie  der  Ausartungen  der  quadratischen  Form 
ahnlich  ist. 

Die  Begründung  der  im  Vorstehenden  ausgesprochenen 
Behauptungen,  sowie  eine  eingehendere  Discussion  der  speciel- 
len  Grundformen  4*»»,  6*"  und  S*»"»  Grades  an  der  Hand 
der  gekennxeichneten  Methode  behalte  ich  einer  spüteren  Ver- 
tttfentlichung  vor.  Fttr  die  bezeichneten  Falle  ist  die  wirkliehe 
Berechnung  der  in  Frage  kommenden  rationalen  Invarianten 
und  Covarianten  und  ihre  Darstellung  durch  bekannte,  Über- 
sichtliche invariante  Bildungen  noch  in  einfacher  Weise  mög- 
lich nnd  fuhrt  demgemAss  zu  bemerkenswerihen  Einzelresul- 
taten.  An  gegenwartiger  Stelle  sei  nur  erwähnt,  dass  die  beiden 
Falle  n  s  4,  und  n  =  4,    «  3  schon  in  der  bisherigen 

Litteratur  fttr  die  Theorie  der  biquadratischen  Form  eine  wich- 
tige Rolle  spielen,  indem  der  erstere  von  Ihnen  zur  Theorie  der 
Her  mit  ersehen  ^p,  ip,  Formen*)  fuhrt  und  der  zweite  Fall 
die  Frage  nach  der  Constntctfon  der  cubisehen  Form^büschel 
von  vorgeschriebener  Jacobi*scher  Govariante  zur  Erledigung 
bringt.  Ein  besonderes  Interesse  beansprucht  noch  der  allge^ 
meinere  FaU  v  » i,  weil  derselbe  die  Theorie  der  Potenadarstellung 
und  sogenannten  Canonisirvng  binärer  Formen  geraden  Graftes 
in  sieh  begreift.  Das  Studium  der  möglichen  Ausartungen  dieses 
Falles  führt  mit  Nothwendigkeit  auf  die  Betrachtung  gewisser 
Grenzformen,  unter  welchen  die  von  Klein  und  Gordan  unter-  - 
suchten  Formen  mit  linearen  Transformationen  in  sich  eine  aus^' 
gezeichnete  Stelle  einnehmen. 

Schliesslich  verlangt  unser  Problem  noch  nach  einer  an- 
deren Richtung  hin  die  Discussion  der  Gleichung  (2).  Da  näm- 
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lieh  die  Grundform  /'nur  7i  —'i  algebraisch  von  einander  unab- 
iiiiiij^ige  Invarianten  zur  Verfügung  stellt,  so  »erden  bei  der 
Wahl  eines  genügend  grossen  9^  zwischen  den  Coefficienten  der 
Gleichung  (2)  Bc/It  hungen  slaltfinden.  deren  Untersuchung 
Interesse  bietet.  Zeigt  sich  dabei  die  Reducibilitat  der  Glei« 
chung  (Sl),  so  besitzt  die  Grundform  noihwendig  eine  Gruppe 
von  weniger  als  v i  rationalen  Govarianten  vom  Grade 
welche  durch  diö  Eigenschaft  ausgezeichnet  sind,  sUmmtlich 
nach  ihrer  1^"  Ueberschiebung  über  die  Grundform  in  eine 
lineare  Combinalion  ihrer  selbst  überzugehen.  Als  Beispiel  und 
Beleg  für  dieses  Vorkommniss  diene  der  Faü  der  biquadratiscben 
Form:  n  =  4,  v  =:  4. 

Nach  den  einleitenden  Bemerkungen  am  Anfange  der  gegen- 
wlirtigen  Mittheilung  entsprang  das  vorstehend  untersuchte 
Problem  einer  weil  umfassenderen  Idee.  Unser  Fall  x  =  \  ergab 
sich  aus  der  letzteren  dnvch  naturgemUsse  Specialisirung,  hatte 
jedoch  vorweg  die  Ausschliessung  der  Formen  ungeraden  Grades 
von  tier  Betrachtung  zur  Folge.  Schon  dieser  Umstand  weist  auf 
die  Nothwendigkeit  der  Untersuchung  des  weiteren  Specialfatles 
9(  s=  2  bin,  welcher  für  die  binüren  Formen  ungeraden  Grades 
eine  nicht  weniger  wichtige  Rolle  spielen  wird,  wie  der  oben 
behandelte  Fall  x  ss  1  fUr  die  Formen  geraden  Grades, 
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